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Sior  la  propai^ation   des  réactions   chimiques 
dans   les  gaz; 

Par  m.  JOUGUET  ('). 


CHAPITRE  m. 

LES    ONDES    DE    CHOC. 

§  1.  —  Généralités  (-). 

Formules  générales.  —  1.  Soit,  dans  le  champ  des  variables  de 
Lagrange,  une  surface  So  séparant  deux  parties  i  et  2  de  la  masse 

(')    Voir  \..  I,  fasc.  IV,  igoô,  p.  347. 

(-)  Ce  paragraphe  contient  l'extension  aux  ondes  quelconques  et  aux  fluides 
à  variable  chimique  des  résultats  obtenus  par  Riemann  et  Hugoniol  pour  les 
ondes  planes  des  gaz  ordinaires.  Le  cas  des  ondes  quelconques  a  élé  traité  pour 
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gazeuse.  Supposons  qu'au  temps  t  le  mouvement  de  la  partie  i  soit 
défini  par  les  fonctions  analytiques  suivantes'de  a,  b,  c,  /  : 

(i)  Xy,  )\.  -,,  p,.  a,,  T,./),,  //,.  i-,,«-, 

(les  lettres  ont  les  signiiicalions  définies  dans  ce  qui  précède)  et  celui 
de  la  partie  :>.  par  les  fonctions  analytiques  de  a,  b,  c,  l  : 

(2)  X-Jifi,  =2,  p-2,  a„  ï,,  /?..,  u.,,  v.„  tv,. 

On  suppose  que  Xo,  y^,  z.,  sont  respectivement  égaux  à  Xy,  y,,  z, 
pour  tous  les  points  de  S„,  mais  que  les  dérivées  premières  de  ces  fonc- 
tions sont  inégales.  Il  y  a  notamment,  en  général,  inégalité  entre  les 
vitesses  des  molécules  situées  de  part  et  d'autre  de  i„,  transformée 
de  S„  dans  le  champ  des  variables  d'Euler.  H  se  produit  donc,  au 
temps  /,  un  choc  entre  les  parties  i  et  2  tout  le  long  de  L„. 

Nous  ferons,  avec  Hugoniot,  les  hypothèses  suivantes  qui  sont  les 
plus  simples  qu'on  puisse  faire.  Les  mouvements  (i)  et  (2)  sont  brus- 
quemenl  modifiés.  Le  mouvement  (i).  par  exemple  se  transforme 
brusquement  en  un  mouvement  représenté  par  les  fonctions  analy- 
tiques de  a,  b,  c,  /  suivantes  : 

(i')  x\ ,  y\ ,  z\ ,  p\ ,  a, ,  T;  ,  p\ ,  «; ,  i-\ ,  tv, . 

Cette  modification  est  tout  d'abord  restreinte  aux  molécules  do  la 
partie  i  situées  très  près  de  So;  elle  se  fait  d'ailleurs  instantanément, 


la  première  fois  par  M.  Hadamard  dans  son  cours  du  Collège  de  France 
de  1898-1900.  Dans  une  Noie  insérée  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  du  18  mars  1901  (je  ne  connaissais  pas  à  celle  époque  le  cours  de 
M.  Hadamard,  qui  n'a  été  publié  qu'en  1908),  j'ai  abordé  le  même  problème  par 
une  mélliode  un  peu  diflèrenle,  plus  proprement  thermodynamique.  C'est  la  même 
méthode  qu'a  suivie  M.  Duhem  dans  ses  études  sur  les  ondes  de  choc.  On  pourra 
se  reporter  aux  liccherches sur  l' Hydrodynamique  de  cet  auteur  si  l'on  veut  en 
suivre  le  développement;  je  crois  préférable  de  lui  en  substituer  ici  une  autre, 
peut-être  moins  inslruclive,  mais  plus  simple. 

Quant  à  l'intervention  de  la  variable  chimique,  j'ai  fait  remarquer  dans  celle 
Note  du  18  mars  igoi  qu'elle  ne  changeait  pas  les  formules  de  Riemann  et 
llusoniot. 
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sans  que  ces  molécules  bougent  sensiblement,  de  sorte  que  pour  les 
points  infiniment  voisins  de -S,,,  et  pour  l'époque  t  du  choc,  j?',  ,  y\^  z\ 
sont  égaux  à  a;,,  j)^,,  ^,.  Mais  elle  progresse  dans  la  partie  i,  de  sorte 
que,  à  un  instant  quelconque  /  +  Ô  postérieur  à  <,  il  existe  une  sur- 
face S,  séparant  i  en  deux  parties,  l'une  i"  où  règne  encore  le  mou- 
vement (i),  l'autre  i'  où  règne  le  mouvement  (i).  Sur  la  surface  S,,  les 
fonctions  x\  Q^.x^^y\  ^\.y^■,  z\  etr,  sont  respectivement  égales,  mais 
il  y  a  inégalité  entre  quelques-unes  de  leurs  dérivées  premières  et  des 
fonctions  a',  et  a,,  T',  et  T,.  De  même  dans  2,  il  existe  au  temps  i  +  ô 
une  surface  So  limitant  deux  parties,  l'une  2°  où  règne  encore  le  mou- 
mouvement  (2),  l'autre  2'  où  règne  le  mouvement 

(2')  ^l,X'  -2>  ?2.  *2'  T^,  p,,  «;,  ri,  wi, 

tel  que  x'!,,  y\,  z'.,  soient  égaux  à  a^j,  y..^  z.,  sur  la  surface  So  au 
temps  i  +  0. 

S,  et  So  sont  deux  ondes  de  choc  qui  se  propagent  à  partir  de  So- 
Les  surfaces  correspondantes  dans  le  champ  des  variables  d'Euler  sont, 
à  l'instant  t,  X,,  ^^,  ^g.  Dans  ce  qui  suivra,  X,  [x,  v  seront  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  So  menée  de  •?  vers  i  et  nous  supposerons 
que  le  temps  Ô  est  infiniment  petit  et  égal  à  dt.  Nous  allons  chercher 
les  relations  qui  existent  entre  les  valeurs  avant  et  après  le  choc  des 
vitesses,  densités,  pressions,  etc.  des  molécules  gazeuses  situées  infi- 
niment près  de  S,. 

2.  Il  faut  d'abord  exprimer  le  fait  que  le  choc  ne  trouble  pas  la  con- 
tinuité du  milieu.  C'est  là  une  véritable  hypothèse,  mais  elle  découle 
directement  de  l'expérience  que  l'on  a  des  fluides. 

Pour  que  les  parties  1'  et  2'  restent  en  contact  après  le  choc,  il  faut 
d'abord  que  les  vitesses  en  projection  sur  la  normale  X,  u.,  v  à  X^  soient 
égales,  ce  qui  s'exprime  par 

(3)  A  M,  4-  ar',  -i-  -j\v\  =  \u.,  4-  u.i\,  ->r  vvv'o, 
ou,  vu  [(p)  IJ,  par 

(4)  L"',  +  Mt'',  -+-  ^i«'',  =  Lm'o  -h  Mt'',  +  Niv^. 
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Il  faut  encore  que  les  pressions'ajîiès  le  choc  soient  égales 

La  surface  S,  est  en  somme  une  onde  de  clioc  se  déplaçanl  dans  le 
temps  dt  de  So  à  S,.  Il  faut  exprimer  la  continuité  d'un  clément  tra- 
versé par  cette  onde  de  choc,  et  cela  se  fait  en  écrivant  léquation  [(i6)I] 
qui  est  ici  : 

(<^')      '•(p^-^)-i^  =  I^(";-".)  +  M(r',-r,)-f.N(«',  -«•.). 

(/l',^esl  le  clicnuM  AA,  mesuré  sur  la  normale  à  S„  dirijj^ée  de  2  vers  i 
{fig-  9).  Donc  dV ^  est  positif. 

On  a  de  même  pour  la  propagation  de  S^ 

Dans  cette  formule,  L,  M,  N  devraient  se  calculer  en  prenant  pour 
direction  positive  de  la  normale  à  S„  celle  qui  va  de  i  vers  -i.  dï*^  serait 
la  longueur  hb.,  mesurée  sur  celle  normale.  On  y  rétablira  les 
mêmes  L,  M,  N  que  dans  (6)  en  convenant  de  mesurer  bb^  sur  la  nor- 
male de  2  vers  i.  Alors  d\*.,  sera  négatif. 

3.  Nous  obtiendrons  six  autrea  équations  par  l'application  du  théo- 
rème des  quantités  de  mouvement,  qui  est  un  théorème  de  Thermody- 
namique aussi  bien  (jue  de  Mécanique  classique.  Soit  un  élément 
bc  =  ds  de  la  surface  So  et  deux  petits  cylindres  bc  b,  c,,  bcb.,c.^  nor- 
maux à  Sa.  Le  cylindre  bcb,c,  a  u)ie  masse  /■  dsdP,.  Au  temps  / 
toute  sa  masse  est  animée  de  la  vitesse  V,  =^  m,  +  r,  +  u-,;  au  tem|)s 
/  +  df  elle  a  la  vitesse  Y',  =  «',  -h  v\  -\-  w',.  La  variation  de  la  (pianlilé 
de  mouvement  est  donc,  en  projection  sur  Ox, 

rdsdP,  (u\  —  w,). 

Pour  calculer  l'impulsion  des  forces,  représentons  en  Z„,  1,,  1..,  les 
positions  de  S,,  S,,  Sj  à  Vinslanl  l  où  se  produit  le  choc.  La 
masse  bcb,c^  occupe  alors  la  position  ^Yp,Y,.  Sur  la  surface  py  =  d<j 
va  régner,  pendant  tout  rinlcrvalle  dt,  la  pression  p\.  L'impulsion  en 


PROPAGATION     DES    REACTIONS    CHIMIQUES.  Q 

projection  sur  Ox  sera  donc  p'^ldidl.  Sur  p.y,  règne  au  contraire, 
durant  le  même  intervalle,  la  pression  ^,  dont  l'impulsion  est  ;?,  X  rfcj  rf/. 
Sur  les  faces  latérales   pp,,  yy,   les  pressions  sont  à  chaque  instant 


Fig.  9. 


égales  et  directement  opposées  au  premier  ordre  près  :  la  somme  de 
leurs  impulsions  est  donc  négligeable  devant  les  termes  précédents. 
On  a  donc 

/•  ds  dV^{u\  —  {/,)  =  (^p\  —  p^)\  d'y  dl. 

D'où  la  première  des  équations  suivantes,  les  autres  se  démontrant 
d'une  façon  analogue, 


(8) 


1       dp 


On  démontrera  par  la  même  méthode  les  formules  suivantes  dans 
lesquelles  dV.^  est  négatif  : 


(9) 


dP 


Journ.  de  Math.  (6'  série),  tome  M.  —   Fasc.  I,   lyoti. 
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4.  Il  reste  à  écrire  maintenant  les  équations  (jui  jouent  le  rôle 
de  relations  su|)pléinentaires.  Nous  admettrons  que  le  mouvement  est 
adiabatiquc  et,  prenant  Téiément  bcb,c,,  nous  écrirons,  avec  IIujïo- 
niot,  que,  pendant  le  temps  dt,  le  travail  des  forces  agissant  sur  lui  est 
égal  à  la  variation  d'énerjjic  interne  augmentée  de  la  variation  de 
force  vive. 

La  variation  d'énergie  interne  et  de  force  vive  est 

i:^^(V;=  -  V;)  +  rd.sdP,(lJ',  -  U,), 

U  étant  l'énergie  interne  de  l'unité  de  masse  du  lluide  exprimée  en 
unités  mécaniques.  Quant  aux  forces  extérieures,  les  seules  qui  don- 
nent un  travail  du  troisième  ordre,  comme  l'expression  ci-dessus, 
sont  les  pressions  a[)pliquécs  sur  j^y,  [i, y,.  Ce  travail  est 

p\  d'7dl(\u\  -+-  [J.r',  H-  vtv',  )  —  p,  did/Çku,  +  [J.t',  +  v«-,) 
ou 

[p\{].u\  -+■  Mp',  -+-  Nw',  )  -  /),  (Lm,  +  Mi\  -+-  Nkv,  )]  ds  dt. 

On  a  donc 

\      =  p\(Lu\  -+-  Mf'^-h  Nw\)  —  p,{Lu,  ■+-  Mt',  -f-  Na-,). 
On  aurait  de  même 


(      =//,(!> n'..  -t-  M p',  -f-  N iv'., )  -  p, ( L M,  4-  M c,  -i-  N  \r.,  ) . 

L'équation  (lo)  peut  d'ailleurs  se  mettre  sous  une  forme  qui  ne 
contient  que  les  variables  fixant  l'état  physique  et  chimique  du  lluide 
dans  les  mouvements  i  et  i'.  On  peut,  en  effet,  l'écrire 


cil 
'-Ut 


\  r("'i  —  "i)("'.  +  "■)  +  (('',  —  p,)(i'; -+- 1',)  -I- (u^;  —  »',)(»■; -^ »^)  ,  ^^     .y] 

p\(\.u\-{-  Mr',  +  N«''J  —  ^,(Lw,-i-  Mr, -I-  N'v,). 
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Tenant  compte  de  (G)  et  de  (8),  on  trouve 

+  P,p',(u; -  u,)[L(/^  -  ,/;)  +  M(p,  -  v\)  +  N(«-.  -  «■;)]  =  o. 

Supposons  que  le  facteur  L(u,  —  u\)  -h  M(v,  —  <',)  +  N(«-,  —  a',) 
soit  différent  de  zéro.  On  a  alors 


On  aurait  de  même 

La  formule  (12)  [ou  (i3)]  est  l'expression  de  la  loi  adiabadqiic 
dynamique  d'Hugoniot. 

Cas  de  la  compatibilité.  —  ij.  On  dit,  depuis  Hugoniot,  que  les 
mouvements  i  et  2  qui  se  choquent  le  long  de  So  au  temps  t  sont 
compatibles  lorsque  le  phénomène  qui  suit  le  choc  est  une  propaga- 
tion de  2  dans  i.  Il  faut  pour  cela  que  les  mouvements  i'  et  2'  soient 
identiques  à  2. 

u\=iii,         t'',  =  •■-  «•',  =  "',,  p,  =  p2,         P\  =  P2, 

u.,  =  u,.  <=r„  w[_  =  »-.,,  p'.,=  p.,,         p',  =  P2- 

lin  introduisant  ces  hypothèses  dans  (3),  (5),  (6),  (7),  (8),  (c^), 
(10),  (i  i),  les  équations  (3),  (5),  (7),  (y)  se  réduisent  à  des  identités; 

par  suite  -~  est  indéterminé,  et  il  reste,  en  écrivant  dl*  à  la  place 

dcdl\, 

(''»)      '"(i  -  p-)^=I-^(".-«.)-+-M(r,-r,)  +  N(a-, -«•.). 


'■777("^-"<)  =  ^^(/'=-  Z*')' 


(.5)  '  r''^(.,-.,)^M(p,-p,), 


(iG)     )     (it\      1  V 

L'équation  (i6)  peut  (railleurs,  en  général,  ôlre  remplacée  par 

Les  équations  (i4))   (i5),   (16)  sont   cinq  équations  à  une  seule 

inconnue  -t--  En  éliminant  -r  on  obtiendra  quatre  conditions  entre 
di  al  ^ 

les  cléments  des  mouvements  1  et  2,  nécessaires  pour  que  ces  mouve- 
ments soient  compatibles.  Il  est  bien  évident  qu'en  général  une  de  ces 
conditions  est  l'écpiation  (17). 

Nous  nous  placerons  à  partir  de  maintenant  dans  le  cas  de  la  compati- 
bilité, c'est-à-dire  dans  le  cas  où  une  onde  de  clioc  S  se  propage  dans 
le  fluide,  (^ue  la  chose  soit  possible,  cela  constitue  évidemment  une 
iivpoTUKSK  mais  suffisamment  justifiée  par  les  faits.  Nous  aurons  donc 
à  appli([uer  les  fornuiles  (i4)î  ('^^)j  (i*^)»  (';)  ■•  l'onde  S. 

De  (i4)  et  (i5),  d'ailleurs,  on  tire  faciienn^ut 


(.8) 


r'     tdV 


Lî_t-M'-HN«  p,p,  V«^«/  P,-P2 


formule  remarquable  par  son  parallélisme  avec  [(9)  II].  La  disconti- 
nuité en  p  peut  être  définie  par  le  paramètre  p^  —  p^^  celle  en  p  par 
le  paramètre  p,  —  p.^,  et  c'est  le  quotient  de  ces  deux  paramètres  qui 

donne  r^ — rrr — ^  -r-  )  . 

L'-HM'-hN'  p,p,  Vc?^/ 

Dans  le  champ  des  variables  dlùilcr,  lOiule  S  devient  une  onde  1. 

Les  formules  (i/j),  (i5),  (uS)  devicnncnl,  en   v<mIu  de  [(i3)I|   et 
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<'^)  -77^  ^=  ^  177  =^("^-«')  +  .^(''^-''.)  +  H*^.-*v,), 

[         '^'''1  /  \  drn,  ,  -.  -.    , 

'  HXdt  )        p,\dt  J         p,-p,' 

H.   Nous  supposons  toujours,  bien  entendu,  qu'il  y  a  une  véritable 

1  ■  dP 

onde  persistante,  c  est-à-dire  que  -^  n'est  pas  infini.  Il  peut  être  fini 

ou  nul. 

L'emploi  de  la  formule  (17)  suppose  que 

l.(u,  —  u,j-\-  M(c',  — r.)  -^  N(kv,  -  (P,) 

est  diOcrent  de  zéro.  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi. 

Dès  lors,  il  est  nécessaire  que  l'une  au  moins  des  quantités  u.,  —  u,, 

p,—  r,,  u'î  — H-,  ne  soit  pas  nulle;  il  est  nécessaire  aussi,  par  (14),  que 

dP  ^      /     1 

?<  7^  ?2  et  ^^-  7^  o.  Il  y  a  donc  propagation  d'une  onde  avec  disconti- 
nuité mécanique,  qui  peut  présenter  en  outre  une  discontinuité  chi- 
mique (a,  ^  a.),  mais  qui  peut  aussi  n'en  point  présenter  (a,  =  a.,). 
Les  formules  (i5)  montrent  d'ailleurs  que 

(22)  -Ji-^-^L.  =._j:l_, 

«2 W,  1', C,  H'., «', 

ce  qui  peut  s'écrire 


Le  vecteur  V,  —  V,  =  a.,  -  w,  -f-  i_,  -  r,  -^  u_,  -  u-,  est  perpendi- 
culairo  à  l'onde  dans  le  champ  des  variables  d'I':ulcr;  la  discontinuité 
est  longitudinale. 
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Supposons  maintenant 

(23)  L(w2-  «,)  +  M(rj-  r,)  +  N(»-, -«•,)==(), 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

X(»o  —  «,)  +  [J«-((-'2—  ^'l)  +  v(«-2  —  «•,)  =  o. 

Le  vecteur  Vj— V,  est  tangent  à  Tonde  ï;  la  discontinuité  est 
transversale  (').  La  formule  (17)  est  alors  à  rejeter  et  il  faut  em- 
ployer (16). 

Ce  cas  comj)rcnd  d'ailleurs  celui  où  //,  ^  w,,  Po  =  t,,  ir,  ^ir,.  Il 
est  facile  de  voir  en  eflel  <{ue,  dans  ce  dernier  cas,  les  formules  (i4), 
(i5),  (16)  sont  encore  applicables. 

Les  équations  (i5),  respectivement  multipliées  par  L,  M,  N  et  ajou- 
tées, donnent 


(24)  '  '  'it 


\  r^[L(«,-  «,)  +  M(r,-  P.)  +  N(«-,  -  a.)] 

Comme  Lf?/,.  —  ;/,)  +  MYc,  —  (•,)  +  ("j  —  «•,  )  est  nul  et  que  -— 

^        cil 
n'est  pas  inliiii,  il  faut  tpie 

(25)  p,=^Ps- 

De  plus,  (i/})  donne  les  résultats  suivants  : 

1"  Ou  bien  p,  7^  p.,.  Alors  forcément  -7-  =  o.  L"onde  S  ou  il  est  une 

'     '    '  ■  ai 

surface  de  discontinuité  pour  la  densité,   mais  non  pour  la  pression 
[woi>(25)|.  Elle  peut  être  ou  n'être  pas  surface  de  discontinuité  pour 
la  variable  ciiimique.  S  est  immobile  et  1  sépare  toujours  les  deux 
mêmes  masses  de  fluide. 
2"  Ou  bien  p2=  p,.  On  a  toujours,  par  (25), 


(')  Êvideramenl,  dans  ce  cas,  la  déiioniinalion  d'onde  de  choc  est  puienienl 
conventionnelle. 
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Il  peut  alors  se  présenter  trois  sous-cas  : 

a.  L  une  au  moins  des  quantités  a,)  ^'11  ^^'2  est  différente  de  «,.  i,, 

dP 
«■,.  Alors -^  est  nul  par  (ij).  On  a  une  surface  de  discontinuité  pour 

la  vitesse  séparant  toujours  les  mêmes  niasses  de  matière.  Cette  surface 
peut  être  ou  n'être  pas  surface  de  discontinuité  pour  a. 

b.  u.2=^  Uf,  i\=  f,,  «'2  =  a',,  a,  =  a.,.  Comme/»,  ^  p,,  il  faut  alors 
que  T,  =  T^.  On  retombe  sur  les  ondes  étudiées  au  Chapitre  précé- 
dent. 

c.  u.^=u,,  Pj=t',,  cv2  =  «-,,  a,  i^a^.  La  discontinuité  est  chi- 
mique et  non  mécanique.  Les  températures  T,  et  Tj  doivent  être 
alors  soit  égales,  soit  inégales  suivant  les  cas,  pour  maintenir  l'éga- 
lité entre  p,  et  /j^  ;  elles  doivent  être  égales,  par  exemple,  si  le 
système  étudié  est  un  mélange  de  gaz  parfaits  dont  la  combustion 

dP 
se  fait  sans  contraction  ni  dilatation.  La  vitesse  -r-  est  laissée  indéter- 

dt 

minée.  Elle  peut  être  nulle.  Peut-elle  être  différente  de  zéro?  Cela 

paraît  tout  à  fait  improbable,  parce  que  la  combustion  d'un  élément 

de  masse  (variation  de  a  à  la  traversée  de  l'onde)  ne  paraît  pas  pouvoir 

laisser  constants,  au  moins  dans  les  mélanges  explosifs,  à  la  fois  la 

densité  et  la  pression.  Nous  éliminerons  donc  l'hypothèse  —j-:^o. 

Faits  d'expérience.   —    7.   Ainsi  donc,  lorsque 

L(«.—  «,)  -h  M(i\  —  f.)  -t-  N(«'2  —  a-,)  =  o 

et  qu'il  y  a  vraiment  discontinuité,  sur  l'onde,  dans  une  des  quan- 
tités «,  V,  «■,  p,  a,  T,  cette  onde  sépare  toujours  les  mêmes  parties  de 
matière,  et  il  n'y  a  jamais  discontinuité  dans  les  pressions.  Si  la  dis- 
continuité porte  sur  les  vitesses  u,  v,  tv,  on  a  une  surface  de  glisse- 
ment. 

Le  problème  traité  au  début  de  ce  Chapitre  (n"*  1  à  i)  donne  un 
exemple  d'une  onde  de  cette  nature  avec  discontinuité  dans  les  densités. 
Quand  les  mouvements  i  et  2  se  choquent,  les  douze  quantités  p, ,  u\, 

,       ,       ,       .       ,        ,       ,    dP,    dP,  .,.         .    ,  ,       , 

f,,  H^,,  />,,  p^,  u.^,  p^,  Vf.,,  p.^,  -j-i  -j-  sont  déterminées  par  les  douze 

équations  (3),  (.)),  (6),  (7),  (8),  (q),  (10),  (i  i).  Rien  n'oblige  p',  et  p', 
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à  être  égaux,  et  un  calcul  dans  un  cas  particulier  simple  montrerait  que, 
en  edel,  ils  ne  le  sont  pas.  Aux  points  où  i  et  2  se  sont  clioqués,  il  se 
produit  donc  une  surface  de  discontinuité  pour  p  qui  reste  immobile 
par  rapport  à  la  matière  du  fluide. 

Quand  deux  ondes  de  choc  planes  parallèles  au  plan  y,  z  se  rejoi- 
gnent dans  un  fluide,  le  phénomène  qui  se  passe  n'est  autre  chose  que 
le  choc  de  deux  mouvements  l'un  contre  Tautre.  Donc,  à  cette  ren- 
contre, il  doit  se  produire  deux  ondes  de  choc,  lancées  Tune  en  avant, 
l'autre  en  arrière,  et  une  surface  de  discontinuité  pour  p,  immobile 
dans  le  champ  de  Lagrange.  Reportons-nous  maintenant  à  ce  que 
M.  Le  Chatclier  nous  a  appris  de  la  naissance  de  Tonde  explosive 
(II,  51).  Nous  avons  admis  qu'elle  se  produisait  par  la  réunion  d'une 
onde  de  choc  et  d'une  flamme  qui  est  elle-même  une  seconde  onde  de 
choc.  Si  cela  est  vrai,  il  doit  y  avoir,  à  cet  instant,  lancement  d'une 
onde  de  choc  en  avant  et  d'une  autre  en  arrière,  avec  production  d'une 
surface  de  discontinuité  en  p.  Nous  avons  dit  que  l'expérience  mon- 
trait, en  efTet,  l'existence  des  deux  ondes  de  choc,  dont  l'une  est  l'onde 
explosive;  disons  maintenant  qu'elle  montre  aussi  une  apparence  qui 
est  peut-être  la  trace  de  la  discontinuité  en  p  :  au  point  où  l'onde  explo- 
sive a  pris  naissance,  une  masse  sombre  se  produit  qui  reste  immobile 
par  rapport  à  la  matière  du  fluide. 

Les  quantités  a,  et  T,  peuvent  être  discontinues  sur  ces  ondes,  carac- 
térisées par  (  23)  et  par  une  vitesse  de  propagation  nulle.  Peut-on  citer 
des  exemples  de  ce  fait? 

Pour  qu'il  y  ait  discontinuité  dans  les  températures,  il  faut  que  la 
conductibilité  soit  excessivement  faible;  nous  préciserons  ce  qu'il  faut 
entendre  par  là  dans  le  n"  11. 

Prenons  un  gaz  jouissant  de  cette  propriété.  Llevons  la  température 
d'une  région  limitée  par  une  surface  S,  de  manière  à  enflammer  cette 
région.  On  peut  concevoir  que  celte  région  brûle  seule,  a  etT  y  variant 
sans  que  la  chaleur  passe  à  la  région  voisine  ;  la  surface  S  séparera 
ainsi  toujours  les  deux  mêmes  masses  de  gaz  et  sera  une  de  ces  ondes 
que  nous  venons  d'étudier.  Ce  résultat  donne  quelques  indications  sur 
la  manière  dont  se  produit  une  inllammalion.  Au  début  de  l'inflam- 
mation, la  température  étant  peu  élevée,  on  peut  admettre  grossière- 
ment  que   la  chaleur  perdue  par  conductibilité  est   faible;  le  gaz 


i'ii<ii'A(.\i  loN    i)i;s    iii:\i:tu)Ns    ciinuyi:KS.  17 

(Millaiiimi'  coniinciico  à  liiùler  sans  mettre  le  feu  au  gaz  voisin,  dont 
il  est  séparé  par  une  onde  S,  de  la  nature  de  celle  dont  nous  venons  de 
parler.  Mais,  la  température  s'élevant,  la  chaleur  perdue  par  conducti- 
bilité devient  sensible  ;  on  ne  peut  plus  la  négliger  ;  le  problème  devient 
plus  complicjué  ;  toutefois  on  peut  encore  admettre,  au  moins  grossière- 
ment, que  la  surface  S  reste  une  surface  de  discontinuité  pour  a  et  T, 
tant  que  les  molécules  voisines  du  gaz  non  brûlé  n'ont  pas  été  portées 
à  la  température  d'inflammation.  Ce  n'est  là,  il  est  vrai,  qu'une  con- 
ception tout  à  fait  grossière,  comme  on  s'en  rendra  compte  cjuand  on 
connaîtra  le  théorème  du  n°  11.  Nous  dirons  néanmoins  (|ue  les  phé- 
nomènes qui  se  passent  au  début  d'une  inflammation  nous  fournissent 

un  exemple  approximatif  de  ces  ondes  où  -t-  =0  et  où  il  y  a  disconti- 
nuité dans  T  et  dans  a. 

Les  moteurs  à  gaz  nous  en  fournissent  un  autre.  Ou  sait  (pie,  dans 
la  pratique  de  ces  machines,  plusieurs  disposilions  reposent  sur  le  fait 
que  des  tranches  de  gaz  brûlés  et  de  gaz  non  brûlés,  mises  côte  à  côte, 
restent  assez  longtemps  séparées.  La  surface  de  séparation  est  alors 
une  onde  de  l'espèce  qui  nous  occupe.  Il  est  vrai  que,  au  bout  d'un 
certain  temps,  ces  tranches  se  difl'nsent  les  unes  dans  les  autres.  Notre 
théorie  ne  donne  pas  ce  phénomène  de  la  dilfusion;  elle  s'en  tient  à, 
une  première  approximation.  11  ne  faut  pas  s'en  étonner,  car  la  diffu- 
sion a  été  éliminée  dès  le  début  en  écrivant  l'équation  de  conti- 
nuité p^jT"  Il  y  '^  dans  cette  écriture,   une  véritable  hypothèse  : 

«  Deux  licjuides  ou  deux  gaz  mis  eu  présence,  dit  M.  Hadamard  ('), 
finissent,  en  général,  par  se  mélanger  :  dans  ce  cas,  il  est  clair  que  des 
molécules  séparées  primitivement  par  des  intervalles  Ihiis,  —  à  savoir 
celles  qui  appartiennent  respectivement  aux  deux  fluides  et  n'étaient 
pas  primitivement  situées  sur  leur  surface  de  contact,  —  viennent  plus 
tard  en  contact  immédiat  les  unes  avec  les  autres.  Il  n'y  a  évidemment 
aucune  raison  de  supposer  que  les  dillérentes  parties  d'un  même  fluide 
ne  diffusent  pas  les  unes  dans  les  autres,  comme  le  font  les  moli'cules 
de  deux  fluides  difl'éreuts.  »  Va.  nous  ajouterons  que  celle  reniaripie 
est  particulièrement  vraie,  lorsqu'on  étudie,  comme  nous  le  faisons  ici. 


(')    liAl>A>IAHI),   lor.  cU..  J).  .J9. 

Journ.  de  Math.  (0°  série),  imiie  11,  —  Kiisc.  1,  {\y>ù. 
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im  fluide  coiitenaiil  une  variable  chimique,  c'est-à-dire  susceptible  de 
se  transformer  en  un  fluide  dill'érenl  au  point  de  vue  physique  et  chi- 
mique. «  S'il  en  est  ainsi,  ajoute  M.  Hadamard,  x,y,  z,  tout  en  étant 
continues  par  rapport  à  t,  seront  des  fonctions  totalement  discontinues 
de  a,  b,  c.  Malgré  cela,  l'hypothèse  de  la  continuité  semble,  dans  un 
grand  nombre  de  cas,  rendre  un  compte  suffisant  des  phénomènes.  » 
Mais  il  n'y  a  pas  à  s'étonner  si  parfois  elle  ne  donne  qu'une  première 
et  grossière  approximation. 

Rôle  de  la  viscosité  et  de  la  conductibilité.  —  8.  La  discussion 
qui  précède  montre  que,  toutes  les  fois  qu'une  onde  S  se  propage 

véi'ilablemeiU  i~f-  ^  o\,\qs  éléments  matériels  subissent,  à  sa  tra- 
versée, une  variation  brusque  de  densité  ou  de  composition  chimique, 
parfois  des  deux.  Parlons  de  la  densité  p;  ce  que  nous  en  dirons  s'ap- 
pliquera à  a. 

Il  paraît  assez  dillicile  de  concevoir,  pour  la  densité,  la  saute  brusque 
d'une  valeur  à  une  autre,  sans  passage  par  les  valeurs  intermédiaires, 
au  moins  lorsqu'il  s'agit  de  la  densité  d'une  masse  finie.  L'hypothèse 
d'une  onde  S  où  p  est  discontinue  n'entraîne,  il  est  vrai,  la  nécessité 
d'une  telle  conception  que  pour  des  masses  infiniment  petites;  mais  il 
faut  reconnaître  que,  même  ainsi,  elle  est  des  plus  obscures  et  que  le 
seul  moyen  de  la  bien  comprendre  est  de  considérer  que  la  densité 
varie,  non  pas  instantanément  à  la  traversée  d'une  surface  géomé- 
Lriquc  S,  mais  bien  très  rapidement  au  passage  à' une  zone  très  élroiic 
qui  peut,  dans  des  calculs  très  approchés,  être  assimilée  à  une  surface. 
Une  telle  zone  est,  selon  l'expression  de  M.  Duheni,  une  quasi- 
onde  (  '  ). 

(')  Pour  étudier  les  ondes  de  choc  et  démontrer,  par  exemple,  qu'il  ne  peut 
exister  .luciine  onde  de  choc  dans  un  fluide  dont  la  viscosité  suit  les  lois  habi- 
luellemenl  admises  pour  ce  phénomène,  M.  Duliem  pose  que  les  propriétés  des 
ondes  de  choc  sont  les  limites  des  propriétés  des  quasi-ondes  dont  l'épaisseui- 
tend  vers  zéio  (voir  Recherches  sur  l'HycIrodynamique,  2"  Partie,  Chap.  II, 
§  i,  p.  83).  Celte  manière  de  faire  revient,  en  somme,  à  admettre  qu'il  n'y  a  pas 
d'ondes  de  choc  proprement  dites,  qu'il  n'y  a  que  des  quasi-ondes  d'épaisseur  très 
petite.  Il  nous  paraît  intéressant  d'insister  sur  ce  point  que  celle  conception  est 
la  seule  vraiinenl  claire  et  que,  par  suite,  elle  s'impose  presque  obligatoirement. 

Sur  les  quasi-ondes,  voir  Recherches  sur  L' Hydrodynamique,  3"  Pari.,  ujoS. 
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Mais  alors,  s'il  en  est  ainsi,  il  semble  que  nous  soyons  acculés  à  une 
contriKliclion.  Puisqu'il  n'y  a  plus  variation  brusque,  mais  seulement 
variation  rapide  de  p,  a,  T,  on  peut  penser  que  la  relation  supplémen- 
taire ne  cesse  pas  d'avoir  la  forme  [(20)!].  Comment  se  fait-il  que  cette 
forme  puisse  donner  l'équation  (17)?  La  contradiction  apparaît  très 
nette  si  l'on  prend  le  cas  d'un  gaz  parfait  sans  variable  cliimique. 
[(20)  IJ  est  alors  équivalent  à  la  loi  de  Poisson 

(26)  -^  = -^--         (y  rapport  des  chaleurs  spécifiques), 

I' \        /'■> 

tandis  que  (17)  peut  s'écrire 

Ces  deux  lois  ne  sont  certainement  pas  identiques. 

9.  La  difficulté  se  lève  en  faisant  intervenir  tout  d'abord  la  visco- 
sité relative  à  la  variable  p.  Ce  n'est  que  par  approximation  qu'on  peut 
négliger  cette  viscosité  dans  l'étude  du  mouvement  des  gaz,  parce  que 
les  coefficients  de  viscosité  sont  très  faibles.  jNIais,  quand  les  variations 
de  densité  sont  très  rapides,  si  faibles  que  soient  les  coefficients  de 
viscosité,  le  travail  de  celle-ci  peut  être  notable.  De  là  une  première 
raison  pour  laquelle  il  est  illégitime  de  prendre  l'équation  complémen- 
taire sous  la  forme  [(20)  I]. 

Continuons  à  raisonner,  pour  simplifier,  sur  le  cas  d'un  iluide  sans 
variable  chimique.  Soit  un  élément  de  volume  f/ra  pris  dans  la  masse 
fluide,  telle  qu'elle  existe  à  l'instant  t.  Le  travail  de  la  viscosité  de  cet 
élément,  dans  un  déplacement  virtuel  Sx-,  ùy,  Ciz,  est 

[(Fj.f  Oir  ')o3  /do  y        àiz 

Oc  '  ûr  "■  Oz  ^\  âz  à  y 


fdoz         (?3x\  /Sz         Ooy     1    . 


^.r)  v^j  '^zi  "-.ri  ~yi  "-z  sont  dcs  fonclious  de  p,  T  et  d<>s  vitesses  de  dél'or- 

.•       du  ()w  1     ],  ,1  •  I-         ...  ,.  , 

mation  y^»  ■••,  ^de  i  élément,  lonetions  (pu  sont   milles  (piaud   ces 


vitesses  sont  nulles.  Ouedeviennenl-ellfs  quand  -r-  '  ••'  -;-  sont  infinies, 

comme  elles  le  sont  au  passage  de  la  quasi-onde  de  choc?  On  peut  se 
rendre  compte  que,  s'il  existe  une  quasi-onde  de  choc,  elles  doivent 
rester  finies. 

Il  nous  parait  plus  clair  de  passer  aux  variables  de  Lagrange  par  la 
formule  \(Cy)  I].  Le  travail  virtuel  de  la  viscosité  s'écrit  alors 

dm  étant  la  masse  de  l'élément,  A^;,  Bj..  ...   étant  des  fonctions  de 

i)x  dz       d'-x      <T-x  /-v       j      •  »  4       n  1    ô- JC 

3-1  •••>  -p'  -T—^.i  TT^,  >  ••  •  Uue  de  Viennent  A^.  Dj,  ...  quand  -3 — 7-  >••• 
da  de     dadl    dbdl  ^  •^'     ^'        ^  da  dl 

sont  infinis?  Nous  raisonnerons  sur  A^.  pour  fixer  les  idées. 

Nous  devons  supposer  la   quasi-onde  assez  éti'oite   pour  que   son 

épaisseur  h  puisse  être  considérée  comme  infiniment  petite;  c'est  à 

d-r 
cette  condition  que        ».  •  "  ^'^^^  infinis.  Soient  dans  le  champ  de 

Lagrange  S  et  .y  les  surfaces  qui  liuiilcnl  cette  quasi-onde  au  temps  /. 

Entre  S  et  .s,  -^ — r-  •  ■  •  sont  très  grands;  ils  restent  finis  au  dehors.  Soient 

S'  et  s  les  mêmes  surfaces  au  temps  t  -\-  0.  Le  temps  0  est  tel  que  S'  «' 
soit  entièrement  extérieur  à  S^.  Malgré   cela,  vu  la  petitesse  de  //, 

Fig.  II. 


on  peut  supposer  0  assez  petit  pour  que  les  variations  subies  en  un 
point  par  p,  T,  o,  c,  vv,  a  après  ou  avant  le  passage  de  la  quasi-onde 
soient  négligeables  devant  celles  que  provoque  ce  passage;  en  d'autres 
termes,  on  peut  considérer  0  comme  infiniment  petit.  Soit  un  élément 
de  masse  ahcd  compris  entre  .y  et  S'  et  infiniment  petit  dans  ses  trois 
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(liiiiensioiis,  dm  sa  masse.  Le  travail  de  la  viscosité  pendant  le  temps  0 
est,  si  Ton  se  borne  au  premier  terme, 


dm  f 


^^^,'''- 


~  passe  de(-r^)    à(^j   dans  le  temps  0  ;  ces  deux  valeurs  difïèrenl 

d'une  quantité  finie;  -^ — y,  ^^*^  donc  infiniment  grand  de  l'ordre  de  --• 

Si  A^  devenait  infini,  ce  travail  serait  infiniment  grand  par  rapport  à 
la  masse  dm.  Dès  lors  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  l'élément  dm 
pendant  le  temps  0  serait  infiniment  grande  par  rapport  à  dm,  ce  qui 
est  inadmissible  puisque  l'élément  ne  subit  qu'un  changement  d'étal 
fini. 

Considérons  aussi  la  pression  à  l'intérieur  de  la  quasi-onde  sur  un 
élément  de  surface  dont  la  normale  est  ii.  La  viscosité  introduit  dans 
celle  pression  les  termes 

/> ,.  =  —  I  V  j,  COS  {il,  X)  +  T;  COS  («,_)')  4-  Tj.  COS  (/? ,   z)\, 

fy  =  —  [t,  cos(rt,  x)  -+-  v^.  COS  {n,  y)  +  TjCOs(//,  z)\, 
p.z=  —  [t^,  cos(«,  x)  -\-  'Zj.co?,{n,  y)  +  v,  cos(/^,  ;:)], 

et  ces  termes  sont  infinis  dans  la  quasi-onde  si  v^,  .  ..,  t.  le  sont.  Ce 
résultat  est  inadmissible  si  les  pressions  avant  et  après  l'onde  sont 
finies. 

Les  considérations  précédentes  ne  sont  pas  une  démonstration 
rigoureuse  du  fait  que  v^.,  . . .,  T;  fou  A^,  A^.,  A^,  B^.,  . . .)  ne  sont  pas 
infinis  au  passage  de  la  quasi-onde.  On  en  trouvera  une  dans  les 
Recherches  sur  V Hydrodynamique  de  M.  Duhem.  Nous  n'avons  eu 
d'autre  but,  dans  ce  qui  précède,  que  de  mettre  en  évidence  quelques 
faits  physiques  se  rattachant  au  fait  en  question. 

Nous  admettrons  donc  que,  pour  qu'on  puisse  observer  dans  un  fiuide 
une  quasi-onde  de  choc,  il  faut  que  v^,  ...,  T.  ne  soient  [)as  infinis 

quand -r-  •••  le  sont.  Cela  peut  tenir  à  la  manière  dont  ces  dérivées 

entrent  dans  les  expressions  de  v,,,  ....  "...  Mais  cela  peut  tenir  aussi 
au  fait  que  le  Ihiide  est  exc.essi\C!ncnl  peu  visqueux.  Considérons  en 


effet  la  forme  classique  des  fonctions  v^.  ...,  t^,  étant  entendu  que 
cette  forme  n'est  choisie  qu'à  titre  d'exemple  et  que  ce  que  nous  en 
dirons  pourra  s'appliquer  à  bien  d'autres  cas  {* )  : 


-   /du         dv         dtv\ 

du 

'    dx 

-,   /  du    ,     dv        div\ 

dv 
~^^dy 

-^  (du        àv        àa'\ 

div 

(  dv        dw\ 

^-^Kd-z^i^y 

( dw        dw\ 

^-A-d^-^-dz} 

(du  ^   dv\ 

Avec  ces  valeurs,  les  coefficients  A^,  A^.,  A^,  B^,  . . .  deviennent 
des  sommes  de  termes  de  la  forme 

^^  d^l' 

d-  r 
X  pouvant  être  remplacé  par  [i.  et  -j—T,  P'"^''  ""*^  autre  dérivée  prenîière 

de  -^>  -r->  -T-;  A'  étant  fonction  des  dérivées  premières  de  x,  y,  z, 
àt     dt     àr  '  I  ^  ;     ï 

lesquelles  sont  supposées  finies  dans  la  quasi-onde. 

Si  X,  UL  étaient  finis,  X A' -r— ^  serait  infini  pour  ,  '..  infini.  Mais  les 
'  ~  ^  dadt  ^  dadt 

fluides  naturels  sorti  très  peu  visqueux;  X  et  \x  peuvent  alors  être  consi- 

d-.r 
dérés  comme  des  quantités  très  petites;  XA' t— 7-  ne  devient  sensible 

(jue  quand -j — t-  est  très  grand  de  l'ordre  dey  Dans  une  quasi-onde 
d'épaisseur    h,    ladite    épaisseur    étant   de   l'ordre  de    X,   l'oxpres- 


(')  Il  est  bien  entendu  que  les  X,  [jl  des  formules  qui  suivent  n'onl  aucun  rap- 
port avec  les  X,  [x,  -j  du  Gtiapitre  I. 
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si  on  X  A' ^^  restera  finie  comme  il  faut  qu'elle  le  soit  pour  qu'une 
da  ôt 

telle  quasi-onde  soit  possible.  Le  travail  réel  de  la  viscosité  pour  un 
élément  de  masse  unité  traversé  par  l'onde  sera 


i: 


-    .      ô^x     d-jc     ,. 
Oa  al  da  at 


il  sera  fini  tout  comme  la  variation  d'entropie  et  il  ne  pourra  être 
négligé  devant  celle-ci.  Pour  exprimer  cjue  le  fluide  est  animé  d'un 
mouvement  adiahatique,  il  ne  faudra  pas  écrire  que  l'entropie  est 
constante,  il  ne  faudra  pas  employer  l'équation  [(20)  I]  sans  modifier  le 

terme  r^  -f;  dès  lors  il  n'y  aura  plus  incompatibilité  entre  cette  équa- 
tion et  l'équation  (17). 

d-x 
Mais  il  est  important  de  remarquer  que,  partout  où  v^  •  •  •  ne  sont 

pas  très  grands,  la  viscosité  est  négligeable,  de  sorte  que,  en  tout  point 
situé  en  dehors  de  L'onde  de  choc,  on  peut  appliquer  les  équations  du 
mouvement  des  fluides  non  visqueux.  On  peut  notamment  parler  de 
pression  en  un  point;  ces  mots  ont  certainement  un  sens. 

Reste  à  savoir  maintenant  si  l'on  peut  appliquer  les  raisonnements 
des  n°'  l-ij  aux  quasi-ondes  et  par  suite  parvenir  aux  formules  (i4), 
(i5),(i6),(i7),  pour  exprimer  les  lois  de  leur  propagation.  11  est  facile 
de  voir  que  oui,  les  pressions/?,  et/?^  étant  les  pressions,  bien  définies 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  immédiatement  en  avant  et 
en  arrière  de  la  quasi-onde.  11  y  a  un  seul  point  délicat.  Pour  que 
les  démonstrations  des  n""  5  et  4  restent  valables,  il  faut  que 
l'épaisseur  de  la  quasi-onde  soit  entièrement  contenue  dans  la  lon- 
gueur bb^  =  f/P,  {fig-  9)  et  soit  même  négligeable  vis-à-vis  d'elle.  11 
faut  donc  que  cette  épaisseur  et,  par  conséquent,  A  et  [x  soient  assez 
petits  pour  qu'on  puisse  les  considérer  comme  des  infiniment  petits 
du  second  ordre  au  moins. 

iO.  11  peut  y  avoir  une  seconde  raison  (jui  explique  pourcjuoi  la  loi 
dynamique  d'Hugoniot  remplace,  à  la  traversée  d'une  quasi-onde  liés 
peu  épaisse,  la  loi  adiabatique  ordinaire.  11  se  peut  en  efl'et  que,  dans 


celle  Iraversée,  les  parlicules  subissenl  des   liansfoimalions  (jiii   ne 
soienl  pas  adiabatiques. 

Soil,  dans  le  champ  de  Lagrange,  à  Tinslant  /,  S.ç  la  quasi-onde 
d'épaisseur  h.  La  cpianlilé  h  est  très  petite;  nous  ne  disons  pas  infi- 
niment petite;  c'est  par  un  simple  procédé  de  calcul  (pie  nous  la  con- 
sidérerons plus  tard  comme  infiniment  petite,  cl  pour  le  moment  il 

Fig.    12. 


s'agit  prc'cisimif'nt  de  voir  ce  que  donne  ce  procédé  de  calcul.  Consi- 
dérons une  masse  limitée  à  V instant  t  par  deux  portions  finies  d f  c\.  <di 
des  surfaces  S  et  .y  et  par  un  cylindre  normal  dc,fh. 

Eludions  la  chaleur  reçue  par  celte  masse  pendant  le  temps  0  très 
petit  que  la  surface  S  va  mettre  à  passer  de  df  en  eh.  Pendant  ce 
temps,  f(/'sera  toujours  en  dehors  de  la  quasi-onde  et  cli  toujours  en 
dedans.  Les  particules  constitutives  de  la  masse  subiront  des  transfor- 
mations finies;  la  chaleur  reçue  pourra  donc  être  au  plus  de  l'ordre  de 
grandeur  de  la  masse,  soit  de  l'ordre  de  grandeur  de  h  ('  ).  Evaluons 
maintenant  la  quantité  versée  par  conductibilité  et  exprimons  qu'elle 
est  au  plus,  en  efiet,  de  cet  ordre  de  grandeur. 

Considérons  la  normale  A  à  la  surface  0£^y]  (pii  liniile  à  chaque 
instant,  dans  le  champ  d'Euler,  la  nuisse  defli,  cette  normale  étant 
prise  vers  l'extérieur.  La  chaleur  reçue  par  conductibilité  est 


2  "■'/ 


^f.'»- 


(')  Voir  ce  que  nous  avons  dit  à  i'arlicle  piécédenl  sur  celle  clialeiir.  Nous 
avons  admis  qu'en  eflTel  elle  ne  pouvait  pas  être  très  grande  par  rapport  à  /;.  On 
le  démontre  en  prenant  la  question  romnie  M.  Duliem. 
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Prenons  la  partie  de  celte  intégrale  relative  à  la  surface  tq-^  comme 
nous  supposons  une  variation  brusque  de  T  à  la  traversée  de  la  (]uasi- 

onde,  y-  y  est  très  grand  de  Tordre  de  ^  •  (Jette  partie  donne  donc, 
dans  l'intégrale,  un  contingent  de  l'ordre  de  K7  0  on  de 

K 

D' 

D  désignant  la  vitesse  de  la  quasi-onde  dans  le  champ  de  Lagrange 
h 

parties  de  l'intégrale  sont  très  petites  par  rapport  à  celle-là.  Fa/-  con- 

K         .      .  . 

séquenl,  il  faut  que  j^  soit  iufiniiiicnt  petit  au  moins  de  l'ordre 

de  h.  Les  quasi-ondes  ne  peuvent  donc  se  présenter  que  dans  les 
gaz  très  peu  conducteurs. 

C'est  le  cas  des  gaz  naturels  et  il  n'y  a  pas  à  s'étonnei-  que  ces  gaz 
puissent  présenter  des  quasi-ondes  soumises  aux  lois  (i4),  (i5),  (i(3), 
(17).  Mais  il  est  intéressant  de  remarquer  que,  par  suite  delà  présence 

de  D  au  dénominateur  de  p-i  un  même  gaz  peut  être  considéré  comme 

très  peu  conducteur  quand  on  étudie  des  propagations  rapides  et 
comme  bon  conducleur  au  contraire  quand  on  étudie  des  propagations 
lentes. 

Supposons  II  de  l'ordre  de  =^  exactement.  La  chaleur  mise  en  jeu  par 

conductibilité  dans  le  temps  Ô  est  alors  de  l'ordre  de  la  masse  defli. 
Dans  le  même  temps,  la  masse  subit  une  transformation  finie.  Cette 
transformation  peut-elle  ne  pas  être  adiabatique,  c'est-à-dire  peut-elle 
absorber  une  quantité  de  chaleur  de  l'ordre  de  grandeur  de  la  masse? 
Evidemment  oui,  puisque  la  conductibilité  peut  lui  fournir  ce  qui  est 
nécessaire. 

On  s'explique  donc  maintenant  pourquoi  la  loi  [(20)  Ij  n'est  pas 
applicable  à  la  traversée  d'une  quasi-onde. 

Cela  n'empêche  pas  d'ailleurs  la  démonstration  du  n"  i  d'être  en- 
core exacte.  Dans  cette  démonstration,  l'épaisseur  de  la  (piasi-onde 
reste  tout  le  temps  à  l'intérieur  de  la  longueur  bb,  =  d\\.  L'expres- 

Journ.  de  Math.  (0"  série),  tome  II.  —  Kasc.  I,  1906.  4 
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sion  '-T-  est  finie  en  Icnit  point  de  la  surface  j3Y[3,y,,  sauf  peut-être  dans 

la  région  négligeable  où  la  quasi-onde  coupe  p^,  et  yy,.  La  chaleur 
mise  en  jeu  par  la  conductibilité 


2; 


ds  K 


dx    D 


Lfacc  [iyp.Y, 


est  très  petite  par  rapport  à  dsdP,,  c'est-à-dire  par  rapport  à   la 
masse  bb,cc,.  Elle  est  donc  négligeable. 

11.  Dans  le  cas  où  l'onde  sépare  toujours  les  mêmes  masses  de 
matière,  le  n"  8  londje  en  défaut  et  il  n'apparaît  pas  aussi  nécessaire- 
ment que  toute  onde  doit  être  en  réalité  une  quasi-onde.  Il  est  toute- 
fois tout  naturel  de  faire  encore  cette  hypothèse  pour  voir  si  l'on  peut 
en  tirer  quelques  renseignements.  Il  est  facile  alors  de  montrer  que, 
pour  qu'il  existe  et  qu'il  subsiste  pendant  un  temps  fini  /  une  quasi-onde 
d'épaisseur  //  avec  variation  brusque  de  température,  il  est  nécessaire 

que  -r-  soit  infiniinent  petit  au  moins  de  l'ordre  de  h.  On  peut  le 

Fie.  i3. 


voir  directement  en  raisonnant  comme  au  numéro  précédent  sur  une 
masse  defh  disposée  comme  l'indique  la  figure  par  rapport  à  la  quasi- 
onde  et  envisagée  pendant  le  temps  t.  On  peut  aussi  voir  dans  ce  cas 
la  limite  du  précédent,  D  tendant  vers  zéro. 

(>  théorème  s'applique  aux  cas  d'expérience  qui  ont  été  signalés 
dans  le  n°  7. 

lîi.  Tout  ce  qui  précède,  (|u'il  soit  relatif  à  la  viscosité  ou  à  la  con- 
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diu'lihilité,  s'applique  (piaiid  le  lliiide  conlienl  une  variable  cliiiiiinue. 
11  faut  ajouter  alors  au  travail  de  la  viscosité  relative  à  la  variable  p  un 
terme  cp  oa  d/ti.  La  quantité  o  ne  peut  devenir  infinie  à  la  traversée  de 
la  quasi-onde;  en  effet,  on  a  toujours 

ôy.         ' 

et  il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  -^  devienne  infini.  Le  travail  de  la 

viscosité  cp  sera  négligeable  au  passage  de  Ponde  si  a  n'y  varie  pas  sen- 
siblement. Mais  il  est  très  important  de  remarquer  que  nos  raisonne- 
menls  reposent  sur  le  théorème  des  quantités  de  mouvement,  qui  est 
indépendant  des  forces  intérieures  (langage  de  la  Mécanique  classique) 
ou  de  la  variation  du  potentiel  interne  (langage  de  la  Thermodyna- 
mique) et  sur  l'équation  de  l'équivalence  entre  la  chaleur  et  le  travail, 
qui  s'accommode  parfaitement  d'une  variation  de  composition  chi- 
mique. Rien  donc  n'y  suppose  que  la  variable  a  ne  soit  pas  modifiée 
d'une  quantité  finie  au  passage  de  la  quasi-onde;  elle  peut  l'être  si  le 

corps  étudié  présente,  comme  les  corps  violemment  explosifs,  des  y 

très  grands.  Dans  ce  cas,  on  peut  invoquer  un  second  argument  pour 
prouver  que  cp  ne  devient  pas  infini  dans  la  quasi-onde;  il  suffit  de 
raisonner  sur  o  comme  plus  haut  sur  v^,  ...;  et  ce  raisonnement  prouve 
en  outre  que,  dans  ce  cas,  le  travail  de  la  viscosité  ;p  au  passage  de 
l'onde  est  de  même  ordre  que  la  variation  d'entropie. 

Ainsi  donc,  qu'il  y  ait  ou  qu'il  n'y  ait  pas  discontinuité  dans  la 
variable  a,  nous  pouvons,  en  vertu  de  tout  ce  qui  précède,  étudier  la 
propagation  des  quasi-ondes  dans  les  fluides  très  peu  visqueux  et  très 
peu  conducteurs  de  la  nature  en  raisonnant  avec  le  même  langage  que 
s'il  s'agissait  de  fluides  parfaits,  rigoureusement  non  conducteurs,  et 
d'ondes  véritables.  C'est  ce  que  nous  ferons  dans  la  suite  de  ce  Mé- 
moire où  nous  appliquerons  à  ce  problème  les  résultats  des  n°*  l  à  7. 

Bien  que  nous  ayons,  dans  le  présent  numéro,  employé  la  notion  de 
potentiel  interne,  il  est  bien  évident  (pie  ce  que  nous  avons  dit  en  est 
à  peu  près  complètement  indépendant. 
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§  2.  —  Ondes  planes.  Condition  pour  qu'une  onde  de  choc 
se  propage  sans  altération. 

15.  Revenons  àu\  expériences  tle  M.  Le  Clialelier  qui  ont  si  bien 
défini  ronde  explosive.  Laissons  de  côté  la  période  d'éta!)lisscment  de 
celte  onde,  où  la  flamme  avance  avec  une  vitesse  variable,  et  considé- 
rons Tonde  explosive  proprement  dite.  ÎNous  avons  dit  qu'elle  appa- 
raissait comme  la  réunion  d'une  flamme  et  dune  onde  de  clioc.  Evi- 
demment, on  ne  peut  pas  dire  que  le  fait  soit  rigoureusemenl  démontré, 
mais  il  ressort  assez  bien  des  expériences  pour  qu'il  soit  intéressant  de 
l'admettre  à  titre  d'iiypothèsc  et  d'en  suivre  les  consécpiences.  C'est  la 
manière  babituelle  de  procéder  de  la  Physique  matliémati(jue. 

C'est  dans  un  milieu  en  repos  que  les  expérimentateurs  provoquent 
l'onde  explosive.  Quand  celle-ci  se  propage,  le  fluide  qui  la  précède  est-il 
encore  en  repos?  Les  expériences  exécutées  sur  les  tubes  ouverts  ou 
fermés  (  '  )  portent  à  penser  que  le  mouvement  du  gaz  en  avant  de  l'onde 
de  choc  est  tout  à  fait  négligeable,  puisque  ce  n'est  cju'au  voisinage 
des  extiémiti's  que  la  propagation  subit  des  perturbations.  Dès  lors,  si 
le  gaz  a  une  vitesse  m,  -i-  f,  -f-  iv,  avant  l'onde  de  choc,  cette  vitesse 
est  très  faible  par  rapport  à  la  vitesse  de  propagation  de  l'onde  explo- 
sive, de  sorte  qu'il  est  tout  naturel  de  raisonner,  en  première  approxi- 
mation, en  considérant  l'onde  explosive  comme  uw  onde  de  choc 
accompagnée  d'une  flamme  et  se  pfopageant  dans  un  mUicii  en 
repos.  C'est  ce  que  nous  ferons. 

I*laçons-nous  dans  le  cas  des  ondes  planes  parallèli's  au  plan  yz. 
Ij'étal  de  repos  initial  est  supposé  homogène.  C'est  lui  ipie  nous  pren- 
drons pour  champ  de  Lagrange.  Le  mouvement  i  est  donc  délini  par 

(2t^)       .<,•,  =  a,  «,  =  o,  p,  ^ /■  =:  const.,  T,  =  const., 

et  Ton  a 

L  =  I,  M  =^  o,  .\  =  o. 


(')   I5hniui:i.0T,  De  la  force  des  nialicres  explosUas,  p.  i34. 
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T  ■  f/l*     f^l'     (l^\     1       II          1  1       •  .     '        1  11 

Les  Vitesses  -jy  -f  jr^^^  1  onde  explosive  sont  égales  entre  elles; 
ail  contraire  -~  n'est  [)as  égale  à  ces  trois  premières. 

T  ,        .   •  '/Il  ■        dV  .»  „, 

L  expérience  nionlre  rpie  -^  >  el,  par  suite,  —^j  est  unitorme.  (^  est 

là  un  point  capital  sur  lequel  il  importe  d'insister.  Les  expériences 
n'ont  jamais  porté  sur  de  très  grandes  longueurs  de  tube  (au  plus  42'") 
et  l'on  peut  se  demander  si  la  constance  de  la  vitesse  n'est  pas  une 
apparence  due  au  fait  que  l'intervalle  de  temps  étudié  est  très  faible. 
Il  nous  semble  cjue  celle  manière  de  voir  doit  être  écartée.  L'unifor- 
mité de  la  vitesse  se  caractérise  nettement  parce  qu'elle  s'oppose  à  la 
variabilité  observée,  pendant  des  intervalles  de  temps  comparables, 
dans  les  phénomènes  suivants  : 

1°  Propagation  de  la  flamme  pendant  la  période  d'établissement  de 
l'onde  explosive  (  '  )  ; 

2°  Propagation  des  ondes  de  choc  dans  les  fluides  sans  variable 
chimique  (-); 

3"  Propagation  de  la  détonation  dans  un  milieu  dont  la  transfor- 
mation chimique  ne  donne  pas  uniquement  des  produits  gazeux  (■'). 

Nous  connaissons  donc  toute  une  série  de  phénomènes  analogues  à 
Fonde  explosive  des  gaz  pour  lesquels  les  longueurs  des  tubes  servant 
aux  expériences  sont  suffisantes  pour  déceler  la  variation  de  la  vitesse. 
Si  celte  variation  ne  se  retrouve  pas  dans  l'onde  explosive  se  propa- 
geant dans  les  mélanges  gazeux,  c'est  donc  bien  qu'il  y  a  là  quelque 
chose  qui  mérite  d'être  pris  en  considération.  Il  est  donc  légitime  de 
prendre  l'hypolhèse  de  la  pro[)agation  uniforme,  suggérée  par  les  faits, 
comme  base  d'un  essai  de  théorie  des  phénomènes. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  nous  demander  à  quelle  condition 
une  onde  de  choc  peut  se  propager  avec  une  vitesse  uniforme  dans  le 
mouvement  i  caractérisé  par  (28). 


(')  Lk  Cuatelier,  Coni[)les  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
l.  CXXX,  p.  17.55. 

(-)  Vn;n.i,E,  l'iliidc  sur  le  rùle  des  discontinuités .  .  .. 

('■' )  Bi;iiTin;i.oi  et  Li:  (Iiiatemuii,  Sur  la  vitesse  de  détonation  de  l'acétylène 
{Annales  de  (Jliiniie  et  de  l'iiysifjue.    7"  série,  t.  XX,  igoo,  p.  i;"»). 
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14.  I.c  mouvement  qui  suit  l'onde  de  ehoc  étant  désigné  [)ar  lin- 
dice  2,  les  formules  (i5),  (17),  (18)  donnent 

dl  Ui— II, 

(29)  j(Zi±i!iMnzi^)  +  p,p^(U^._  U,)  =  o, 

\dt  /  /•'-     p2 — Pi 

Pour  que  -r  (ou  -3-  qui  lui  est  égal  )  soit  conslant,  il  suffît  évidem- 
ment que  le  front  de  l'onde  soit  toujours  identique  à  lui-même.  c"est- 
à-dire  que,  sur  ce  front,  les  quantités  p.,,  x.,,  T.,,  ?/.  aient  constamment 
la  même  valeur.  Cette  condition,  toutefois,  n'est  pas  toujours  néces- 

sairc,  car,  -r-  étant  censé  connu  ainsi  que  p,,  w,,  a,.  1 ,,  les  trois  équa- 
tions (29)  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  p„,  a,,  T^,  lU't  mais  elle 
l'est  si  le  fluide  est  sans  variable  chimique;  elle  l'est  aussi  encore, 
comme  on  le  verra  plus  loin,  dans  certains  cas  où  la  variable  chimique 

existe.  Bornons-nous  à  étudier  la  conslaucc  de '-^  quand  elle  résulte 
de  celle  des  valeurs  de  p.,  a.,  T„,  u.,  sur  le  front  de  l'onde. 

lii.  Dans  le  mouvement  2,  p,  p,  u  sont  des  fonctions  de  a  et  de  / 
et  les  équations  [(a)!],  [(18) I]  se  réduisent,  pour  les  ondes  planes,  et 
si  l'on  suppose  nulle  la  force  X  -h  Y  -I-  Z,  à 

/• 

!'^  ^  "57' 
Ja 
(   du  ôt- 

p  étant  une  fonction,  d'ailleurs  inconnue,  de  a  et  de  /,  on  peut  consi- 
dérer /  comme  une  fonction  de  p  et  de  a  —  le  raisonnement  est  en 
défaut  si  la  densité  d'un  élément  déterminé  ne  varie  pas  aiec  le 
temps  —  et.  par  suite,  /)  comme  une  fonction,  en  général  inconnue  a 


PROPAGATION    DES    RÉACTIONS    CHIMIQUES.  3l 

priofi,  fie  p  et  de  a  : 

P  ^  ^(?)  ^)' 

La  seconde  équation  (3o)  s'écrit  alors 

.  dm  z-  û-x         I  d-^  rf'a; 

Mais  on  peut  écrire 

dp=^JLda-^'^dt.      dp=^~da+'^dp.      d?=^da-^%dt. 
"        ôa  àt  ^         àa  dp     '  '  on  ôt 

Ces  trois  relations  apprennent,  par  la  théorie  du  changement  de 

variables,  que 

dw  I     /dp  do         dp    dp"" 

da  dp  \  àa  dt         àa  dt 

dï 
(32) 


dta 

I     dp 
'dj  It 

dt 

Or,  au  front  de  l'onde,  p,  z.  u  restent  constants.  C'est  dire  qu'ils 
ne  varient  pas  (juand  on  augmente  /  de  (//  et  a  de  dP.  Donc 


(33) 


dp 

dp 

du 

dp 

dt 

dt 

dt 

dt  ~ 

dp  ~- 

dp    - 

du 

da 

da 

da 

Rapprochées  de  (32),  ces  formules  montrent  que,  sur  le  front  de 

drs 
da 


l'onde,  -^  est  nul  et,  par  suite,  sur  le  front  de  Tonde,  (3i)  s'écrit 


, .,    ,  dm  p-   d^x  à^x 

V  ^''  )  'dp  'P-  dâ^  ^  ~dF  ' 

(combinons  (33)  et  (34),  il  vient  : 

dp  du         d- X   d-x 

/dP\'-_  'dt  'dî  _  àadl  ~dF  _  p*   ^ 

\dt  )         dp  du        d^x    d-x  /•»  dp 

da  da         da-    da  dt 
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Par  conséquent  la  condition  pour  que  Fonde  de  clioc  avance  avec 
un  front  toujours  identique  à  lui-inènie  el,  par  suite,  avec  une  vitesse 
uniforme,  peut  s'écrire 

àp-2 
,     ..  piPî  /■'a— />.   _  PÎ  (à^\  _  Pi     àt 

^^^^  /•»     Ps-P,    ~  r'-\d?J,        /•=    ^  ■ 

àt 


§  3.  —  Les  gaz  sans  variable  chimique. 

Les  gaz  parfaits  (').  —  10.  !\ous  commencerons  |)ar  ap|tli(|uer 
cette  condition  aux  gaz  parfaits  purs,  sans  varial)le  eliimicpie,  les 
mouvements  étant  supposés  adiabaliques.  Dans  ce  cas,  Texprcssion 


-V(S). 


est  la  vitesse  du  son  calculée  par  la  formule  de  Laplace  pour  le  milieu 
dans  l'état  où  il  se  trouve  en  arrière  du  front  de  l'onde.  Désignons-la 
pour  abréger  par  En.  Le  gaz  étant  parfait, 


Désignons  de  même  par  D  la  vitesse  ^J^^  \/ ^ — ~  de  Tonde  de 

choc  et  comparons  D  et  E^. 
D  —  Eo  a  le  signe  de 

,    Pi— l>i 


Pï—Pi 


IP-^ 


on  encore,  en  tenant  compte  de  la  formule  (^7)  et  de  ce  cpie  p.,  est 
positif,  celui  de 

,,     (ï+i)(pi-p,) 
'  (ï  +  i)pj  — (ï-Opi" 


(')  Remarques  sur  la  propagation  des  percussions  dans  les  gaz  {Comptes 
rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  'in  juin   igo'i  ). 
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La  formule  (27),  où  p.,  et  p^  sont  positifs,  nous  apprend  que 

(t+0?.-(y-0?. 

csl  positif.  Donc  D  —  E^  a  le  signe  de  p,  —  p^. 

Disons  en  passant  qu'on  peut  de  même  comparer  D  à  E,,  vitesse  du 
son  dans  le  milieu  qui  précède  immédiatement  l'onde  de  choc,  et  voir 
que  E,  —  D  a  le  sif^ne  de  p,  —  p^. 

La  condition  (35)  n'est  donc  pas  vérifiée  ici,  car  p,  —  p^  est  forcé- 
ment diflérent  de  zéro.  Le  mouvement  i  ne  pourra  pas  se  propager 
dans  le  repos  sans  s'altérer. 

17.  Mais  il  est  un  cas  où  nous  pouvons  pousser  plus  loin  la  discus- 
sion. 

Les  calculs  du  paragiaphe 2  deviennent  illusoires  quand  p^  est  cons- 
tant pour  un  même  élément  matériel.  C'est  le  cas  rencontré  par  Hugo- 
niot  en  étudiant  l'onde  de  choc  qui  se  propage  dans  un  gaz  remplis- 
sant, en  repos,  un  cylindre  indéfini  d'un  côté,  fermé  de  Tautrc  par  un 
piston,  quand  le  piston  prend  brusquement  et  conserve  indéfiniment  la 
vitesse  \  .  11  est  facile  de  vérifier  que  le  mouvement  2  est  représenté  par 

a.-.  =  (H  +  i)a  4- Y/-1-K. 

C'est  là,  en  eflet,  une  solution  de  (3o)  et  d'autre  part  les  formules  (29) 
montrent  qu'elle  est  c(>nq)alihlc  avec  le  repos  (28).  La  vitesse  de  l'onde 

V 
est  D  ^  —  T^' 

La  vitesse  du  piston  étant  restée  égale  à  V  pendant  un  certain 
temps,  imaginons  qu'à  partir  d'un  certain  instant  elle  se  mette  à  chan- 
ger, mais  non  brusquement.  Un  nouveau  mouvement  3  prend  nais- 
sance, qui  va  se  propager  dans  2  par  une  onde  ordinaire  animée  de 
la  vitesse  Ej.  On  peut  répéter  ici  le  raisonnement  du  n°  50  du  Cha- 
pitre II,  et  voir  que  le  mouvement  3,  représenté  dans  l'espace  des  a, 
t,  X,  est  une  surface  développablc.  Supposons  encore  que  le  point  repré- 
sentatif n'en  traverse  pas  l'arête  de  rebroussement.  Il  ne  se  produit 
alors  aucune  discontinuité  dans  le  mouvement  3,  et  il  avance  sans  alté- 
ration dans  le  mouvement  2.  Mais  la  vitesse  Ej  est  diflérente  de  D  et 
dès  lors  deux  cas  sont  à  distinguer. 

Journ.  de    iJatJi.  (6*  série),  loine  II    —   Fasc.  I,  lyoO.  3 
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Premier  cas.  —  L'onde  de  choc  qui  sépare  a  de  i  est  une  onde  di- 
latée :  Oj<|  p,.  Dès  lors  E^^  D.  Les  deux  ondes  D  et  E^  s'éloignent  de 
plus  en  plus  l'une  de  l'autre.  L'onde  D  progresse  avec  une  vitesse 
constante,  mais  en  arrière  l'ensemble  des  mouvements  2  et  3  qui  la 
suivent  se  modifie  par  le  fait  que  le  mouvement  2  intéresse  une  portion 
progressivement  croissante  du  gaz. 

Deuxième  cas.  —  L'onde  D  est  comprimée  :  p2>-  p,.  Alors  D  <  E». 
L'onde  Ej  tend  à  rattraper  l'onde  D.  L'ne  fois  qu'elle  l'aura,  atteinte, 
on  aura  une  onde  de  choc  séparant  i  de  3,  et  3  se  propagera  évidem- 
ment en  s'allérant,  par  suite  avec  une  vitesse  variable.  L'état  du 
fluide  en  arrière  du  front  de  l'onde  ne  sera  pas  toujours  le  même;  les 
divers  éléments  matériels  s'engageront  dans  le  mouvements  en  partant 
d'états  initiaux  différents. 

On  peut  supposer  que  l'intervalle  de  temps  écoulé  entre  la  prise,  par 
le  piston,  de  la  vitesse  V  et  la  naissance  du  mouvement  3  est  aussi  petit 
qu'on  veut;  les  considérations  qui  précèdent  ne  cessent  pas  de  s'ap- 
pliquer. 

Nous  allons  voir  maintenant  que  le  second  cas  est  probablement  le 
seul  possible. 

18.  Nous  avons  parlé  du  rôle  de  la  viscosité  dans  les  ondes  de  choc. 
Si  ce  que  nous  en  avons  dit  est  exact,  il  est  nécessaire  qu'au  passage  de 
l'onde  le  travail  de  la  viscosité  soit  négatif,  et  que,  par  suite,  puisque 
le  mouvement  est  adiabalique,  l'entropie  spécifique  y  croisse. 

Le  rôle  de  la  conductibilité,  mis  en  évidence  dans  le  n"  10,  ne  fait 
que  confirmer  cette  conclusion.  Soit  un  système  matériel  formé  de 
parties  à  des  températures  différentes,  entre  lesquelles  se  font  des 
échanges  de  chaleur  par  conduclibilité ;  ce  système  est  en  contact, 
par  soudure,  avec  une  source  à  température  T';  on  sait  que  si  dQ  dé- 
signe la  chaleur  reçue  par  ce  système  et  s,  l'entropie  d'une  partie,  on  a 

(')  C'est  une  expression  du  lliéorème  de  Potier  elPellal.  Sur  la  manière  dont 
nous  comprenons  celle  inégalité,  voir  Sur  une  illégalité  essenlielle  dans  la 
théorie  de  l'équilibre  au  contact  d'une  source  (Procès-verbaux  des  séances  de 
la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux ,  17  mars  1904). 
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Ce  résultat  s'applique  si  le  système  subit  une  transformation  adiaba- 
lique,  f/Q  étant  nul.  On  peut  donc  l'appliquer  au  mouvement,  pendant 
le  temps  dt,  de  la  masse  bcb^c^  =  dm  (n°  3,  fig.  9)  et  l'on  voit  que, 
pour  ce  temps  et  cette  masse,  I5,  doit  croître.  Or,  au  début  du  temps 
dt,  on  peut  prendre  pour  S^,-  l'expression  s, dm,  s,  étant  l'entropie 
spécifique  dans  l'état  i  ;  à  la  fin  on  peut  prendre  s.,dm,  s.,  étant  l'en- 
tropie spécifique  dans  l'état  2.  On  a  donc 

(36)  .9,-.v,>o. 

La  condition  (36),  que  nous  venons  de  rattacher  aux  considérations 
que  nous  avons  présentées  sur  la  viscosité  et  la  conductibilité  dans  les 
quasi-ondes  de  choc,  peut  d'ailleurs,  si  l'on  n'accepte  pas  ces  consi- 
dérations et  si  l'on  veut  en  rester  à  la  conception  des  ondes  rigou- 
reuses, être  envisagée  comme  une  hypothèse  très  naturelle  à  faire,  eu 
égard  à  l'irréversibilité  du  choc. 

Essayons  d'en  tirer  quelques  conséquences. 

Dans  les  gaz  parfaits  s  est  égal  à  chp  —  CLp,  c  et  C  étant  les  cha- 
leurs spécifiques  sous  volume  constant  et  sous  pression  constante. 
Par  suite  s^  —  s,  aura  le  signe  de 

Pi 

Tenons  compte  de  (27)  et  du  fait  que  (y  +  ')  ~  (ï  ~  O  r  ^^^  toujours 

f  1 
positif,  en  vertu  de  cette  formule.  On  voit  alors  que  s.,  —  s,  a  le  signe 

(ï".)fty*'-(ï-H.)(^;)V(v4-,)^:f-C-)- 


Cette  expression  est  une  fonction  de  —  qui  est  nulle  pour  —  —  i .  II  est 


—  qui  est  nulle  pour  — 
Pi  ^        Pi 

facile  de  voir,  en  prenant  ses  dérivées  première  et  seconde,  qu'elle  est 

positive  pour  ~  >  1  et  négative  pour  -  <C  i  • 

s.^  —  s,  a  donc  le  signe  de  p^  —  p,. 

Nous  arrivons  ainsi  à  la  conclusion  suivante  : 

«  La  propagation,  sunrinlla  loi  d'Hugoniot,  d'une  onde  de  choc 
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produisant  une  dilatation  brusque  (p2<C  ?i)  pctinil  contraire  au 
principe  de  Carnot-Clausius.  On  ne  peut  observer  que  des  ondes  de 
choc  produisant  des  compressions  brusques  (p., "^  p,).  » 

Ce  résultat  est  à  rapproclier  de  celui  qu'a  obtenu  Hugoniol  sur  la 
naissance  spontanée  des  ondes  de  choc  dans  les  gaz.  Nous  faisons  ce 
rapprochement  un  peu  plus  loin  (22). 

Combinons  ce  théorème  avec  ce  (juc  nous  avons  appris  au  n"  1(>. 
Nous  pouvons  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Dans  un  gaz  parfait  en  repos,  on  ne  peut  observer,  comme  ondes 
de  choc,  que  des  ondes  comprimées  (p^^p,).  Ces  ondes  se  propagent 
avec  une  vitesse  variable,  inférieure  à  la  vitesse  du  son  dans  le  mi- 
lieu immédiatement  en  arrière,  mais  supérieure  à  la  vitesse  du  son 
dans  le  milieu  immédiatement  en  avant. 

Dans  cet  énoncé,  toutes  les  vitesses  doivent  être  entendues  par 
rapport  à  l'étal  initial  constitué  par  le  mouvement  i  représenté 
par  (28)  ('). 

19.  Il  n'y  a  pas  à  s'étoinier  (jue  lappiicalion  du  principe  de  l'équi- 
valence nous  ait  conduit  à  une  théorie,  celle  qui  est  exprimée  par  les 
formules  (i'\),  (i5),  (16),  (17),  (18),  parfois  incompatible  avec  le 
principe  de  Carnot.  On  peut  citer  bien  d'autres  questions  oii  il  en  est 
ainsi.  Prenons,  par  exemple,  la  théorie  du  laminage  d'un  gaz  parfait 
par  un  orillce  étroit,  en  régime  permanenl.  On  y  démontre,  par  le 
principe  de  l'équivalence,  que  la  température  ne  varie  pas  dans  l'opé- 
ration. Mais  ce  résultat  ne  suppose  nullement  (pic  le  gaz  passe  de  la 
plus  forte  à  la  plus  faible  pression.  Si  l'on  invo(pic,  au  contraire,  le 
principe  de  Carnot,  celui-ci  nous  apprend  que  l'entropie  doit  croître, 
ce  qui  exige,  pour  un  gaz  parfait  dont  la  température  reste  constante, 
que  la  pression  diminue. 

I^a  même  théorie  du  laminage  foiiiiiil  un  cxcmiilc  diui  |ili(''ii()mi'iie 
irréversible  où,  par  suite  dlivpothèscs  simples  et  raisonnables,  il  est 

(')  Nous  n'avons  pas  besoin  d'insisler  sur  le  fait  que  certaines  parties  de 
l'énoncé  ne  supposent  nullement  le  mouvement  1  représenté  par  (28). 
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possible  de  se  passer  de  la  connaissance  de  la  viscosité  ponr  calculer 
Télat  final  auquel  parvient  le  corps  cjui  le  subit.  C'est  là  exactement 
ce  cjui  arrive  dans  le  problème  des  ondes  de  choc  qui  nous  occupe  :  on 
y  peut  écrire  la  loi  adiabatique  d'Hugoniot,  où  la  viscosité  joue  cer- 
tainement un  rôle,  sans  connaître  cette  viscosité  ('). 

Les  gaz  quelconques  (-).  —  20.  Nous  avons  cherché  à  étendre  à 
d'autres  gaz  ipiauv  gaz  parfaits  les  théorèmes  qui  précèdent.  Nous 
n'y  sommes  parvenus  qu'en  supposatd  que  la  discontinuité  en  p 
n'est  pas  trop  forte. 

L'état  du  gaz  est  défini  par  p  et  T.  L'entropie  spécifique  est  une 
fonction  de  p  et  de  T  : 

5  =  .9(p,T). 

On  peut,  par  le  moyen  de  cette  équation,  remplacer  partout  la  va- 
riable T  par  la  variable  s.  L'énergie  interne  U(p,  T  )  devient  ainsi  une 
fonction  £(p,.s),  et  l'on  sait  cjue  l'on  a 

(37)  P  =  ?=|'        T=J. 

La  loi  adiabatique  dynamicpie  d'Hugoniot  s'écrit  : 

(38)  (p,  4-^^)(p^  _  p^.)_f-2p,p,(£,  -  £,)  =  0. 

p,  et  .y,  étant  donnés,  une  discontinuité  sera  caractérisée  par  la  va- 
leur de  P;,  en  arrière  de  l'onde  et  (38)  donne  le  s.,  correspondant,  .v^,  est 
donc  une  fonction  de  p^  donnée  par  (38)  et  qui  se  réduit  évidemment 
à  s,  pour  p^^  p,.  On  peut  donc  écrire 


^^-*'^./"|:^?^  =  (?^-?<)(|; 


(  '  )  On  pourrait  cher  l)icn  d'autres  exemples  Je  ce  fait  :  le  théorème  de  Lazare 
Carnol  sur  le  choc  des  corps  solides,  le  théorème  de  Borda  Hélanger  en  hydrau- 
lique pratique,  etc. 

(')  Remarques  sur  la  loi  adiabatique  d' Hugoniol  {Comptes  rendus  de 
f  Académie  des  Sciences,  i!\  novembre  igo/j). 
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/£fî  )    étant  une  valeur  moyenne.  Il  est  bien  certain  que,  si  ta  discon- 

\dhJm 

tinuilé  n'est  pas  trop  forte,  (^)    a 
pour  la  valeur  limite  o.,.  On  aura  donc 


linuité  n'est  pas  trop  forte,  (^)    a  !«  même  signe  que  ^  calculé 


s.  —  ^,  =  k-(p^  —  p,  )-7 — 

Or  -p-  se  calcule  facilement  par  (38),  en  tenant  compte  de  (37).  On 
trouve 


do,  ~  dt 

as. 


Et,  par  suite, 


(pî— ?i) ^  f?_i?±  P'-  —  Pi  _  El  '^pA, 

1.(1 J_\î^p!pi\'"'     Pî— Pi         '*dpt) 

2       \p2        Pi/  as, 

-^-^(D=-E:). 


\Pj      p,y  dij 

Or,  si  la  discontinuité  n'est  pas  trop  grande,  2T0  donne  son  signe 
au  dénominateur  et  ce  signe  est  positif.  Admettons,  comme  une  con- 
séquence du  principe  de  Carnot-Clausius,  que  s.^  —  s,  doit  être  positif. 
On  voit  qu'il  faut  pour  cela  que  £,>  D.  La  vitesse  de  l'onde  de.  choc 
est  donc  plus  faible  que  celle  du  son  dans  le  fluide  qui  la  suit. 

Dans  l'équation  (38),  considérons  maintenant  p,  et  s^  comme  donnés 
et  p,  et  s,  comme  variables,  s,  étant  une  fonction  de  p,.  Par  un  raison- 
nement tout  à  fait  identique  à  celui  qui  précède,  on  montrera  que 
D  >  E,.  L'onde  de  choc  va  plus  vite  que  le  son  dans  le  milieu  qui 
la  précède. 

Recherchons  maintenant  si  ce  sont  les  dilatations  ou  les  conden- 
sations qui  se  propagent,  comme  cela  doit  être,  en  donnant  une  varia- 
lion  d'entropie  positive.  Considérons,  dans  (38),  p,  et  s,  comme 
données  et  p,  et  «,  comme  variables,  le  second  étant  fonction  du  pre- 
mier. Calculons  les  valeurs  que  prennent  les  dérivées  successives  -7-^, 

rf»Sj    d's,  ,  ,  11       .   f      1      1  ds.     .  d's, 

-zTi  '  ^7-r  quand  p.,  tend  vers  p..  Il  est  lacile  de  voir  que  -7-  et  -j^ 
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tendent  vers  zéro,  et  -r-^  vers  la  valeur 

(39)  ttjt;  —di, — 

Admettons  ici  que  cette  expression  est  positive;  nous  discuterons  ce 
point  plus  loin.  Il  suit  de  là  que,  à  partir  de  p2  =  ?n  -î^ '^'■irie  comme  p^ 
et  que,  par  suite,  si  l'on  se  borne  aux  discontinuités  qui  ne  sont  pas 
trop  fortes,  ce  sont  les  ondes  condensées  (oo^  p,)  qui  seules  donnent 
une  variation  d'entropie  positive.  Ce  sont  donc  les  ondes  condensées 
seules  que  Von  peut  obsei-ver. 

21.  Les  valeurs  nulles  que  nous  venons  de  trouver  pour  les  limites 

de  -^  et  -7-^  montrent  que  la  loi  d'Hugoniot  a  pour  limite,  quand  la 

discontinuité  tend  vers  zéro,  la  loi  adiabatique  ordinaire.  Ce  n'était  pas 
évident  a  pi-iori,  la  démonstration  de  la  formule  d'Hugoniot  tombant 
en  défaut  quand 

L(".  —  l'i)  +  M(''.  —  ^2)  +  i^C"".  —  ^"^'2)  =  o- 

Comme  conséquence,  on  peut  traiter  la  propagation  des  ondes 
ordinaires  comme  celle  des  ondes  de  choc  à  discontinuité  infiniment 
petite,  et  inversement,  dans  l'étude  de  la  propagation  des  ondes  de 
choc  à  discontinuité  infiniment  petite,  on  peut  admettre  la  loi  adiaba- 
tique ordinaire.  Cette  dernière  remarque  trouverait  son  application 
dans  la  théorie,  donnée  par  M.  Boussinesq,  de  la  propagation  du  choc 
dans  une  barre  élastique. 

22.  Discutons  maintenant  le  signe  de  l'expression  (39),  c'est-à-dire 


celui  de     ^  ,    " 


Reportons-nous  pour  cela  à  l'étude,  faite  par  Hugoniot,  de  la  nais- 
sance spontanée  des  ondes  de  choc  dans  les  mouvements  adiabatiques 
provoqués,  dans  une  colonne  gazeuse  homogène  au  repos,  par  la  mise 
en   branle   du   piston  (pii  la  ferme.   Ainsi   que   nous  l'avons  exposé 
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(II,  30),  il  se  forme  une  série  de  mouvements,  représentés  par  des 
fonctions  linéaires  en  a  et  /,  se  propageant  les  uns  dans  les  autres 
par  ondes  dont  la  vitesse  est  celle  qu'a  le  son  dans  l'état  du  lluide  cor- 
respondant. Les  ondes  de  choc  naissent  quand  une  de  ces  ondes  rat- 
trape la  précédente,  et  pour  cela  il  faut  que  les  vitesses  des  ondes, 
rapportées  au  champ  de  Lagrange,  soient  de  plus  en  plus  fortes.  Si 
le  piston  comprime  le  fluide,  il  faut  donc,  pour  qu'une  onde  de  choc 
naisse,  que  la  vitesse  du  son  croisse  quand  la  densité  croît.  La  nais- 
sance spontanée  des  ondes  de  choc  condensées  exige  donc  que  ^  ■— 

,ùp 
à? 


ou  simplement,  puiscjue  /■  est  conslanl,   p'y-  soit  croissant  avec  p. 


c'est-à-dire  que         ^         soit  positif.  Au  contraire,  la  naissance  spon- 

'           .       .         .               <'^-f) 
tanée  d'une  onde  de  choc  dilatée  exige  que .^     '   soit  négatit. 

11  est  inutile  de  préciser  ici  s'il  s'agit  de  l'indice  i  ou  de  l'indice  2, 
puisque,  par  l'hypothèse  que  les  discontinuités  sont  faibles,  on  est 

assuré  que  le  signe  de      ^  ,  est  le  même  avec  les  deux  indices. 

Nous  n'avons  pas  démontré  que  l'expression  (39)  est  positive;  nous 
avons  simplement  montré  que  son  signe  est  tel  que  les  ondes  do  choc 
qui  peuvent  natlre  spontanément  dans  lejluide  sont  les  seules  qui, 
lorsqu'elles  persistent,  donnent,  conformément  au  principe  de 
Carnot-Clausius,  une  variation  d'entropie  positive  au  passage  de 
l'onde  ('  ). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  (39)  positif,  et  par  suite  possibilité 
de  naissance  d'ondes  de  choc  condensées.  S'il  se  forme  dans  le  gaz 
une  zone  où  la  densité  décroît  très  rapidement,  les  diverses  ondes 
séparant  les  mouvements  élémentaires  dont  il  est  question  plus  haut 
sont  excessivement  rapprochées.  Mais,  dans  la  suite  du  mouvement, 

(')  Les  travaux  d'Hugoniot  sur  la  naissance  spontanée  des  ondes  de  choc  ne 
présentent  pas  une  rigueur  entière  et  M.  Iladaniard  a  consacré  à  ce  sujet  de  longs 
développements  (toc.  cit.,  p.  207  et  suiv.).  On  peut  néanmoins  les  invoquer  au 
point  de  vue  ])li\-.i(iue. 
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ces  diverses  ondes  tendent  à  s'espacer;  la  zone,  qui  constitue  une 
quasi-onde,  tend  à  s'étaler.  On  comprend  ainsi,  dans  une  certaine 
mesure,  pourquoi  la  théorie  des  n°*  1  à  ii,  ([ui  suppose  que  la  quasi- 
onde  persiste  avec  sa  faible  épaisseur,  n'est  pas  applicable. 

Four  le  cas  des  gaz  parfaits,  il  n'est  pas  douteux  que  (3f))  soit  po- 
sitif et  que,  par  suite,  les  ondes  condensées  soient  seules  possibles.  Les 
résultats  ci-dessus  sont  même  vrais  quelle  que  soit  ramplilude  de  la 
discontinuité. 

Faits  d'expérience.  —  25.  Les  expériences  de  M.  Vieille  ont  porté 
sur  les  gaz  parfaits.  Elles  ont  mis  très  nettement  en  évidence  la  varia- 
bilité de  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  de  choc  condensées;  cette 
vitesse  s'aflaiblit  très  rapidement  (  '  ). 

Ont-elles  vérifié  aussi  l'impossibilité  des  ondes  dilatées?  Cela  est 
moins  sûr,  mais  assez  probable.  M.  Vieille  a  tenté  une  fois  de  produire 
une  onde  de  choc  avec  chute  brusque  de  la  pression  à  partir  de  29"''"  (-). 
L'inst;dlation  expérimentale  n'a  pas  permis  de  mesurer  exactemcmt  la 
vitesse  du  front  de  l'onde.  En  effet,  les  enregistreurs  de  pression  étaient 
calés  dans  la  position  correspondant  à  2 5"""  et  ne  se  déplaçaient  pour 
enregistrer  la  pression  que  lorsque  celle-ci  avait  baissé  de  29^'""  à  aS*'™. 
Mais,  selon  M.  Vieille  lui-même,  les  résultats  obtenus  sont  parfaite- 
ment compatibles  avec  l'idée  ({u'il  n'y  a  pas  véritablement  onde  de 
choc  et  que  le  front  de  l'onde  progresse  avec  la  vitesse  du  son.  «  La 
vitesse  de  propagation  de  la  dépression  finie  29  —  25  =  4""^'")  dit-il, 
est  de  281".  Mais  la  vitesse  du  front  de  l'onde  qui,  ainsi  que  nous 
l'avons  vu,  parait  devoir  se  propager  sans  discontinuité,  pourrait  être 
la  vitesse  normale  du  son,  les  grandes  dilatations  se  propageant  plus 
lentement  cpie  les  dilatations  infiniment  petites.  » 

A  la  lecture  du  Mémoire  de  M.  \ieille,  voici  ce  ([ue  nous  avons 
compris  que  ce  savant  entend  par  la  vUcssc  de  la  dépression  finie 
2g  —  25  =  4"'"-  Il  mesure  cette  vitesse  en  comptant  le  temps  écoulé 
entre  la  mise  en  mouvement  des  deux  enregistreurs  de  pression,  cales 
à  2J^""  et  distants  d'une  longueur  connue.  Mais  la  cluile  de  pression 

(')  Vii:u.i.E,  Elude  aur  le  rôle  des  discoiilinuilés.  ...,  p.  >.\i. 
(^)  Vieille,  Etude  sur  le  rôle  des  disconliiiuilés,  .  .  . ,  p.  'i'[^)-2^6. 

Jijurn.  de  Matk.   (ù'  série),  loiiic  II.  —    l-'ii^c.  I,  iiiuG.  t) 
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se  continue  au-dessous  de  sj"'"";  la  pression  descend  à  iS,7.  Si  donc 
il  y  a  onde  de  choc,  elle  produit  une  variation  brusque  "-29  —  13,7. 
Cela  correspondrait,  si  les  formules  d'Hugoniot  étaient  a|)plicables,  à 
une  vitesse  de  258™.  Or  la  vitesse  du  front  de  Tonde  est  probablement 
supérieure  à  281'",  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  ('elle  contra- 
diction paraît  s'accorder  assez  bien  avec  lidée  qu'il  n  y  a  pas  d'onde 
de  choc  dilatée.  Au  contraire,  pour  les  ondes  condensées,  les  formules 
d'IIugoniot  sont  parfaitement  d'accord  avec  l'expérience  :  M.  Vieille 
cite  un  cas  où  le  calcul  donne  Goo'"  el  l'observation  (ioi^jS  (*). 

§  4.  —  L'onde  explosive.  Première  interprétation. 

*2i.  Venons  au  cas  où  le  fluide  est  le  siège  d'une  réaction  ciuiiiicjuc. 
Une  première  interprétation  de  l'onde  explosive  consiste  à  supposer 
qu'elle  est  constituée  par  une  onde  de  choc  au  passage  de  laquelle  la 
densité  et  la  tenqiéralure  subissent  un  changement  brusque,  mais  non 
la  variable  a,  la  flamme  suivant  immédiatement  après. 

Cherchons  à  préciser  celle  irilerpiélalion.  Il  se  peut  que  Fonde  de 
choc  ait  pour  seul  ell'el  d'amener  le  gaz  jusqu'à  sa  température  d'in- 
flammation, auquel  cas  il  est  tout  naturel  que  a  ne  varie  pas  dans  la 
quasi-onde,  le  mélange  n'y  sortant  pas  de  la  région  des  faux  équilibres. 
Il  se  [)eut  aussi  que,  dans  la  traversée  de  la  quasi-onde  de  choc,  le  gaz 
dépasse  la  température  d'inflammation,  mais  que  a  n'y  varie  pas  sen- 
siblement, la  vitesse  de  la  réaction  étant  négligeable  vis-à-vis  de  la 
vitesse  de  variation  de  p. 

La  température  d'inflammation  du  mélange  II-+  O  est  environ  ^oS". 
Admettons,  ce  qui  ne  peut  être  cju'une  première  approximation,  que 
ce  nombre  est  indépemlanldudegré  de  compression  du  mélange.  Il  est 
alors  facile  de  calculer  que  l'onde  de  choc  portant  exactement  le  gaz 
à  555°  a  une  vitesse  de  16G0'"  par  seconde.  C'est  beaucoup  plus  faible 
que  la  vitesse  observée  pour  l'onde  explosive.  Il  faut  donc  supposer  que 
la  température  d'inflammation  est  dépassée  à  la  traversée  de  l'onde. 

2i».   (^(îlte  conclusion  est  contirnuM'   par  les  rfmar(|iii's  suivanlrs. 

(')     VlKlI.I.K,    /oc.   cit.,   p.    2,")3. 
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Cherchons  à  exphquer,  par  les  considérations  du  parap^raphe  2,  Tuni- 
forniité  de  la  vitesse  de  Tonde  explosive.  Il  est  facile,  dans  le  cas  pré- 
sent, de  voir  que  (35)  prend  la  forme 

\  I'  .'  ,.2        r,    


\ 


dp.,         c,    rJT,       \d^^         c,    dT^J  àp^ 

In 


(le  mouveiaenl  en  arrière  de  l'onde  est  supposé  adiabatique). 

Supposons  cjue  la  quasi-onde  ne  fasse  que  porter  le  fluide  à  la  tem- 
pérature d'inflammation.  L'équation  (4o)  suppose  qu'en  arrière  du 

.  dp      • 

front  de  l'onde  la  réaction  se  produit;  cela  exige  cjue  j-  soit  tel  que  le 

point  représentatif  de  l'état  du  gaz  pénètre  dans  la  région  de  combi- 
naison. Admettons  cpi'il  en  soit  ainsi.  Puiscjue  nous  sommes  au  voisi- 
nage de  la  surface  des  faux  équilibres  limites,  il  faut  faire  g  ^  o 
dans  (io)  qui  devient 

(4,)  P^ZiZii!i^4(^_!i.^) 

et  qui  exprime  alors,  comme  on  devait  s'y  attendre  d'ailleurs  par  II,  16 
et  28,  l'égalité  entre  la  vitesse  de  l'onde  de  choc  et  la  vitesse  du  son 
dans  le  milieu  qui  la  suit,  calculée  dans  l'hypothèse  où  la  variable  chi- 
micjue  ne  joue  pas.  Or  on  sait  qu'une  telle  égalité  est  inqiossible  ('), 
ce  qui  parait  bien  écarter  l'idée  que  l'onde  de  choc  ne  fait  que  porter 
le  fluide  à  sa  température  d'inflammation. 

Ajoutons  un  autre  argument.  Si,  en  arrière  de  l'onde,  l'état  du 
fluide  est  un  état  de  faux  équilibre  limite,  p^,  a,,  T,  sont  liés  par 

(42)  ^^•(p,,a,,l\)=o. 

Il  faut  joindre  à  (4')  et  (4^)  la  loi  d'Hugoniot 

(43)  (p,_p^)(^j,+^_,)+ap,p,(U,-U,)=o. 


(')   Nous  supposons  ici  (pie  nous  avons  «idaire  à  des  gaz  parfaits,  ou,  si  les  gaz 
ne  sont  pas  parfaits,  à  des  disoontinnités  en  p  qui  ne  sont  pas  li'0|)  fortes  (§  3). 
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D'ailleurs  cl.,  est  déterminé,  puisqu'il  est  égal  à  a,.  Les  trois  équations 
(4i),  (/|2),(.'i3)  ne  contiennent  donc  que  deux  inconnues.  Il  n"\  a 
aucune  raison  pour  quelles  soient  compatibles. 

26.  On  est  donc  forcément  conduit  à  supposer  que  la  quasi-onde 
fait  entrer  le  gaz  dans  la  région  de  combinaison.  Cela  oblige  à  partir 
de  (/|o)  au  lieu  de  (4i)  et  supprime  (4'-i)-  L*?»  relations  (4o)  et  (4'^) 
restent  pour  déterminer  p^  et  T^  et,  par  suite,  la  vitesse  de  Tonde  peut 

se  calculer,  en  fonction,  il  est  vrai,  de  -^■ 
'  '  fit 

A  pfiori  d'ailleurs,  il  n'y  aucune  impossibilité  à  ce  que  (4o)  soit 
vérifié.  Pour  les  gaz  parfaits  '^  (  ;j  —  -r  d^  )  ^^t  plus  grand  que 
hp  JhzLj^,  ivi,.,ig    Ip   tçj.„,e  ?\  fàp  _  r^  dp\r^  parfaitement 

être  négatif. 

Nous  nous  trouvons  ainsi  en  présence  d'une  tbéorie  assez  complète 
de  l'onde  explosive,  puisque  nous  pouvons  calculer  la  vitesse  de  cette 
onde.  Mais  il  faut  insister  ici  sur  deux  caractères  de  cette  théorie. 

Calculons  une  discontinuité  qui,  se  propageant  dans  le  mélange 
H^-h  O  pris  dans  un  état  homogène  à  la  température  T|=  2^3  -hio", 
aurait  une  vitesse  de  2820'"  par  seconde,  comme  l'onde  explosive.  On 
trouve  (pi'il  faut  que  p^^  5,  Sap,,  T.,^iy(î3".  En  unités  C.G..S.,  le 

terme —j-  ^ — '—  (qui  se  réduit,  puisque  p,  = /-,   a—  — — —    ,  vaut 

'"  ?2  Pi  ?l       ?2  Pi       / 

donc   -.())  X  10'"   et   le   terme  ^  (  ^-  -  ^  '^)  vaut  48, /|  x  10'". 

Pour  (lue  (fo)  soit  vérifié,  il  faut  que  le  terme  ^  (  ~  —  —  'lù]  -t^ 
'       •      ■'  I  i-\()oi.,        c\   01,/   doi 

~dt 
soit  prépondérant. 

De  là  tieux  conséquences  inqjorlantes  : 

I"  Comme  certainement -p  est  très  liiand  en  arrière  du  front  de 

oi  ^ 

l'onde,  il  faut  (pie  yj  o-  soit  lui-même  très  grand.  C'est  dire  que  la 
théorie  est  bien  d'accord  avec  le  fait  d'expérience  que  l'onde  explosive 
ne  s'observe  que  dans  les  mélanges  dont  la  réaction  est  très  rapide, 
llemanpions  toutefois  qu'elle  ne  suppose  pas  la  réaction  si  rapide  qu'il 
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y  ait  lieu  d'en  venir  aux  hypothèses  qui  servent  de  définition  aux  corps 
à  réactioit  vive. 

1°  La  vitesse  de  l'onde  dépend  beaucoup  de  -~  ■  ilclle  conséquence 

de  la  théorie  lui  est  tout  à  fait  défavorable,  car  elle  paraît  contraire  à 
l'expérience.  La  vitesse  mesurée  pour  l'onde  explosive  a  toujours  été 
la  même  quel  que  soit  le  mode  de  mise  de  feu,  c'est-à-dire  quelle  que 
soit  la  manière  dont  les  gaz  se  détendenten  arrière  du  front  de  l'onde. 
Elle  a  été  la  même  aussi  (')  que  l'allumage  ait  été  fait  à  une  extré- 
mité ouverte,  à  une  extrémité  fermée,  ou  au  milieu  d'un  tube.  Cette 

indifférence  des  conditions  aux  limites  semble  bien  montrer  nue  -r-^  ne 

'       ot 

doit  pas  jouer  un  grand  rôle  dans  l'expression  de  la  vitesse. 

C'est  là  une  des  raisons  qui  donneront,  nous  l'espérons,  quelque 

intérêt  à   une  seconde  interprétation   de  l'onde  explosive  que  nous 

développerons  au  paragraphe  suivant. 

27.  Nous  avons  implicitement  supposé,  dans  l'exposé  qui  précède, 
que  le  corps  n'était  pas  à  réaction  vive.  C'est  que,  en  effet,  les  hypo- 
thèses relatives  aux  corps  à  réaction  vive  ne  sont  pas  compatibles  avec 
l'idée  développée  dans  ce  paragraphe. 

Tout  d'abord  nous  admettons  que,  pour  les  corps  à  réaction  vive, 
le  point  représentatif  de  leur  état  ne  séjourne  jamais  dans  la  région 
de  combinaison  et  qu'il  est  rappelé  instantanément  sur  la  surface  (a) 
par  la  violence  de  la  réaction.  Dans  ces  conditions,  si  nous  voulons 
imaginer  une  quasi-onde  de  choc  où  a  ne  varie  pas,  ce  qui  est  la  base 
de  notre  interprétation  actuelle,  nous  sommes  obligés  de  supposer  que 
la  quasi-onde  porte  sinqilement  le  gaz  à  sa  température  d'inllamma- 
tion  et  nous  nous  heurlojis  alors  à  la  difficulté  signalée  à  la  fin  du 
n"  24. 

Il  y  a  d'ailleurs  d'autres  difficultés.  Comme  la  surface  (r/)  est  très 
probablement  atteinte  en  un  point  de  la  zone  Ae,  comme  le  mouve- 
ment en  arrière  de  l'onde  est  très  probablement  adiabatique,  la  com- 
bustion doit  sans  doute  se  faire,  par  nos  hypothèses,  non  pas  suivant  la 
loi  de  M.  Duliem,  mais  bien  instantanément,  avec  variation  subite  de  a, 

(')   Bkrtiiki.ot,  De  la  fnrcf  (les  inaticrcs  f:rplosi\cs.  p.  \'i'\. 
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ce  qui  e?t  contraire  à  l'hypollièse  (juc  a  reste  constant  clans  la  (piasi- 
onde.  Imaginons  nième  que  la  zone  A  t  n'existe  pas  et  que  le  gaz  Inùle 
en  arrière  de  Tonde  en  restant  sur  la  surface  s  =  o.  On  retombe 
alors  sur  les  difficultés  du  n"  2o,  connue  on  va  le  voir. 

En  efTet,  le  corps  étant  à  réaction  rive,  si  Ton  vi-ul  exprimer  par  (35) 
la  constance  de  la  vitesse  de  l'onde,  il  est  évident,  le  mouvement  en 
arrière  de  l'onde  étant  supposé  adiabatique,  qu'il  faut  mettre  à  la  place 

de  f  -r-  )  l'expression  qui  est  au  second  membre  de  [(2/1)  H].  On  écrira 

donc,  à  la  place  de  (4  1), 


m 


Pi?2  Pi  —  Pi  _  P2I  àpi       r-ç,,  dp^       /dp-,       /a.  dpi\    ^''  àT,         '  dp.,    I 


Ce  n'est  pas  que,  rigoureusement  parlant,  il  y  ait  une  différence  quel- 
conque entre  ce  cas  et  celui  où  nous  avons  écrit  l'équation  (4i).  Si, 
en  arrière  du  front  de  l'onde,  le  point  représentatif  de  l'état  du  fluide 
était  rigoureusement  situé  sur  la  surface  o"  =  o  et  si  nous  voulions 
exprimer  la  constance  rigoureuse  de  la  vitesse,  ce  serait  (4i)  qu'il 
faudrait  écrire  encore  ici.  Mais  en  arrière  du  front,  le  fluide  n'est  pas 
rigoureusement  sur  la  surface  o-  =  o,  il  est  simplement  au  voisinage. 
Quand  les  courbes  d'égale  vitesse  de  réaction  ne  sont  pas  très  resser- 
rées auprès  de  cette  surface,  cela  suffit  pour  que  (4o)  se  transforme 
en  (4i).  Il  n'en  est  pas  de. même  dans  le  cas  des  corps  à  réaction  vive, 
où  un  faible  éloignement  de  la  surface  g  ^^  o  donne  une  grande  valeur 

à  -r-'  c'est-à-dire  à  'rig  de  l'équation  {\o).  C'est  pour  cela  qu'il  faut  ici 

écrire  (44)  (,')• 

D'ailleurs  les  formules  (42)  et  (43)  subsistent,  a,  est  déterminé  et 
égal  à  a,.  On  a  alors  trois  équations  (42),  (43),  (41)  pour  deux  incon- 
nues po  et  T.j.  lîii-n  ne  dit  qu'elles  soient  compatibles. 

En  résumé  donc,  il  ne  faut  pas  songer  à  employer,  dans  l'inlerpi-é- 


(')  Nous  avons  déjà  présenté  des  considéiiilions  analogues  dans  le  n"  22  du 
Cliapitre  II. 
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lai  ion  (lue  nous  venons  de  donner  de  l'onde  explosive,  les  hypothèses 
qui  servent  de  définition  aux  corps  à  réaction  vive. 

§  5.  —  L'onde  explosive.  Deuxième  interprétation  ('). 

Exposé  de  la  théorie.  —  28.  Nous  supposerons  que  la  quasi-onde 
de  choc  qui  constitue  Tonde  explosive  est  telle  que  le  gaz  y  est,  non 
seulement  porté  à  sa  température  d'inflammation,  mais  encore  brûlé 
d'une  façon  notable. 

Il  faut  pour  cela  que  la  vitesse  de  la  réaction  soit  assez  grande  pour 
que  la  variable  chimicjue  varie  d'une  quantité  finie  à  la  traversée  de  la 
quasi-onde.  Il  semble  bien  que  ce  soit  l'idée  que  se  sont  faite  du  phé- 
nomène les  expérimentateurs  qui  l'ont  découvert.  Les  calculs  de 
M.  Berthelot  supposent  implicitement  une  combustion  complète  et 
presque  instantanée,  et  M.  Vieille,  cherchant  à  estimer  cjuelle  varia- 
tion brusque  de  pression  serait  nécessaire  pour  donner  à  une  onde  de 
choc  une  vitesse  égale  à  celle  d'une  onde  ex|)losive,  fait  dans  cette 
variation  deux  parts,  dont  l'une  est  due  à  la  réaction  même.  «  La 
réaction  décuplant  la  pression  initiale,  dit-il,  il  suffit  que  l'étincelle  ou 
l'amorce  initiale  ait  porté  le  mélange  tonnant  à  une  pression  de  4''^ 
avant  la  réaction  pour  que  le  phénomène  s'amorce  d'emblée  (-)  ». 
Cette  idée  d'une  vitesse  de  réaction  très  grande  est  d'ailleurs  bien 
d'accord  avec  le  fait  que  l'onde  explosive  n'a  été  observée  que  dans  les 
mélanges  très  violents,  et  ce  n'est  pas  la  première  fois  que,  dans  la 
théorie  des  explosions,  on  suppose  celles-ci  instantanées. 

Cette  hypothèse  se  rattache  naturellement  à  notre  conception  des 

corps  à  réaction  vive.  Dans  la  quasi-onde,  où  le  gaz  brûle,  -y-  est  très 

grand  en  valeur  absolue.  Il  faut,  bien  entendu,  qu'il  remplisse  certaines 
conditions  pour  que  la  combustion  se  fasse  elTcctivemenl,  car  il  faut 
que  le  point  représentatif  ne  pénètre  pas  dans  la  région  des  faux 
écjuilibres  (I,  8).  Supposons  (pi'il  en  soit  ainsi.  Alors  de  deux  choses 


(')  Sur  l'onde  explosive  {Comptes  rendus  des  séances  de   V Académie  des 
Sciences,  ii  juillcl  1904  et  i3  mars  iijoS). 
(')   ViFii.i.E,  lov.  cit..  |i.  arjg. 
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ruiie  :  ou  l)ioii  le  poiul  rcpréseiilalif  roslc  sur  la  surface  g  =  o,  ou 
l)icn  il  priKiic  à  rintérieur  (I,  H).  Dans  le  premior  cas,  la  variation 
finie  do  c  cl  T,  qui  se  produil  dans  la  quasi-onde,  entraîne  forcément 
une  variation  finie  de  a  :  sans  cela,  en  cflet,  l'équation  g  =  o  cl  la  loi 
de  llu^oniot  délenuineraient  les  deux  inconnues  p.,  et  T,,  d'où  la 
conclusion,  inadmissible,  qu'une  seule  discontinuité,  bien  déterminée, 
pourrait  se  propager  dans  le  fluide.  Dans  le  second  cas,  a  fortiori 

a.  varie-t-il  d'une  quantité    finie   puistpie  —  est  plus   grand  dans  ce 

second  cas  que  dans  le  premier. 

En  arrière  de  l'onde  et  juste  au  front,  Télat  s^,  a^,  T^  vérifie  toujours 


(4') 


^(f.a.T,): 


Crest  évident  si,  pendant  la  conihuslion  (jui  sest  |)roduite  dans  la 
quasi-onde,  le  poinl  représentatif  n'a  pas  quitté  la  surface  (a).  Dans 
le  cas  contraire,  nous  sommes  logiquement  conduits  à  cette  hypothèse 


Fig. 


par  notre  conception  des  corps  à  réaction  vi\e,  aux  termes  d(^  la(|uelle 
le  ])oinl  représentatif  ne  peut  séjourner  un  temps  ap[)réeial)le  dans  la 
région  de  combinaison;  la  réaction  rpii  s'est  produite  dans  la  ijuasi- 
onde  est  alors  représentée  par  une  courbe  telle  (jue  Mi\. 

Peut-être  trouvera-l-on  que  la  conception  des  réactions  Instantanées 
n'est  pas  très  bien  d'accord  avec  les  résultats  fournis  au\  e\|)éiiinen- 
tateurs  par  la  méliiode  du  refroidissement  bruscjue.  Mais  nous  ferons 
remarquer  que  le  refroidissement  l)rus(pi(',  cniploM'  seul,  ua  jamais 
mis  en  évidence  de  bien  fortes  dissociations  dans  les  mélanges  suscep- 
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tibles  de  donner  Tonde  explosive.  Si  donc  la  totalité  de  la  réaction  n'est 
pas  pratiquement  instantanée  dans  ces  mélanges,  il  n'est  nullement 
contraire  à  Texpérience  d'admettre  que  la  plus  grande  partie  Test. 
Une  théorie  admettant  une  instantanéité  totale  est  donc  légitime  en 
première  approximation.  \ous  reviendrons  d'ailleurs  là-dessus  (i^). 

29.  Dans  l'onde  exjjlosive,  nous  avons  donc  variation  brusque  de  p, 
a,  T.  Nous  avons  déjà  t'ait  remarquer  que  la  variation  de  a  ne  consti- 
tuait pas  un  obstacle  à  l'application  des  formules  du  paragraphe  1. 
Nous  devons  donc  écrire  en  particulier  la  loi  d'Hugoniot, 

(4(i)  (/^.-f-/->.)(p,-F.)+2p.p,(U,-U,)=o. 

50.  Exprimons  enfin,  au  moyen  de  (35),  que  l'onde  se  propage 
sans  altération. 

L'état  du  fluide  en  arriére  de  Tonde  est  un  étal  de  faux  l'quilibre 
limite.  La  situation  est  donc  analogue  à  celle  du  n"  2o,  sauf  les  deux 
différences  suivantes. 

Tout  d'abord  nous  pouvons  très  bien  admettre  ([ue,  en  airière  de 
Tonde,  le  point  représentatif  de  l'état  du  fluide  pénètre  dans  la  région 
des  faux  équilibres.  Dans  le  n"  2o  nous  ne  le  pouvions  pas,  parce  que 
cela  aurait  supprime  tout  phénomène  chimique,  donc  toute  onde 
explosive;  il  n'en  est  pas  de  même  dans  notre  interprétation  actuelle 
où  la  réaction  s'est  produite  dans  la  quasi-onde.  Imaginons  donc  qu'il 
en  soit  ainsi;  le  mouvement  2  est  alors  un  mouvement  sans  variation 

de  a,  et  la  vitesse  qu'il  faut  mettre  à  la  place  de  t  i/ (  -yr  )   dans  (35), 

c'est  la  vitesse  du  son  calculée  pai-  la  formule  de  Laplace.  (35)  de- 
vient alors 

C'est  exactement  la  formule  (4'))  '"''^'s  ^'^^  ^^'^  nc^l  affectée  d'aucune 
impossibililè,  parce  que  la  variation  de  a  qui  s'est  produite  dans  Tonde 
interdit  d'invocjuer  les  résultats  du  paragraphe  3. 

La  seconde  différence  avec  le  w"  %\  est  relative  au  cas  où,  dans  le 
mouvement  2,  le  gaz  continui'  à  lirùler.  Nous  supposons  toujours  ce 
mouvement  adiabatirjue.  Nous  partons  d'ailleurs  d'un  [)oint  ^{fig.  i'\) 

Journ.  de  Afal/i.  (')•  série),  loiiic  II.  —  Fasc.  I,  igoO.  "J 


5o 


(47') 


silué  sur  lair  i\i,  el  y^>  qiioicjuo  olanl  sans  tloiih-  liés  grand,  n'csl  [)as 

énorme  comme  dans  l'onde  de  clioc.  Dès  lorsfl,  8),  le  i;az  conlinne 
à  brûler  suivaul  la  loi  de  M.  Dulimi,  ii  il  l'aiil.  innimc  au  n"  *11  d 
sous  le  bénéfice  .des  mêmes  rcmai(|U('s,  écrire  {-'y^)  sons  la  l'orme 

r'^"  -  _ ,.  'Ml 


ô:i. 


,rv 


5i.   Va\  résumé,  noire  inlerprélalion  de  l'onde  explosive  s'exprime 

dV 
par  les  é((ualions  suivantes  qui  pcrmellenl  d'en  calculer  la  vitesse  -j-: 

(/,G)  (/^, +/>.)(>. -pO+"-ip.P.(tî.-   U,)=o, 

et  eiilin  une  é(pialion  (|ui  sécrll 

//n  \  ('^V  —  hîl  P^  —  P^  —  Û  ('}£}  _  'Ih  'l£l\ 

OU  bien 

0^  _  ,   ()£2 


dl  )  /•'     p,-?, 


•:,    (ÏW 


d^.. 


c,    ()T. 


suivant  qu'en  arriére  de  Fonde  le  t^az  s'i'leinl  on  conlinne  à  brûler. 

Celle  ibéorie  donne  lien  à  Irois  reniar(|nes  : 

1"  Il  peni  ariixer  (jne  le  point  i\  1^//:,'.  1  '|  )  se  trouve  en  une  r(''i;ion 
de  la  surface  ((t)  on  celle-ci  est  confondue  avec  la  surface  des  écpii- 
libres  véritables.  La  ibéorie  subsiste,  seuliMucnt  i,'' =  o  est  l'éqvnition 
de  cette  dernière  surface,  el  le  i;az  brûle  derrièic  Tonde  en  snivani  la 
loi  de  la  dissociation. 

•i"    Par    le    l'ail    (pie  (4-^)  est  V(''ri(ii''    dans   le   nn)n\('menl    <pii    snll 

dP 
l'onde,  il  n'y  a  pas,  pour -p- .  d  autre  iuom'u  d  èlre  eiHislanl  que  celui 

qui  résulte  de  la  constance  de  p.j,  a.,    To  sur  le  front.   La  réserve  du 
n"  14  ne  joue  pas  ici. 

3°  Dans   les  <len\  li\  |)t)lbèses  (pii   donueiil,    lune   Tc'Mpialion  (47)) 
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raulio  l\'i|uation  (47')>  on  peut  rabonnor  oomino  au  n"  17.  car  les 
raisoiuitMiuMits  de  ce  numéro  <onl  valables  toutes  les  fois  que.  dans  le 
inouveuuMit  2.  la  pression  d'un  élément  bien  déterminé  varie  en  ins- 
tant fonction  de  sa  seule  densité.  Or  celte  condition  est  remplie  dans 
les  luouveinonts  adiabatiquos  se  faisant  suivant  la  loi  de  M.  Duhem. 

Rôle  de  la  réaction  chimique  pour  entretenir  la  discontinuité.  — 
."•J*.  Nous  savons  que,  lorsqu'il  ne  se  produit  aucun»"  combustion 
dans  la  quasi-onde,  {4J)  est  impossible.  \ous  verrons,  par  le  calcul 
nunicrique  direct,  qu'il  n'en  est  plus  de  même  dans  le  cas  contraire. 
On  peut  montrer,  dès  maintenant,  que  les  raisons  qui  déterminaient 
tout  à  l'heure  cette  impossibilité  ne  subsistent  plus  ici.  Nous  avons 
rattaché  ladite  impossibilité  à  la  nécessité,  pour  l'entropie,  de  croîti-e 
à  la  traversée  de  la  quasi-onde.  Ktudions  de  même  ici  la  variation  de 
l'entropie.  Soit  tty^,  a.  s)  l'énei^srie  interne  spécitique  considérée  comme 
fonction  de  p.  a,  *•.  On  a 

et  la  loi  adiabatique  d'Hui^oniot  s'écrit 
L'équation  [1  u)'),  1  j  peut  aussi  s'écrire 


l-K' 


'^'•T,l- 


■l  étant  ce  que  devient  3  quand  on  y  remplace  T  par  sa  valeur  en  0, 
a.  *,  et  étant  par  couséipieut  /^<-i-(////*pour  toutes  les  valeurs  j>ositi\es 

et  nulles  de  -y-' 
al 

Immédiatement  en  arrièi-e  de  l'onde,  nous  savons  que  le  lluide  est 

dans  un  état  de  faux  équilibre  limite;  l'écjuation  (\^)  s'écrit 

l49*  y^  =  r'.ps-  ^i^'  ■'''i"  ^^^  =  T*s?2'  2tj.  A"j  ), 

cl  Y  est  tiégatif. 

Nous  n'avons  pas  en  vue  ici  une  théorie  irénérale  :  nous  voulons 
seulement   moutiei-  la  possibilité  de  1  équation  ^'17^   Nous  pouvons 
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donc  lions  placer  dans  nn  cas  simple  pour  facilili'r  les  raisniincnienls. 
iNous  supposerons  quimmédialeineiil  avanl  1  oiule,  le  gaz  est  aussi 
dans  un  élat  de  faux  érjudibre  liniilc,  de  sorte  que  {%)  est  vérifiée 
avec  les  indices  i . 

Les  équations  (48)  el  (49)  définissent  .Vj  et  Oo  en  fonction  de  a^,  cl 
l'on  remarquera  qiu',  pour  "j..,^  a,,  on  a 

Donc 


^/  £"'«=«>=- «.)il). 


Nous  (idiin-lloiis  (jii' il  r.st  //riu's.stiirr  que  s.^  —  .y,  soit  positif. 
Comme  a^  —  a,  est  déjà  posilil'.  il  l'aiil  (pie  (  -j^  \     le  soit  aussi. 

Mais  plaçons-nous  dans  le  ras  d' une  disconliinnlè  non  trop  foi-lr. 
Alors  ( -7-^  )     a  le  siafne  de  -^  calcuh'  pour  la  \aleur  limite  a.,.  Calcu- 

dSn  .      ■ 

Ions  ce  -7-=-  en  dérivant  (48)  par  rapport  à  a,.  On  trouve 

à?i  r-     Pj— p,  /        P5Pi        d%„ 


\    os,  pi  p.;     âs-ij  doio  t/ï2  PiPi     0^2         \'' 


La  discontinuité  n'étant  pas  très  forte,  '-p-  a  le  sii-ne  de  — — —>  et, 
comme  a^  —  a,  >  o,  on  peut  écrire 

\  pip.,      as.,  I  (t'Ji,  di-i  p,p2      (iïo  ^     -  ^ 

IVj  repi'csciile  la  \ilessr  du  sou  (  iilcidi-c  en  sii|)|)osant  (pic  a  ne  joiu; 
pas. 

La  discoiiliiiuiti'  iiélani  pas  Iroii  forte,  le  coeliiciciit  de  V^  est  00- 

sitif.  Il  faiil  doue  (pi('  le  second  UM'inluc  de  liMpiation  précédeiile  soit 

positif.   (  )r  il   cDiilii'iil    un   tenue  csscnlii'licmcnl  positif  —  :•  ^  cl, 

[lar  suite,  Vj.,  et  D  peuvent  a\oir  (Uilre  eux  une  relation  de  grandeur 
absolument  quelconque.  Donc  M.,  peut  élre  égal  à  D,  ce  qui  est  néces- 
saire pour  ré(piation  (47);  il  pf'iit  être  aussi  égal  ou  supérieur,  ce  qui 
est  nécessaire,  suivant  les  cas,  pour  l'équation  (47)- 

(^)uoi(pi('    non    l'iilièrement   générales,  ces   considérations  snfdseiil 
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j)oui'  montrer  qu  il  n  y  a  aucune  absurdité  à  écrire  (-47).  Lentropie 
spéciticjue  doit  croître  à  la  traversée  de  la  cjuasi-onde.  Ici,  c'est  la 
réaction  chimique  iriéi'cisible  qui  développe  le  travail  non  com- 
pensé nécessaire  à  la  réalisation  de  cette  condition.  C'est  dans  ce 
sens  qu'on  peut  dire,  avec  M.  Vieille  ('),  que  la  réaction  chimique 
entretient  la  discontinuité  à  l'état  de  régime.  Il  est  intéressant  de 
remarquer  qu'il  s'ai^it  d'une  question  d'entropie  et  non  d'énergie. 

Vérifications  approximatives.  —  53.  Xous  allons  tenter  de  véri- 
fier numériquement  la  théorie  exprimée  par  les  formules  (  45),  (46), 
(47),  (47)-  L'ignorance  où  nous  sommes  de  la  forme  de  l'équation 
g  ^  o  nous  oblige  à  nous  contenter  d'une  vérification  approchée. 
Nous  admettrons,  à  titre  de  première  approximation,  qu'en  arrière  de 
l'onde  la  dissociation  est  sensiblement  négligeable,  c'est-à-dire  que 
la  combustion  est  complète  dans  la  quasi-onde,,  ou  encore  qu'on  peut 
remplacer  (45  )  par 

(5o)  ao  =  i. 

Nous  savons  [I,  (  (î  )]  que  la  surface  des  équilibres  véritables,  si  on 
la  coupe  par  des  plans  p  =  const.,  donne  des  courbes  s'abaissant  du 
côté  des  T  croissants.  Si  l'on  a  affaire  à  un  mélange  de  gaz  parfaits, 
on  peut  même  démontrer  que  cette  surface  part,  pour  T  =  o,  de  la 
valeur  a  ^  1  et  présente  en  ce  point  un  contact  d'ordre  infini  avec  le 
plan  a  =  I .  Nous  ne  considérerons  ce  résultat  que  comme  une  indica- 
tion sur  l'allure  de  la  surface  (V)  d'énergie  dissipée  :  on  peut  regarder 
comme  probable  que  (V)  reste  pendant  longtemps  très  voisine  du 
plan  HH'  d'équation  a  =  1  (fig.  i5).  Pour  pouvoir  remplacer  (4iJ) 
par  aj  =  I,  il  faut  admettre  en  outre  que  la  surface  (a)  des  faux  équi- 
libres limites  vient  sensiblement  se  confondre  avec  (^  )  quand  celle-ci 
est  encore  très  voisine  du  \àa\\  HH'.  Cette  hypothèse  reçoit  d  ailleurs 
ipithjue  probabilité  des  expériences  de  M.  Pélabon  sur  l'acide  sulfliy- 
drique  (-).  Nous  admettons  donc  finalement  qu'en  arrière  de  l'onde, 


(')  Vieille,  Ioc.  vil..  \).  .'.58. 

(-)  Pélabon,  Comptes  rendus,  t.  C.XXIN  ,  1897,  p.  68G. 
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JUSTE  AT   FHONT,  l'ÉTVÏ  DU  FLUIDE  EST  REPRÉSENTE  PAR  UN  POINT  \  ENCORE 

TRÈS  VOISIN  DE  IIH'. 

Fis.  i5. 


En  ce  [)oint  N,  la  surface  (a)  a  donc  un  plan  tangent  sensiblement 
parallèle  au  plan  des  p,  T.  Donc 


à, 
dT 


et,  par  suite,  les  <''(piations  (47)  <-*t  (47)  se  confondent  et  il  ne  reste 
pas  d'ambiguïté  pour  savoir  lacpielle  des  deux  convient. 

Nous  supposons  que  nous  avons  affaire  à  des  gaz  parfaits,  obéissant 
aux  lois  de  Mariotte,  de  Gay-Lussac  et  de  Joule,  mais  dont  les  elia- 
leurs  spéciliques, indépendantes  de  p,  varient  avec  la  tenipéralure  sui- 
vant les  formules  de  MM.  Mallard  et  Le  Clialdier.  i{aj)pelous  (|ue  ces 
formules  sont  les  suivantes  :  la  capacité  calorifique  à  rohani'  constant 
V  est  exprimée  en  petites  calories  par  degré  centigrade  et  par  molé- 
cule de  gaz.  La  molécule  est  la  masse  du  gaz  (ou  du  mélange  de  gaz) 
qui  occupe,  dans  les  conditions  normales  de  lempéralure  et  de  pres- 
sion, un  volume  de  22  '\-io""'  (')  : 


de  (»,  A/.,  H,  eu,  IICII, 

vapeur  de  H-O 

GO^ 


,5  4- 

1 

->■ 

r 

1000 

,5  -1- 

5 

8 

T 

1000 

,5  + 

7 

'1 

T 

1000 

(')  C'est  sous  la  forme  adoptée  ici  que  M.  Le  (^halelier  donne  ces  formules 
dans  son  Enseignement  de  lEcole  des  Mines  {voir  Damour,  Le  cliauffage  indus- 
1/ ici  et  les  foui  s  à  gaz.  1898.  p.  10). 
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l'our  introduire  ces  valeurs  clans  nos  formules  théoriques,  il  ne 
faut  pas  oublier  que  celles-ci  supposent  les  quantités  de  chaleur  expri- 
mées en  unités  dynamiques.  Il  y  a  donc  à  faire  un  changement  d'unités, 
d'ailleurs  facile. 

Soient  rar  la  masse  moléculaire,  c'est-à-dire  la  masse  de  la  molécule  de 
gaz,  R  une  constante,  la  même  pour  tous  les  gaz.  On  a,  puisqu'il 
s'agit  de  gaz  parfaits. 


P  = 


RpT  ^  _  m  ^P    -'^ 


Prenons  une  masse  M  de  gaz.  La  réaction  chimique  fait  varier  le 
nombre  des  molécules  qu'elle  contient;  elle  le  fait  passer  de  A,  à  A.,. 
Ainsi,  pour  le  mélange  H--1-0,  si  la  combustion  est  complète, 
A,  ^  1 , 5,  Aj :=  I .  On  a  d'ailleurs 

A,rar,  =  AjCT^.  =  M. 
L'équation  (4'')  s'écrit  alors 

R(?,-p.)(/M?.T.  +  A-,?,T,)-^:>.p,p,M(U,-U,)  =  o. 

Considérons  un  état  i'  du  mélange  dans  lequel  la  composition  chi- 
mique serait  la  même  que  dans  l'état  •>.,  mais  où  la  densité  et  la  tem- 
pérature seraient  p,  et  T,.  Soit  U',  l'énergie  interne  spécifique  dans 
cet  état.  On  a  identiquement 

MU,  -  MU,  =  -  (MU,  -  MU;,)  +  MU,  -  MU;. 

Or  MU,  —  Ml j  [,  est  le  pouvoir  calorijic/uc  du  mélange  M  à  volume 
constant  et  à  la  température  T, .  Désignons-le  par  ML. 

Les  états  2'  et  2  diffèrent  par  la  densité;  mais  U,  pour  les  gaz  par 
faits,  ne  dépend  pas  de  la  densité.  Donc  MU,  —  MU'^  vaut 


M 


f\^dï. 
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On  peut  donc  écrire  notre  équation 

K(?.  -  PÔ  (/'.  ?.  T,  -t-  A-.p.T,)  -  2p,  p,  ML  +  2p,  p,\l  (^' c,  ./T  =  o. 

Posons  ^  =  [x.  Tl  vient 

?i 

(5i)  M  f'''c,dT  =  ML  -+-  ÎJ(,uL  -  i)  (a-,T,  +  ^). 

(^uant  aux  relations  ( '17)  elles  donnent  d'abord 

Elles  donnent  ensuite  la  vitesse  de  l'onde  -^-  D'ailleurs,  pour  se 

placer  dans  des  conditions  expérimentales,  il  faut,  rappelons-le,  sup- 
poser que  lélal  initial  est  précisément  lélat  i,  formules  ('.8),  et 
faire  /•:=  p,.  On  a  alors,  pour  la  vitesse  de  Fonde  explosive  à  com|)arer 
avec  la  vitesse  observée, 

/'n'\-       .,  H/,./r.,  /       A.R 

Les  équations  (5o),  (^i),  (52),  (53)  résument  l'expression  appro- 

cJièe  de  notre  théorie.  Toutes  les  quantités  alTectées  de  l'indice  i  étant 

f/P 
connues,  elles  permettent  de  calculer  u,  1\,  a.,  -t--  (a,  est  d'ailleurs 

égal  à  I .) 

Le  meilleur  moyen  de  les  résoudre  est  de  calculer  T.,  par  (5i)  en 

négligeant  provisoirement  le  terme  -  ([j.  —  i)  (A^T^  -\ ^ — '  )'  géné- 
ralement faible.  On  calcule  alors  une  première  valeur  de  y.  par  (52). 
(]ette  équation  est  du  second  degré  et  a  deux  solutions  ;  il  faut  prendre 

la  racine  su[)érieure  à  i  ;  en  efl'et,  (  -tt  )    doit  être  positif,  donc  p.,  —  p, 


cl  po — p,  doivent  être  de  même  signe;  comme  p.^  est  certainement 
supérieur  à  />,,  il  faut  que  p„  le  soit  à  p,.  La  première  valeur  de  ij.  ainsi 
calculée  permet  de  corriger  l'équation  (5i)  ipii  donne  !"_,.  On  peut 
procéder  ainsi  par  tâtonnements  successifs. 
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5i.  Les  deux  Tableaux  suivants  résument  les  calculs  que  nous  avons 
effectués  pour  20  mélanges. 

Le  premier  renferme  les  données  relatives  à  charpie  exemple  :  dans 
la  colonne  i  un  numéro  d'ordre;  dans  la  colonne  2  la  composition  du 
mélange  initial  ;  dans  la  colonne  3  la  température  initiale  ;  dans  la 
colonne  4  la  réaction  que  nous  avons  supposée  se  produire  dans  le 
mélange  (il  y  a  là,  pour  certains  cas,  une  véritable  hypothèse  dans  le 
choix  de  laquelle  nous  avons  été  guidés,  en  général,  par  les  idées  de 
Dixon);  dans  les  colonnes  5,  6,  7,  8,  9  les  constantes  numériques  rela- 
tives à  cette  réaction. 

Le  second  Tableau  rappelle,  dans  les  colonnes  i,  2,  3,  les  données 
principales  de  chaque  cas.  Les  colonnes  4,  5,  ^i  7  donnent  les  valeurs 

de  T,,  a,  — ,  -;-  obtenues  par  le  calcul.  La  colonne  8  donne  les  vitesses 

de  Tonde  explosive  obtenues  par  les  expérimentateurs  signalés  dans  la 
colonne  9. 

On  peut  voir  que  Taccord  entre  les  vitesses  calculées  et  les  vitesses 
observées  est  satisfaisant. 


M 

çrandp> 

.NuDicr 

u^.            Mrlan;.'  inilial. 

T,  -  273. 

Rcaclion. 

srammo. 

.     «,. 

t.. 

calorirs. 

Olt^rrTaliuns. 

I. 
!.. 

2. 
H=  +  0 

3. 
10  ' 

4. 
H=  — 0  =  H'0 

5. 

iS 

6. 

i 

58 

3.. 

H'-^O 

IDO" 

H  =  -^0  =  H=0 

i.'^ 

■  [5 

1 

58,  oS 

ir  +  o-i-JH 

10" 

H=-1-0  =  H-0 

23 

4 

3.5 

58 

4.. 

H=-l-0-T-5Az 

10° 

H'-i-0  =  H-0 

88 

4 

3.5 

58 

5.. 

H'-^0h-50 

lO" 

H'-i-0  =  H=0 

9« 

4 

3,5 

58       1 

Itcactions 

C. 

.     C0-!-0-4-humidilé 

10° 

CO-!-0  =  CO= 

44.33 

i,5i8 

1.018 

68       ( 

avec  contraclion 

7. . 

.     CO  +  O-i-Luniidiu- 

33» 

CO-i-0  =  CO- 

4.3.066 

1,58; 

1.0S7 

as 

8.. 

CO-^H'-t-0= 

10» 

C0  4-H=-!-0=  =  C0=  +  H=0 

62 

3 

2 

126 

9.. 

C"H=-l-30= 

10» 

C=H=^50  =  2CO=-!-H=0 

122 

4 

3,5 

307 

10.. 

C=H=  — ioO= 

"•• 

C'H'-;-.50  =  2CO=^-H=0 

346 

■' 

10,5 

307 

11.. 

C=H--0= 

K,° 

C=H=  +  0=  =  2CO+H= 

58 

2 

3 

■  ■3 

lî.. 

C'-\z'--i-0- 

IO« 

C'Az' -^0-=->CO-f-Az- 

84 

2 

3 

ii(j 

lU-aclions 

13.. 

C^Az'-t-O--^- >A7.= 

10" 

C^^7.--rO•=2CO-^-.Vz= 

.40 

4 

5 

126 

arec  dilalation. 

14.. 

CH'-t-0= 

.0' 

CH'  +  0=  =  CO-f-H=0-  H' 

48 

2 

3 

67 . 5 

1 

15.. 

C-.Kz'-  +  :!0- 

10" 

C-.\z=4-2  0-  =  2C0^-+-.Az= 

116 

3 

3 

■.•6  ■ 

j 

Ifi.. 
17.. 
18.. 
19.. 

CH'-^30= 
CH'-^^0= 

H  +  Cl 
H-(-CI-^H= 

z 

CH'-i-20=  =  C0^  +  2H=0 

Cll'-^-20=  =  C0'-i-2H'0 

H  H^  Cl  =  MCI 

H  +  CI  =  HC1 

80 

.44 

36,5 
.ÎS..-> 

3 
5 

2 

3 
5 

I 
2 

.93.5 
■  g3,5 

22 

32 

'         Kéacliuns 
'      sans  variation 
[       de,  volume. 

20.. 

\z-Uh-H= 

p.» 

Az^O    -H-  =  Az=-f-IPO 

46 

2 

2 

79,  G 

1 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  tome  II.  —  Fasc.  I,  1906 
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Tableau 

II 

1. 

Rcsi 

illats  (lu  cati-u 

il 

Viiossc 
obsprtêo 

Vitesse 

ih. 

(  mètres 

(  mètres 

T,. 

[i. 

l'i 

par  srronde 1 

.    par  seconde). 

Olisorvaleurs 

4. 
3906 

■.879 

6. 
,7,5 

2629 

8. 

(    2810 

i   2831 

Hcilhcl.it  Cl  V 
Dixon. 

icillc 

3981 

1.864 

■N9 

26.5 

2790 

Dixon. 

•iôgG 

'•79 

A. A 

3526 

353o 

Dixoi, 

s.îgfi 

')7!l 

,4.1 

■798 

1822 

Dixon. 

2396 

'  w9 

■4.1 

,692 

1707 

Dixon. 

38.Î2 

■  ,887 

,7,2 

166', 

1676 

Dixon. 

3,48 

1,88 

■  5,6 

,669 

173s 

Dixon. 

3900 

i,S8i 

17,3 

1984 

1  2008 
*   2>43 

Hcrlliclol  et  Vi 
Dixon. 

Icillc. 

4890 

>.<)' 

28,8 

2 1 20 

2220 

Le  Clialclicr. 

356o 

,,84 

22,0 

,858 

,85o 

Le  Clialclicr. 

5570 

,,84 

54.5 

309 1 

296, 

Dixon. 

5q6o 

,,83, 

58.2 

2645 

272S 

Dixon. 

4244 

1,8 

.33.7 

22,4 

3,66 

Dixon. 

3o.io 

,,835 

2y,8 

'■'177 

2528 

Dixon. 

5i5o 

■•9'4 

34.8 

2075 

\  219Ô 

\    232, 

Bertlielol  et  Vi 
Dixon. 

ieille. 

40.S0 

1 .904 

■■'7i4 

2220 

(    22S7 
(     2332 

lîcrlhelol  et  \  i 
Dixon. 

icillc. 

3570 

1,86 

23,4 

2,39 

3  1 66 

Dixnn. 

3S8o 

,,787 

2 '1,5 

,85, 

'7-9 

Dixon. 

2400 

,,73 

■4.7 

2000 

iSj') 

D.xon. 

3933 

1,865 

25,9 

235o 

\  2284 
(   23o5 

licrlhclol  cl  Vi 
Di.xon. 

icillc. 

1 IP-J-0 

2 H=  +  0  , 

3 H=-f-0-l-5H 

4 H=  +  04-5Az 

5 H^  +  0-+-50 

G C0-*-0 -h  humidité 

7 CO-i-0-(- humidité 

8 CO  +  H=  +  0- 

9 C=H=-i-3  0= 

10 C=H=+ioO- 

11 C=H'-i-0= 

12 C^\z»  +  0' 

13 C\z-  +  0-+'iKz^ 

14 .  CH'  +  0= 

15 C:.\z--1-20^ 

IG ,..  CH»  +  20' 

17 CH'  +  40= 

18 Il -4- Cl 

19 H  +  Cl  H- II-' 

20 .\z=0-t-ir 

5i».  On  voit  que  les  températures  ï^  sont  parfois  fort  élevées.  Ce 
fait  diminue  certainement  la  valeur  démonstrative  de  la  comparaison 
qui  précède  entre  la  théorie  et  re.xpérience,  car  il  légitime  de  sérieuses 
objections  aux  hypothèses  fondamentales  qui  servent  de  hase  à  nos 
calculs  et  qui  sont  : 

i"  L'hypothèse  (pie  les  chaleurs  spécifiques  de  M. M.  .Vlallard  el  Le 
Chalelier  sont  valables  jusqu'à  la  température  1%; 

y."  Celle  tjue  la  dissociation  est  néiflioeable. 

Il  y  a  d'ailleurs  deux  sortes  de  dissociations,  dcu.v  csiièces  de  |ilii''- 
nomèncs  d"(''i|iiilii)ie  (pii  peuvent  iiiler%enir.  Tout  dahonl  la  léaclion 
même,  mentionnée  dans  la  colonne  '\  du  premier  Tableau,  peut  être 
limitée  par  la  réaction  inverse;  ainsi,  pour  le  mélaiij^e  9,  la  réaction 
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peut  limiter  la  réaction 

C^H-+50  =  2CO^  +  H^O; 

c'est  la  dissociation  primaire.  En  outre,  il  peut  se  produire  des  phé- 
nomènes de  dissociation  secondaire;  par  exemple,  dans  le  cas  que 
nous  venons  de  citer,  l'acide  carboni(pie  produit  peut  se  décomposer 
en  CO  +  O.  Quand  nous  parlons  de  l'influence  de  la  dissociation, 
nous  avons  en  vue  aussi  bien  la  secondaire  que  la  primaire;  pour 
certains  cas,  d'ailleurs,  les  deux  se  confondent. 

Comme  conséquence  de  la  critique  ci-dessus,  il  faut,  dans  nos  Ta- 
bleaux, attacher  principalement  de  l'importance  aux  cas  pour  lesquels 
To  n'est  pas  trop  fort.  Pour  les  exemples  3,  4,  5,  10,  14,  17,  19,  il  ne 
dépasse  pas  3600°  et  l'on  peut  remarquer  que  la  vérification  numérique 
y  est  particulièrement  favorable,  sauf  pour  le  mélange  19  dont  nous 
parlerons  (oui  à  l'heure.  Il  est  vrai  qu'elle  serait  très  mauvaise  si,  au 
lieu  de  nous  reporter  aux  expériences  de  M.  Dixon,  nous  considérions 
celles  de  MM.  Berthelot  et  Vieille.  Ces  savants  ont  en  effet  toujours 
trouvé,  lorsque  les  mélanges  explosifs  étaient  dilués  dans  des  gaz  iner- 
tes, comme  c'est  le  cas  pour  3,  4,  .5,  10,  17,  19,  des  vitesses  beaucoup 
plus  faibles  que  celles  qu'a  mesurées  M.  Dixon.  Mais  M.  Dixon  a  expli- 
tjué  pourquoi  ses  prédécesseurs  ont  dû  obtenir  des  nombres  trop  petits. 
La  dilution  dans  des  gaz  inertes  rend  probablement  la  réaction  plus 
paresseuse,  et  il  est  permis  de  se  demander  si,  dans  ces  conditions,  les 
mesures  de  MM.  Berthelot  et  Vieille  n'ont  pas  porté  sur  la  période 
d'établissement  de  l'onde  explosive  plutôt  que  sur  l'onde  explosive 
elle-même. 

L'exception  que  présente  le  mélange  19,  dans  cette  .série  à  tempéra- 
ture de  combustion  relativement  faible,  s'explique  par  la  grande  faci- 
lité de  la  dissociation  de  H  Cl  et  par  le  fait  que  les  chaleurs  spécifiques 
de  ce  gaz  aux  hautes  températures  sont  mal  connues.  L'acide  carbo- 
nique présente  les  mêmes  caractères.  C'est  pourquoi  les  exemples  les 
plus  importants  de  la  série  sont  3,  4,  5,  14  où  les  gaz  brûlés  ne  con- 
tiennent ni  H  Cl  ni  CO".  Or  ils  sont  parmi  les  plus  satisfaisants. 

Examinons  maintenant  les  cas  où  Tj  dépasse  !^6oo". 

Naturellement,  le  mélange  18,  (pii  (hjniie  un  gaz  très  facilement  dis- 
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sociable,  ne  fournit  pas  une  bonne  vériliralioii.  lui  somme  cet  exemple 
a  fort  peu  de  poids. 

Pour  le  mélange  CO  4- O,  MM.  lirrliielol  cl  ^  icille  ont  liouvé 
1089".  M.  Dixon  estime  ce  nombre  trop  l'aiijle.  D'après  ce  savanl,  la 
combustion  de  CO  +  O  pour  CO-  se  ferai!  (litïicilcmenl  eu  Tabsence 
de  vapeur  d'eau;  MM.  Berthelol  et  Vieille,  avant  opéré  sur  des  gaz 
secs,  se  seraient  trouvés  en  présence  d'une  explosion  incomplète.  Pour 
vérifier  ses  idées,  M.  Dixon  a  opéré  sur  des  gaz  saturés  d'humidité  et 
a  trouvé,  en  efiet,  des  vitesses  bien  plus  grandes;  le  maximum  17^8  a 
été  obtenu  en  saturant  le  mélange  à  35".  Un  autre  fait  semble  bien 
prouver  que  MM.  Berthelot  et  Vieille  n'ont  pas  observé  dans  ce  cas  la 
véritable  onde  explosive.  M.  Le  Chatelier  a  trouvé,  avec  CO  +  O, 
une  vitesse  de  1900  ('),  par  un  procédé  d'expérimentation  moins 
précis,  il  est  vrai,  que  celui  de  MM.  Berlbelol,  Vieille  ou  Dixon.  Aussi 
avons-nous  adopté  la  manière  de  voir  de  M.  Dixon  et  ajouté  de  l'bumi- 
dité  au  mélange  CO  -f-  O.  Nous  pensons  que  c'est  l'exemple  7  et  non 
l'exemple  6  qui  doit  servir  de  comparaison  entre  la  théorie  et  l'expé- 
rience; dans  le  mélange  6  la  quantité  de  vapeur  d'eau  n'est  sans  doute 
pas  encore  assez  forte  pour  que  l'expérience  puisse  être  considérée 
comme  ayant  donné  la  véritable  onde  explosive. 

Ces  exemj)les  6  et  7  donnent  naturellement  de  l'acide  carbonique  dans 
les  gaz  brûlés.  Jl  en  est  de  même  des  mélanges  8,  9,  15,  16.  On  peut 
craindre  pour  eux  une  assez  forte  dissociation  secondaire  (se  confondant 
d'ailleurs  pour  certains  avec  la  primaire)  ainsi  ({ue  de  sérieuses  erreurs 
du  fait  de  l'emploi  des  formules  de  MM.  Mallard  et  Le  Chatelier. 

Toutefois  deux  circonstances  tendent  à  diminuer  rinllueruc  de  la 
dissociation  de  CO*. 

Tout  d'abord  cette  dissociation,  auginiiiliint  le  volume  du  gaz,  est 
empêchée  par  les  fortes  pressions;  or  la  pression  p.,  est  relativement 
élevée,  elle  est  presque  toujours  deux  lois  environ  ce  qu'elle  serait  si  le 
mélange  détonait  en  vase  clos. 

En  second  lieu,  si  même  celte  dissociation  se  produit,  v\U'  pntl  ne 
pas  avoir  une  grande  influence  sur  la  vitesse,  car,  si  ell(>  diminue  le 
pouvoir  calorifique  ML,  elle  augmente  li.,  et  diminue  les  ehaleins  spé- 

(')  ijoiiiptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  l.  C\\\,  j).  i-.'ib. 
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ciliques  des  gaz  brûlés  aux  Iiaulcs  températures.  Faisons  par  exemple 
le  calcul  des  mélanges  9,  15,  16  eu  supposant  une  dissociation  totale 
de  CO-,  c'est-à-dire  en  admettant  les  réaction  suivantes  : 

Mélange     9 C-IP  +  50  =  2CO  +  O^H- H^O, 

»         13 C'Az'-h2  0''=2C0  +  (r--hAy-\ 

16 CH'     -t-202=CO    -h  O  +2  11^0. 

On  trouve  respectivement 

Mélange     9     2820     au  lieu  de  2120     le  cliiflre  expériuienlal  élaul  2220 

)>  15     236  [  M  207")  »  »  2821  (Dixon). 

»  16     22/J4  »  2'220  »  »  2322  (Dixon). 

Les  diftérences  avec  les  nombres  obtenus  dans  le  Tableau  do  la  page  58 
ne  sont  en  somme  pas  énormes;  pour  l'exemple  16  la  dillérence  est  né- 
gligeable. 

M.  Dixon  estime  que  ce  sont,  en  effet,  les  trois  réactions 

(?H^'+  50  =  2CO  -h  O^  -f-  H^O, 
C- Az^  -F  2O-  =  2CO  +  O-  +  Az% 
CH'  +  2  O-  =  CO    +0  +2  H-  (  ) 

qui  se  produisent  dans  l'onde  explosive  des  cas  9,  15,  16.  On  voit  que, 
pour  9  et  16  au  moins,  il  est  à  peu  près  indiflérent,  pour  notre  vérifi- 
cation, d'admettre  une  combustion  à  l'état  de  CO  ou  à  l'état  de  CO'-.  Si 
nous  avons  admis,  dans  notre  Tableau,  une  combustion  complète  du 
carbone,  c'est  que  celte  hypotbèse  nous  parait  plus  en  rap[)orl  avec  le 
fait  que  le  mélange  (JO  +  O  est  susceptible  de  donner  lui-même  l'onde 
explosive;  on  remarquera  que  la  combustion  du  formène  donne  d'elle- 
même  la  vapeur  d'eau  nécessaire,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  liaul,  à 
la  combustion  de  CO.  Pour  le  mélange  15,  il  n'y  a  pas  de  vapeur 
d'eau;  aussi  ne  serions-nous  pas  étonnés  qu'il  fallût  donner  ici  raison  à 
M.  Dixon;  nous  trouvons  même  que  nos  résultats  nuniéi'iques  sont 
favorables  à  sa  manière  de  voir.  Comparons,  en  effet,  les  mélanges  12, 
1)5,  15,  celui-ci  étant  traité  avec  l'bypotbèse  de  M.  Dixon;  les  vitesses 
calculées,  2G45,  221 4,  236 1  donnent  une  série  bien  d'accord  avec  les 
nombres  expérimentaux  de  ce  savant  2728,  2166,  aSai. 

Quant  à  l'emploi  des  formules  de  MM.  Mallard  et  Le  Cbatolier, 
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nous  ne  serions  pas  surpris  qu'il  donnât  pour  CO*  une  croissance  trop 
rapide  de  la  chaleur  spécifique  avec  la  température.  Cela  expliquerait 
que  nous  trouvions,  lorsqu'il  y  a  de  l'acide  carbonique  dans  les  gaz 
brûlés,  des  nombres  généralement  inférieurs  aux  nombres  observés. 

Les  mélanges  1 1,  12,  13  donnent  des  températures  très  élevées,  mais 
des  gaz  relativement  peu  dissociables  et  dont  les  chaleurs  spécifiques 
sont  assez  bien  déterminées.  Nous  ne  savons  rien  sur  la  dissociation 
primaire;  mais  c'est  déjà  quelque  chose  que  de  ne  pas  avoir  à  craindre 
de  dissociation  secondaire  (il  est  bien  évident  qu'il  n'y  a  pas  à  tenir 
compte  de  la  réaction  2CO  =  CO-  -l-  G  insensible  aux  hautes  tempéra- 
tures) (*)  et  de  pouvoir  assez  bien  compter  sur  les  valeurs  des  cha- 
leurs spécifiques.  De  là  sans  doute  le  succès  suffisant  des  vérifications 
malgré  les  hautes  températures  atteintes. 

Les  mélanges  1,  2,  20  donnent  des  T^  élevés  et  de  la  vapeur  d'eau 
dans  les  gaz  brûlés.  La  vapeur  d'eau  peut  passer  pour  difficilement 
dissociable.  Sa  dissociation  d'ailleurs  est  empêchée  par  les  fortes  pres- 
sions. Ainsi  pensons-nous  que  les  exemples  1 ,  2,  20  ont  assez  de  poids. 
Nous  ne  serions  pas  surpris  que  les  formules  de  Mallard  et  Le  Chate- 
lier  donnassent,  pour  H-()  comme  pour  CO-,  une  croissance  trop  ra- 
pide de  la  chaleur  spécifique  avec  la  température.  Cela  expliquerait  la 
faiblesse  des  nombres  2629  et  26i5,  obtenus  dans  les  exemples  1  et  2, 
et  cela  ne  sérail  nullement  en  désaccord  avec  le  résultat  obtenu  pour 
l'exemple  20.  Dans  ce  dernier,  en  effet,  la  réaction  se  fait  sans  variation 
de  volume;  si  la  forte  pression  atteinte  peut  empêcher  la  dissociation 
secondaire  de  H-0,  elle  n'a  pas  d'iniluence  sur  la  dissociation  pri- 
maire, hupielle  pourrait  expliquer  pourquoi  le  nombre  calculé  aurait, 
surtout  avec  des  chaleurs  spécifiques  plus  faibles,  une  tendance  à  être 
tro|)  fort. 

Influence  de  la  dissociation  primaire.  —  5B.  il  ne  faut  pas  oublier 
(pie  l'expression  exacte  de  la  théorie  que  nous  développons  ici  est 
donnée  par  (/iï),  (/|G),  (/17),  (47')-  Cette  théorie  tient  parfaitement 
compte  des  pliénomènes  de  dissociation  et,  si  nous  les  avons  sup[)0sés 


(')  BouDOL'ARD,  Recherches  sur  les  équilibres  chimiques  (  Thèse  de  doctorat, 
1901). 
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négligeables  dans  les  n"*"  35 -3o,  c'est  uniqiieincnl.  jioiir  |)ouvoir 
efTectuer  des  vérifioations  numériques.  Pour  se  rendre  coin|)le,  au 
moins  dans  une  cerlaine  mesure,  de  la  portée  de  ces  vérifications,  on 
peut  faire  des  calculs  intéressants.  Nous  en  avons  déjà  fait  trois  pour 
estimer  le  rôle  de  la  dissociation  secondaire  dans  les  mélanges  9,  15 
et  16;  en  voici  maintenant  f[ui  se  rapportent  à  rinllucnce  de  la  disso- 
ciation primaire. 

Au  lieu  de  remplacer  (1))  [)ar  a.  =  i,  remplaçons-la  par 

ao  =  une  valeur  aihiti'aire  plus  petite  ((uc  i. 

Cela  revient  à  admettre  qu'il  faut  remplacer  la  figure  i  ">  par  la  li- 
gure i6,  le  point  N,   représentatif  de  l'état  du  lltiifle  en  arriére  de 


l'onde,  étant  assez  loin  du  plan  IIH',  Sujiposons  en  outre  (pic  le  mou- 
vement 2  soit  tel  que  le  poi.nt  représentatif  pénètre,  a  partir  de  ^', 

DANS   LA   RÉGION    DES    FAUX   ÉQUILIBRES,    DE   TELLE    SORTE    QUE    CE    SOIT   EN- 
CORE  ('17)  qu'il  FAILLE  ÉCRIRE   ICI. 

Dans  ces  conditions,  nous  retombons,  pour  les  gaz  parfaits,  sur  les 
équations  (5i),  (5m),  (j3),  avec  cette  seule  dilTérence  (pie  Mi^  et 
Mcj,  qui  sont  foiiclions  de  a.^,  ont  des  valeurs  numériques  dillerentes 
faciles  à  calculer  dailleuis. 

Nous  avons  fait  des  calculs  de  ce  genre  pour  les  mélanges  H"  -;-  O 
et  H  +  Cl  -I-  H%  la  temjiérature  T,  étant  izHS"  et  a.  étant  pris  ai'l)i- 
Irairement  égal  à  o,<).  iSous  avons  lroii\('-  : 


lH+0 38'w 

Il  4-  Cl  H-  11' 'MM 


1,87 

'  '7' 


:>.64(i 


Si  Ton  compare  ces  valeiiis  (l(^s  vitesses  avec  ci'lles  ilii    lableau  de 
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la  pairo  -)8,  on  est  frappé  de  loiir  [)i()\iiiiili'.  Pour  H--(-(_)  notamiiiciU, 
il  ii"\  a  (pif  17'"  de  dillérence  et  nous  n'avons  certes  pas  la  prétention 
d'olitenir  par  la  lliéorie  la  vitesse  de  l'onde  explosive  avec  une  sem- 
blable approximation;  l'incerliludc  cpii  réj;iie  sur  les  doniiéfs  \)\\y- 
siques  (chaleurs  spécifiques,  pouvoir  caloriti(pie)  ne  le  pennel  certai- 
nement pas.  Nous  attachons  une  assez  grande  importance  à  ce  résultat. 
Il  nous  parait  prouver  que  l'objection  relative  à  la  dissociation,  sur 
lacpiclle  nous  avons  insisté  dans  le  n"  5o,  est  peut-être  moins  forte 
qu'elle  ne  paraît  d'abord.  Pour  c.\pli(juer  que  nos  vérifications  numé- 
riques réussissent,  nous  ne  sommes  pas  obligés  d'admelUe  que  la  dis- 
sociation est  nulle,  ce  qui  serait  certainement  contraire;  aux  faits  ('). 
Nous  voyons  qu'elle  peut  être  assez  notable  sans  niodilier  beaucoup 
les  résultats  de  nos  calculs  et  nous  sommes,  jiiMf/ a' à  un  rcrhiin  point, 
autorisés  à  dire  non  pas  qu'il  faut  admettre  que,  dans  le  phéno- 
mène de  l'onde  explosive,  les  réactions  sont  complètes,  mais  bien 
qu'on  peut  calculer  la  vitesse,  en  première  (ippro.iimatiun,  comme 
s'il  en  était  ainsi. 

Il  est  possible  que  cette  circonstance  soit  due  à  ce  tpie  les  formules 
de  M  VI.  Mallard  et  Le  Chatelier  groupent  ensemble  deux  phénomènes, 
la  dissociation  et  la  variation  des  chaleurs  spécifiques  avec  la  tempé- 
ralurc,  aucpiel  cas,  en  les  employant,  nous  tiendrions  déjà  compte, 
dans  une  mesure  d'ailleurs  difficile  à  préciser,  de  la  dissociation. 

Il  est  intéressant  de  remarquer  <pie,  pour  lexplosion 

H=+0  =  H=0, 

nous  trouvons  une  vitesse  légèremenl  |ilus  forle  avec  une  combustion 
incomplète  qu'avec  une  combustion  conqilèle.   Cela  provient  de  ce 

que,  sj  ML  est  abaissé,  par  contre  h.  et  1  +  ^^  sont  augmentés,  et  la 

ca|»a(ilé  eal()rili(|ue  des  gaz  l)rùl<''s  aux  liaules  li'iiqiéralun'-  esl  dimi- 
nuée. Nous  ne  serions  pas  étonnés  que  le  léger  accroissement  de  vi- 
tesse indiqué  par  le  calcul  ne  fût  qu'une  apparence  due  au  fait  que  les 
formules  de  MM.  Mallard  et  Le  Chatelier  tiennent  déjà  un  peu  compte 

(')  \'oir  DixoN,  toc.  cil.,  p.  i43,  i4*'>,  '-i/-  Api'o*  '«  passage  de  l'oiule  e\|>lii- 
sive  dans  H-  4-  O,  il  resle  1  pour  100  de  gaz  loniianl  non  coiid'iiié. 
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delà  dissociation  et,  par  suite,  donnent  jjour  la  elialenr  s[)éeirK|ue  de 
H-O  une  croissance  trop  rapide  a%ec  T.  Kn  tout  cas,  le  sens  de  la  va- 
riation de  vitesse  se  renverse  coinplètenient  quand  on  fait  diminuer 
encore  Ko.  Pour  a,  =  o,5,  on  trouve  204 1'". 

Pour  le  mélange  H  4- Cl -l- H-,  où  la  dissociation  ne  fait  pas 
varier  A^,  et  où  elle  augmente  les  chaleurs  spécifiques  au\  hautes  tem- 
pératures, on  observe,  dès  la  valeur  a^  =^0,9,  un  abaissement  sensible 
de  la  vitesse  dû  à  la  dissociation.  C'est  là  très piobablement  l'ejfet  h; 
plus  général  de  ce  phénomène. 

Nous  devons  dire,  à  propos  du  mélange  H  -i-  (".1  4-  H-,  que  la  cha- 
leur spécifique  du  chlore  est  mal  connue.  Tout  ce  qu'on  sait,  c'est 
qu'elle  varie  assez  vite  avec  la  température.  Faute  de  données  pré- 
cises, nous  avons  admis  qu'elle  était  donnée  par  la  même  formule  que 
celle  de  l'acide  carbonique  ('  ).  Le  nombre  obtenu  pour  la  vitesse, 
i8(J4,  est  remar({uablement  voisin  du  nombre  expérimental  et  les 
conditions  de  température  et  de  combinaison  (T2=2i5o,  a^^o,;)) 
sont  assez  bien  d'accord  avec  ce  que  MM.  Mallard  et  Le  Chalelier 
disent  de  la  dissociation  de  l'acide  clilorliydri(jue  (-). 

57*.  A  partir  du  moment  où  l'on  suppose  une  dissociation  notable, 
le  choix  que  nous  avons  fait  dans  ce  qui  précède  de  l'écjuation  ('17),  à 
l'exclusion  complète  de  ( I?')?  est  sujet  à  critiques.  On  remarquera 
en  passant  que  ces  critiques  sont  à  présenter  déjà  à  propos  des  calculs 
faits  au  n"  5o  sur  la  dissociation  secondaire  de  C(3-  dans  les  exemples 
9,  15  et  16.  \e  pourrait-on  pas  se  passer  de  cette  hypothèse  que  le 
mouvement  2  fait  pénétrer  le  point  représentatif  dans  la  région  des 
faux  équilibres  ? 

Dans  l'ignorance  où  nous  sommes  sur  la  forme  de  la  fonction  g, 
nous  ne  sommes  parvenus  qu'à  la  remplacer  par  la  suivante  :  Aux 

TEMPÉRATURES  OÙ  EST  PORTÉ  LE  GAZ  EN  ARRIÉRE  DE  l'oNDE,  LES  DEUX 
SURFACES  DES  FAUX  ÉQUILIURES  LIMITES  SONT  SENSIBLEMENT  CONFONDUES 
AVEC    CELLE    DES    ÉQUILIBRES    NRAIS. 

Dès  lors,  la  figure  i5  devient  la  figure  17;  la  région  des  faux  é(jui- 


^')   Voir  iMai.i.akd  c-l  Lk  Chatki.iir,  toc.  cit..  p.  "iij,  ")r2  et  553. 
C)  Ibid.,  p.  537. 

Jouin.  lie  Molli    (li-  série),  tiuiic  II.  —  hiisc.  I,  lyoli. 
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libres  esl  n'-duitc  à  rien;  par  la  délinitioii  iiièine  des  corps  à  réaction 
vive,  le  point  représentatif  ne  pent,  dans  le  mouvement  2,  pénétrer 
dans  la  réjjion  de  combinaison  ou  de  décomj)Osilion  en  s'éloignant 
sensiblement  de  la  surface  des  faux  é(piililiics  limites;  par  conséquent, 


que  le  ^az  se  eomprime  ou  se  dilate,  ce  point  va  rester  sur  la  surface 
des  ccpiilibres  vrais  et  brûler  suivant  la  loi  de  la  dissociation  (11,1 1). 

Nous    ADMETTRONS    ALORS   LA  THEORIE   DE   LA   DISSOCIATION    DES   MÉLANGES 

GAZEix  DE  HoRTSMANN  ET  GiBBS,  moyennant  quoi  la  foiuiion  u;  scra> 
conimc. 

Pour  ne  pas  nous  encombrer  d'une  f;énéralité  inutile,  nous  considé- 
rerons le  cas  où  la  réaction  chimique  est  la  formation  d'un  gaz  G,,  de 
masse  moléculaire  ct„  par  la  combinaison  de  deux  gaz  G^  et  fî^.  de 
masses  moléculaires  ctj  et  gî,,.  La  formule  de  la  réaction  sera 

A4  molécules  de  G/,  -I-  A,,  molécules  de  G<.  =  A„  molécules  de  G^. 
Considérons  une  masse  M  formée  de  A^cTi  de  G^  et  /v.nr,.  de  G,., 

1/état  de  combinaison  du  mélange  peut  être  défini  en  disant  (pi'il  s'est 
formé  "ka'^-i  molécules  de  (i„,  a.  (Haut  com|)ris  entre  o  et  i.  \a\  théorie 
des  mélanges  gazeux  apprend  que  le  potentiel  interne  de  la  masse  M  à 
la  température  To  et  sous  la  densité  ç>.,  esl 


M^ 
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L'équalion  (à^)  s'ol^lieiit  en  (''"aliint  à  zéro  -r^- 

MO'l  -,  f;     /^r  liT,  ,  A,,7i.2'^a'\ 

6/3t.>  "    1^         "  \  -  i;;^  1      -  M  J 

-  â,î;7,  I  //,(  A  .)  +  ■—  Lf . M J 

4-  IVl'ol  A,,  —  A,,  -  A,.}  =  o. 
Posons 


Ij'équalion  précédente  prend  la  lornie 

(54)  ¥{11,  ao,  T.)  +  in\(A„-  K,,  —  \:)Lp,  =  o, 

les  coefficients  de  la  fonclion  F  ne  dépendant  pas  de  p...  (5/|)  rem- 
place (4  j)- 

(46)  se  transforme,  comme  au  n"  .">.">,  en 

(55)  M  r'\',r/'r  =  ML  +  ^(t^-  -  i)(A/r,4-  ^j, 

seulement,  ici,  r^  l't  \.  sont  des  l'oiiclions  de  a.. 

(^ue  devient  mainlcnanl  (  'i"')'.'   On  a  évidemment 

/,.,  =  A„a.,  +  /v,(i  --  y...  )  +  /.,.(!  —  a.,)  ; 

M   X/,CT/,  +  À, m,. 


c.=  -iÇî[A,,a,n,,,K^+Mi-a,)r5,l,^  +  A.,(i--a,)aT,.K-^-^J 
=  j^|\,'>'-.r^»'-«  +  >v,n  -  a,)rrr/,r/, +  >.,.(  1  —  y.,)m,c,\; 

=  ^[X,tTTjJ„-A,r;i,lî,-/vnT,Jl,.|, 
U  étant  réiierj;ic  interne  sp(''cili(|ne 
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Dès  lors  le  dernier  nieiubrc  de  réqualion  {.'\-' )  |)eul  séciire,  loul 
calcul  fait,  en  faisant  /•=p,  et  en  se  rappelant  que,  pour  les  états 

dV'rpiiiibre,  le  coefficient  calorifique  /•«  vaut  -^, 

[fur  '^"-^'"-^r      ^  f^V  1 

UT.,/-.,/  kj\\  \      -  M Me,  <ja,  / 


ou  encore 


RT,/,-,/^^/.-,R 


M      V  Me, 


en  désignant  par  S  le  terme  correctif  (pii  différencie  cette  expression 
de  celle  qui  se  trouve  au  dernier  membre  de  (-'17).  L'équation  (47) 
s'écrit  donc 

Rp.To       Rp|T, 
,.,.  /d\'\-  m,  TH,  .,  RT.,/,-,/     ,    A-oRX 

(^^      [ut)  =^    '0,-?, —  =  t^-T!-i'+M^j-^- 

Les  relations  (54);  (-^5),  (;)())  conipremient  cpiatre  équations  qui 

permettent  de  déterminer  a,  ïo,  a^,  -j--  Comme  elles  sont  très  coni- 

pli(|uées  à  résoudre,  nous  emploierons  la  méthode  suivante  pour  en 

tirer  parti.  i\ous  commencerons  par  négliger  le  terme  E  et  par  prendre 

arbitrairement  la  valeur  de  y..,.  Nous  serons  ainsi  ramenés  aux  calculs 

du  n"  ,">(>.  Cela  étant,  nous  calculerons  le  terme  S  et  le  comparerons 

.,  IV1\,/-.,  /         /.-..R^ 

au  terme  ix- — ^^    i  -+-  rf — 

M     V         .Mcj^ 

O'tte  méthode  suivie  pour  le  mélange  H"  +  O  nous  a  donné  les 

résultats  suivants,  en  unités  C.G.S., 

«.  =  0,9,        F-ivr"(,''*~Âf^j^7Xi«    '  a  =  .iXio% 

,ivr„/,.,  /       Â„R\      ....         ,„        „  -   .     » 

a,=  o,o,         (x-^^(^i  + j^j=0,.iT  Xio'",         i  =  i2,,)Xio». 

C'est  dire  que  S  est  négligeable  même  avec  des  dissociations  assez  no- 
tables et  que  (47)  pf'iil  remplacer  (47')  avec  assez  d'approximation. 
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Si  la  surface  (a)  ni-  coïncide  pas  avec  la  surface  (V),  elle  cliemine 
néanmoins  très  probablement  à  son  voisinage,  avec  une  allure  ana- 
logue. Nous  pensons  donc  cjuc  le  calcul  cjue  nous  venons  de  faire  jus- 
tifie assez  bien,  même  dans  ce  cas,  l'emploi  exclusif  de  (47)  dans  nos 
vérifications  numériques. 

Il  montre  aussi,  ce  que  nous  avions  annoncé  (II,  25),  que  la  dimi- 
nution de  vitesse  du  son  que  Ton  peut  attendre,  aux  hautes  tempéra- 
tures, du  fait  de  la  réaction  chimicjue,  dans  les  corps  à  réaction  vive 
doit  être  probablement  assez  faible  et  fort  difficile  à  mettre  en  évidence 
par  l'expérience. 

Influence  de  la  pression  initiale.  —  58.  Des  expériences  ont  été 
faites  pour  rechercher  quelle  influence  la  pression  initiale  p,  exerçait 
sur  la  vitesse  de  l'onde  explosive,  la  température  T,  j-estant  cons- 
tante. MM.  Berlhelot  et  Vieille  ont  fait  varier  p,  du  simple  au  triple 
au  voisinage  de  la  pression  atmosphérique  et  ont  conclu  que,  dans 
CCS  limites,  la  vitesse  en  est  indépendante  (').  M.  Dixon  a  repris  la 
question  et  a  eu  l'heureuse  idée  d'étendre  ses  recherches  à  des  pressions 
inférieures  à  la  pression  atmosphérique.  Il  a  montré  que  la  vitesse 
augmente  en  même  temps  que  p,,  mais  qu'à  partir  d'une  certaine 
limite,  assez  peu  élevée,  l'augmentation  est  très  faible.  D'ailleurs  les 
variations  qu'il  a  obtenues  ne  sont  pas  très  grandes  et  peuvent  être 
regardées  comme  d'un  ordre  de  grandeur  différent  de  celui  de  la 
vitesse  elle-même.  Ainsi,  pour  H'-t-  O,  la  pression  variant  de  200'""' 
à  I300"""  de  mercure,  la  vitesse  varie  de  2627  à  2872  et,  à  partir 
de  I  joo""",  elle  change  peu.  Ces  résultats  expliquent  très  bien  pour- 
quoi MM.  Berthelot  et  Vieille  ont  pu  croire  à  l'indépendance  de  la 
vitesse  vis-à-vis  de  p,. 

L'accroissement  concomitant  de  la  vitesse  et  de  p,  a  été  observé  par 
M.  Dixon  aussi  bien  avec  des  mélanges,  comme  PP-i-0  ou  CO-l-O, 
(pii  brûlent  avec  contraction,  qu'avec  des  mélanges  comme  C-Az-  -hO^, 
qui  biùlent  avec  dilatation.  Le  mélange  CH'-|-20-,  où  la  réaction 
CU'  -I-  2O-  =  CO--1-  2H-O  se  fait  sans  variation  de  volume,  a  pré- 
senté aussi  le  même  phénomène,   mais  à   un  degré   moindre. 

(')  BKRTUELOr,  De  la  force  des  matières  euplosivcs.  p.  i35. 


'JO  JOL'GUET. 

Voici  (juelques  chiffres  expciiimnlaux 

H'+  O.  .  .  .     /j,  variant  de  200 à  1000 de  mercure,  la  vitesse  a  varié  de  2627  à  2872 

C'Az'+O'.     pt  »         oooàiooo  »  2536à267i  (tuhesdeS""") 

CH'+2  0'.    p,         »         5ooàiooo  »  228032819 

Faulo  de  données  expérimenlalcs  suffisantes,  il  nous  est  iin|ii)ssilile 
de  savoir  si  ces  résultats  sont  en  contradiction  ou  en  accord  avec  notre 
théorie.  Tout  ce  qu'on  peut  dire  c'est  que,  jusqu'à  plus  ample  informé, 
ils  ne  lui  sont  nullement  contraires.  Prenons  d'abord  la  théorie 
exprimée,  moyennant  certaines  hypothèses  simplificatrices,  par  (5o), 
(5i),  (52),  (53).  Ces  formules  indi(pient  que  la  vitesse  est  rigoureu- 
sement indépendante  de  p,.  En  effet  Co  et  ML  sont  indépendants  de 
la  densité,  puistpi'il  s'agit  de  gaz  parfaits,  de  sorte  que  p,  et  p.,  n'en- 
trent dans  les  écpiations  que  par  le  rapport  ij.;  les  variatinns  de  p, , 

c'est-à-dire  celles  de  /?,,  sont  sans  influence  sur^-  Nous  n'avons  pas 

à  nous  étonner  de  ce  désaccord  entre  l'expérience  et  une  théorie  sim- 
plifiée qui  n'est  qu'une  première  approximation.  Dans  le  Tableau  de 
la  page  58,  les  valeurs  expérimentales  des  vitesses  sont  celles  qui  ont 
été  obtenues  à  760""*  de  mercure.  Pour  les  valeurs  calculées,  p^  n'in- 
tervient pas. 

Considérons,  au  contraire,  la  théorie  comme  exprimée  par  (54), 
(55),  (5G)  l'I  prenons  le  cas  paiiiculici-  d'une  comhit.slion  sans- 
variation  de  volume.  Dans  ce  cas,    A„=  A/, -i-A,.  et   p,    n'entre   pas 

explicitement  dans  les  équations.  Celles-ci  doiuient  donc  un  —  indé- 
pendant de  p,,  (''est-à-dire  de  pf.  (]ette  conclusion  paiail  Iioumm'  une 
vérification  apjx'ochée  dans  le  l'ail  (pie,  pour  CH'-l-  2()-,  l'irilluence 
de  p,  est  relativement  réduite. 

Quand  la  combustion  fait  varier  le  volinne,  les  équations  (54),  (55), 
(5G)  coritifMinenl  cxplicilement  p,.  Leur  complication  rend  la  discus- 
sion difficile  :  il  y  a  tout  lieu  de  penser  toutefois  (pi'cllrs  rcrainii 
corres|)ondre  à   un    accroissement  de  p,,   un  accroisscinciit  de  a.,  et 

I    'II'  1  1       •       •  1    •  1  •     •        •        , 

7/7  'l*^""*^^  '*'  l'-'iiction  produit  une  (Mjntiaction,  une  (liniiiiulion  de  a., 

t^l  de  -jj-  (|uaiid  elle  donne  une  dilatation.  Cela  serait  contraire  a  l'ex- 


PROPAGATION  DES  REACTIONS  CHIMIQUES.  ^  1 

pc'i'icnce.  Mais  il  iio  faul  pas  oublier  que  (54)  ne  remplacent"))  que  par 
une  série  d'iiypothèses.  Avec  (45),  on  entrevoit  parfaitenicnl  la  possi- 
bilité   des   faits  observés  par  M.   Dixon.  Supposons,  ce  qui  paraît 

...  ,    ,     ,  f/l" 

être  le  cas  gênerai,  que  -7-  augmente  avec  ao;  supposons  en  outre  que 

le  frottement  chimique  dimiimc  quand  la  pression  augmente  (ce  qui 
parait  d'accord  avec  le  fait,  bien  connu  des  ingénieurs,  que  l'in- 
Jïainiiialion  dans  les  moteurs  à  gaz  se  produit  d'autant  mieux  que 
ta  compression  est  plus  forte),  de  sorte  que  les  a  de  la  surface  ^  =  0 
aillent  en  croissant  quand  p  croît;  cela  suffit  pour  rendre  compte  de 

1  augmentation  de  -j-  avec  p,  observée  dans  tous  les  cas. 

Ajoutons  aussi  que  peut-être  la  compression  diminue-t-elle  l'action 
des  parois  du  tube  où  se  fait  l'expérience;  celle-ci  a  une  iniluencc 
sensible  sur  la  vitesse  ([uand  les  tubes  sont  étroits. 

Influence  de  la  température  initiale.  —  59.  M.  Dixon  a  étudié 
l'influence  de  la  lempéralure  initiale  T,,  la  pression  p,  restant  con- 
stante. Pour  le  mélange  H- 4-  O,  la  vitesse  diminue  quand  T,  aug- 
mente. Il  ne  faut  pas  attacher  d'importance  pour  cette  question, 
croyons-nous,  aux  expériences  faites  par  M.  Dixon  sur  CO  +  O  à  des 
températures  différentes;  les  variations  de  température  n'ont  ici  pour 
but  que  de  faire  varier  la  proportion  d'humidité  contenue  dans  le 
mélange  et  avec  elle  la  vitesse  de  réaction. 

Il  est  remarquable  que  notre  théorie,  même  sous  la  forme  appro- 
chée (5o),  (5i),  (52),  (53),  retrouve  le  sens  de  variation  donné  par 
l'expérience,  comme  on  peut  le  voir  par  les  exemples  1  et  2  de  nos 
Tableaux.  Nous  nous  sommes  efforcés  de  faire  les  calculs  de  ces 
exemples  d'une  manière  aussi  comparable  que  possible,  et,  pour  tenir 
compte  de  toutes  les  circonstances,  partant  d'une  valeur  admise 
pour  ML  à  10",  nous  l'avons  corrigée  pour  100°  par  la  formule  de 
Kirchhofl'.  Il  est  bien  certain  que,  pour  trouver  dans  les  vitesses  une 
différence  de  i  /|",  nous  avons  dû  faire  nos  calculs  avec  une  préci- 
sion hors  de  proportion  avec  la  confiance  qu'on  peut  accorder  au.r 
données  expérimentales.  Mais  cette  manière  de  faire  est  parfailemrnl 
légitime  quand  on  veut  essayer  de  se  rendre  compte  du  sens  d'une 
varialion.   On  peut  penser  (sans  que  cela  soit  absolnnuMil  sûr,   bien 
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cnlciidu  )  qiio  la  siili.stitiition  des  données  exactes  aux  données  appro- 
chées ne  chanjierait  pas  ce  sens.  La  diminution  de  vitesse  indiquée  par 
le  calcul  est  plus  faible  que  celle  que  donne  l'expérience;  mais  notre 
calcul  n'est  qu'une  première  ap[)roximati()n. 

Limites  de  détonation.  —  i().  Prenons  un  mélange  explosif,  ]!■+  O 
par  exemple,  cl  diluons-le  dans  un  gaz  inerte,  l'azote  pour  fixer  les 
idées.  Quand  Az  est  en  faible  (piantilé,  sa  présence  nempèche  pas  la 
production  de  Tonde  explosive;  mais,  à  partir  dune  certaine  propor- 
tion, celle-ci  est  arrêtée.  C'est  le  phénomène  de  la  limite  de  de lona- 
lioii,  découvert  par  MM.  Bertlielol  et  Vieille.  D'après  M.  Dixou, 
dans  le  cas  de  IP  -1-  O  H-  «  Az,  la  limite  de  d(''tonation  est  au  voisinage 
de  //  =  -. 

Nous  n'avons  pu  rattacher  ce  phénomène  à  notre  théorie  avec 
toute  la  rigueur  mathématique  désirable;  mais  la  remarque  suivante, 
si  incomplète  qu'elle  soit,  nous  semble  indiquer  dans  quelle  ^()ic  il  fau- 
drait en  chercher  l'explication. 

En  calculant  par  (5o),  (5i),  (la),  (53)  la  vitesse  de  l'onde  explo- 
sive dans  le  mélange  H-  -f-  O  +  7  Az  pris  à  la  lenqiéralure 

T,  =  27 '3  -I-  10", 
on  trouve 

(57)  T.  =  2292, 

(58)  ui  =  1,765, 

(59)  yr  =  '-^^7. 

(()o)  —  =  i()09. 

Or,  cherchons  cpielle  serait  l'onde  de  choc  qui  porterait  brusque- 
ment le  mélange  de  T,  =  283"  à  la  température  dinilammalion.  Les 
expériences  de  MM.  Mallard  et  Le  Chatelier  donnent  pour  la  tempé- 
rature d'inllammation  de  II- -1- O  273°-!- 555"  et  montmit  qu'elle 
varie  peu  par  I  addition  de  gaz  inertes.  Adinctiuiis  encore  qu'elle 
varie  peu  par  la  compression,  ce  (pii  ne  peut  éli'(>  (pi'approNiuuilif. 
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.Nous  pouvons  alors  ailopler,  pour  le  problème  qui  nous  occupe  relati- 
venieut  à  H" -i-  O  +  "jAz,  le  nombre  2-3  +  555.  La  loi  adiabalicpie 
criIugonioL  permet  de  calculer  quelle  est  la  discontinuité  en  p  qui 
porte  le  lluide  à  2-'J"-|- 555".  On  trouve  que  cette  discontinuité  est 
caractérisée  par 

(6i)  a=    .'i,i4, 

((ri)  ^=i2,i3. 

Les  valeurs  (59)  et  (62)  sont  remarquablement  voisines;  elles  le 
seraient  davantage  sans  doute  si  l'on  tenait  compte,  pour  calculer  (59), 
de  la  dissociation.  Ainsi  notre  tliéorie,  appliquée  aux  mélang;es 

H-  +  0-f-/?Az 

avec  rt^7,  donne  une  onde  explosive  pour  laquelle  —  tend  à  descendre 
au-dessous  de  la  limite  (62).  Il  n'y  a  rien  d'étonnant  à  ce  qu'une  telle 
onde  explosive  ne  puisse  se  propager.  La  condition  que  —  .soit  supé- 
rieur à  la  limite  ((ri)  parait  être  une  condition  de  possibilité  du 
problème. 

Nous  ne  nous  dissimulons  pas  tout  ce  que  les  indications  précédentes 
laissent  à  désirer  au  point  de  vue  de  la  rigueur.  Dans  la  quasi-onde  Sa-, 


le  mélange  est  d'abord  porti'-  à  la  température  d'iullaïuiualion,  puis 
brûlé;  c'est  sur  la  surface  I  que  le  gaz  est  à  la  température  dinllam- 
mation.   On  pourrait  être   tenté  de  préciser  notre  interprétation  en 

Journ.  de  Math.  {(>•  siric),  t'imc  II.  —  Fasc.  I,   igoli.  '  <J 
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(lisant  :  «  Sur  ia  siirfac("  1.  la  |)re«sioii  doil  rtrc  i-2,\']  p,  et,  par  suite, 
la  pression  />.  qui  règne  sui-  S  doil  èli'e  plus  forte.  »  Ln  tel  énoncé 
sérail  inacceptable;  tout  d'abonl  la  pression  en  un  point  intérieur  à  la 
quasi-onde  n'est  pas  définie,  j)uisque  la  viscosité  joue  un  rôle  dans 
cette  partie  du  fluide;  le  serait-elle  d'ailleurs  qu'on  n'aurait  ])as  le  droit 
d'appliquer  la  loi  dllugoniol  au  calcul  de  la  pression  sur  une  surface 
intermédiaire  entre  S  et  .s. 

41.  Pour  cette  même  dernière  raison,  il  est  impossible  de  dire  que 
sur  I  la  densité  doit  avoir  la  valeur  4,  i-tpi  donnée  ])ar  (6i).  11  est  donc 
impossible  d'affirmer  que  la  densité  doit  croître,  dans  l'espace  *!,  de  p, 
"  'ij  '4?!  pour  décroître  ensuite,  dans  l'espace  iS,  de  '\,i'\p,  à  i,765p,. 
Il  n'en  est  pas  moins  vrai  qu'une  croissance  de  la  densité  suivie  d'une 
décroissance  est  possible,  et  nous  croyons  mémo  probable.  Il  n'y 
aurait  rien  d'étonnant  à  ce  que,  quand  le  mélangr  ImuIc,  il  ail  une 
tendance  à  l'expansion.  Seulement  la  pression  (et  nous  entendons  ici 
par  pression  celle  qui  s'exerce  sur  un  élément  de  surface  parallèle  à  S*) 
doit  croître  dans  toute  la  traversée  de  la  quasi-onde.  Si  les  choses  se 
passent  réellement  ainsi,  il  y  a,  dans  la  quasi-onde,  combustion  très 

rapide  avec -p  négatif.  On  remarquera  qu'une  telle   coud)uslion  est 

toute  nalui'elle  pour  les  corps  à  réaction  vive  où  le  point  t  existe 
sur  (  «j,  c'est-à-dire  pour  les  corps  ({ualifiésd'r'./y7/os//'.s-  par  M.  Duhcui. 

i2.  A  la  (jueslion  de  la  limite  de  détonation  se  ratlacbc  un  |ihéno- 
niène  observé  et  expliqué  par  M.  Le  Chatelier. 

Ueporlons-nous  à  ce  cjue  nous  avons  dit  sur  la  période  d'établisse- 
ment de  l'onde  explosive,  pendant  lacjuelle  une  flamme  suit  à  (juelcjue 
distance  une  onde  de  choc.  Etudions  ce  phénomène  poui'  un  mélange 
au  voisinage  de  la  limite  de  détonation  :  «  Dans  le  cas  de  l'oxyde  de 
carbone  et  de  l'oxygène...  ('),  l'onde  explosive  ne  prend  pas  nais- 
sance spontanément,  j)ar  consc'quenl  elle  ne  se  régénère  ])lus  ime  fois 


(')  Le  CiiATKLiFR,  Sur  le  développement  et  la  propagation  de  l'onde  explo- 
sive {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  i.  CXW,  1900, 
p.  1757). 
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éteinte.  On  peut  la  provoquer  au  moyen  d'une  amorce  de  fulminate 
de  o^,o5;  mais,  si  la  dose  de  fulminate  est  trop  forte,  o^,"^!)  par 
exemple,  on  ne  l'obtient  plus.  L'onde  comprimée  produite  par  cette 
charge  est  trop  rapide  et  ne  peut  être  suivie  par  l'onde  explosive  du 
mélange  gazeux  qui  reste  en  arrière  et  s'éteint,  par  suite  de  l'agitation 
de  la  masse  gazeuse.  » 

Nous  ne  savons  pas  très  bien  ce  qu'est  exactement  la  llamme  qui 
suit  l'onde  de  choc.  vVdmettons,  comme  nous  l'avons  dit  (n"  51,  II), 
qu'elle  est  aussi  une  onde  de  choc.  Dans  la  période  d'établissement  de 
l'onde  explosive,  l'élévation  de  pression  se  fait  en  deux  échelons,  dans 
l'onde  de  choc  préalable  et  dans  la  flamme.  Quand  le  mélange  est 
près  de  la  limite  de  détonation,  il  n'y  a  rien  d'étonnant,  d'après  ce 
qu'on  a  vu  au  n"  40,  que  le  second  échelon  soit  très  inférieur  au 
premier,  d  que,  par  suite,  sa  vitesse  soit  plus  faible  que  celle  du 
premier. 

Quant  au  fait  que  l'agitation  du  mélange  éteint  la  flamme,  il  est  très 
naturel.  Nous  avons  plusieurs  fois  insisté  sur  la  nécessité,  pour  qu'il  y 
ait  o/ide  chimique,  que  le  point  représentatif  pénètre  dans  la  région 
de  combinaison,  et(jue,  par  suite,  la  variation  de  p  i-emplisse  certaines 
conditions.  11  n'y  a  pas  à  s'étonner  si  les  alternatives  de  compression 
(i  de  dilatation  corrélatives  de  l'agitation  du  mélange  font  pénétrer 
le  point  représentatif  dans  la  région  des  faux  équilibres  et,  partant, 
éteignent  la  flamme. 


§  6.  —  Comparaison  des  diverses  interprétations  proposées 
pour  l'onde  explosive. 

i5.  Nous  allons  essayer  de  comparer  entre  elles  les  diverses  inter- 
prétations proposées  pour  l'onde  explosive. 

MM.  Berthelot  et  Vieille  (')  considèrent  Tonde  explosive  comme 
une  quasi-onde  où  la  combustion  est  totale  et  ils  estiment  que  la 
vitesse  de  l'onde  explosive  est  égale  à  la  vitesse  cinétique  moyenne 
des  molécules  dans  les  gaz  brûlés.  L'intervention,  dans  ce  problème, 

(')  Coni/Jlt's  rendus  de  l' Acadàniie  des  Sciences,  l.  XC1\',  p.  I49  ut  l.  .\C\  , 
p.  i5i. 
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de  la  ihéorio  riiu-tiquc  des  gaz  sera  considère'^  par  les  nus  oomiiie  un 
avantage,  par  les  autres,  dont  nous  sommes,  comme  un  inconvénient. 
Mais  même  les  jiremiers  devront  reconnaître,  croyons-nous,  qu'il 
subsiste,  contre  rinliTprc'talion  de  \1\1.  lîerlliridl  et  \  icille,  les  trois 
objections  suivantes  : 

1°  On  n'aperçoit  aucune  raison  pour  laqurlle  la  vitesse  de  l'onde 

explosive  doit  être  égale  à  la  vitesse  cinétique  moyenne  des  molécules. 

■?."  MM.  Berllielol  et  Vieille,  pour  calculer  la  température  des  gaz 

brûlés,  supj)osent  que  la  combustion  se  fait,  dans  la  (piasi-onde,  à 

pression  constanle,  ce  qui  parait  peu  probable. 

3°  Ils  adoptent,  pour  les  cbaleurs  spécifiques,  des  valeurs  qui  ne 
varient  pas  avec  la  température,  ce  qui  est  contraire  à  Ic-'-xpérience. 

Nous  n'estimons  donc  pas  que  les  calculs  de  MM.  Bertbelot  et 
Vieille  rendent  inutile  le  Mémoire  qui  précède.  D'ailleurs  le  succès 
partiel  des  vérifications  numériques  de  ces  savants  se  comprend  assez 
bien  dans  notre  théorie.  La  vitesse  cinétique  moyenne  des  molécules 
dans  un  gaz  parfait  est 

(63)  v'3v/S^- 

Dans  notre  théorie,  au  moins  sous  sa  forme  simplifiée  (")o  ),  (m), 
(Sa),  (53),  la  vitesse  de  l'onde  est 


V-^\/m«t.. 


i<:u 


mo 


venue,  ai  /  i  +  ^ —  vaut,  dans  nos  calculs  i ,  n,  ce  (lu    est  un 
'   \  Me.  ' 

peu  plus  grand  (pie  v'3.  D'ailleurs  l/v|  \\\  ,  esl  un  peu  |ilus  |i(iit  pour 

nous  que  ])our  M.  j^erthelot  :  en  eiTi^t,  notre  procc'dé  de  lalcul  tend 
bii'u  à  auginenlci'  '\\.  jiar  le  fail  (pir  nous  envisageons  un  inrxle  de 
cond)ustion  s|)écial,  défini  pai'  la  loi  d'ilugoniot,  au  lieu  du  mode  à 
pression  constante;  mais,  d'aulK'  paii,  '1^  <^i*'  abaissé  par  le  fait  que 
nous  tenons  conq)le  de  la  croissance  des  chalenis  spiMilicpics  avec  la 
température,  et  c'est  c^;  dernier  ell'et  (pii  reuq)oit<'.  Il  \   a  couqiensa- 

tion  suffisante  entre  l'excès  de  [jt.i  /  i  +  -^^  pai-  iap|i(>rl  à  \  3  et  Tin- 
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suffisance  de  notre  Tj  par  rapport  à  celui  de  MM.  Bcrtlielol  et  \  ieille. 

Celte  compensation  toutefois  ne  se  maintient  pas  loi'sque  les  g;az 
brûlés  ont  des  chaleurs  spécifiques  peu  variables  avec  la  température, 
ce  qui  arrive  notamment  quand  le  mélange  explosif  est  dilué  dans  des 
gaz  inertes.  M.  Dixon  a  montré  que  la  formule  de  MM.  Berthelot  et 
Vieille  donne  alors  des  nombres  trop  petits.  Or  c'est  précisément  dans 
ce  cas  seul  que  Ton  peut  considérer  bien  légitimement  la  combustion 
comme  complète  dans  la  quasi-onde  et  les  chaleurs  spécifiques  comme 
suffisamment  bien  connues. 

M.  Dixon  ('),  développant  des  idées  mises  en  avant  par  MM.  Mal- 
lard et  Le  Chatelier,  admet  lui  aussi  que  l'explosion  se  produit  très 
vite,  cest-à-dire  qu'il  regarde  Tonde  explosive  comme  une  quasi-onde 
où  la  combustion  est  complète,  et  il  prend  pour  vitesse  celle  du  son 
dans  les  gaz  brûlés.  Mais  il  prend  cette  vitesse  par  rapport  à  un  état 
initial  qui  n'est  autre  que  l'état  du  fluide  après  la  combustion, 
c'est-à-dire  quil  exprime  la  vitesse  de  l'onde  explosive  [)ar  lexpression 

-^  (  I  -+-  rj —  jRTo.  Pourquoi  la  vitesse  du  son  et  pourquoi  surluul 

cette  vitesse  rapportée  à  l'état  initial  que  nous  venons  de  dire?  Cesl 
ce  que  M.  Dixon  nexplique  pas.  Notre  théorie  montre  au  contraire 

que  —7-  est  bien  la  vitesse  du  son  dans  les  gaz  brûlés  [équation  (17) 

ou  (47)])  niais  rapportée  à  l'état  initial  qui  précède  la  quasi-onde. 
De  là  la  présence,  dans  lexpression  approchée  de  la  théorie,  du  fac- 
teur a  devant  l /t|  (  i  +  rr—  )  BTo  [équation  (53)|.  L'augmentation 

qui  en  résulte  dans  la  valeur  de  la  vitesse  doit  bien  se  retrouver 
quelque  part  dans  les  calculs  de  M.  Dixon;  et  en  effet  ce  savant  pro- 
pose, tout  à  fait  arbitrairement,  de  calculer  To  en  doublant  la  tempé- 
lature  de  combustion  obtenue  dans  l'explosion  à  volume  constant,  et, 
de  plus,  il  emploie  des  chaleurs  spécifiques  qui  ne  varient  pas  avec  la 
température. 

M.  Schuster  (-)  a  eu  le  premier  l'idée  importante  d'appliipier  au 


(')  Dixon,  toc.  cil. 
(')  Loc.  cil. 
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problème  do  l'onde  explosive  les  lois  des  ondes  de  choc.  Mais  ce  qu'il 
dit  est  assez  incomplet  au  point  de  vue  physique.  Il  ne  s'explique  pas 
très  nettement  sur  la  question  de  savoir  si  la  variable  chimicjue  varie 
ou  ne  varie  pas  à  la  traversée  de  Tonde;  il  ne  parait  jkis  avoir  connu 
la  loi  adiabalicpie  d'IIugoniot,  et  il  néglii^e  entièrement  le  côté  tlier- 
modvnainique  du  sujet.  Aussi  ne  parvient-il  pas  à  une  méthode  per- 
mettant de  calculera  priori  la  vitesse.  Tout  ce  qu'il  peut  faire  dans 
cette  voie,  c'est  de  calculer  la  vitesse  dans  les  mélanges  H-  +  O  +  5  O 
et  H--t-  O  +  5Az,  en  supposant  connue  celle  de  H-  -f-  O  4-  5H,  en 
admettant  en  outre,  arbitrairement,  que  la  discontinuité  de  la  pres- 
sion est  la  même  pour  les  trois  cas  et  que  la  densité  en  arrière  de 
l'onde  est  très  forte.  Il  est  intéressant  de  remarquer  que,  si  notre 
théorie  est  exacte  sous  sa  forme  approchée  (5o),  (5i),  (02),  (53), 
la  première  de  ces  hypothèses  est  vraie,  mais  la  seconde  fausse.  Malgré 
cela,  la  vérification  de  M.  Schuster  réussit  parce  que  son  hypothèse 
sur  la  densité  n'intervient  dans  son  calcul  que  par  le  fait  qu'elle  rend 
la  vitesse  de  l'onde  inversement  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de 

la  masse  moléculaire  y-  Or  ce  fait  est  également  vrai  dans  notre  théo- 
rie, comme  on  le  voit  par  (53). 

Les  recherches  de  M.  Duhem  (')  sont  les  premières  (jui  aient  posé 
sur  les  principes  de  la  Thermodynamique  les  bases  d'une  théorie 
rationnelle  de  la  propagation  des  explosions.  Les  formules  auxquelles 
il  parvient  dans  le  paragraphe  3  du  Chapitre  IV  du  Livre  II  de  sa  Mé- 
canique chimique  doivent  être  conservées  dans  une  théorie  complète 
de  ce  phénomène;  ce  sont  celles  des  it'^  11)  à  22  du  Chapitre  II  du 
présent  Mémoire.  Mais  ce  savant  se  trompe  (juaud  il  dit  (jue  ce  sont  là 
les  formules  de  Voncle  explosii-e.  Ainsi  (pi'il  le  fait  remarquer  lui- 
même,  sa  théorie  suppose  le  mélange,  avant  Tonde,  dans  un  état  de 
faux  équilibre  limite.  Elle  n'exphque  pas  ce  qui  se  passe  cpiand  cette 
condition  n'est  pas  réalisée,  ce  qui  est  le  cas  de  Texpérience. 

Robin,  en  reprenant  la  théorie  de  M.  Duhem  (-),  a  d'abord  mis  eu 
lumière  un  point  important  :  son  indépendance  vis-à-vis  de  certaines 


(  '  )  Loc.  cit. 

{-)   T/iermodynainif/iie  générale. 
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des  liypollièses  (|ui  lui  sorvaiont  de  Ijase;  nous  nous  soin uies  efforcés 
de  lirer  parti  de  ees  indications  dans  le  Mémoire  c{ui  précède.  Il  a  en 
outre  cherché  à  combler  la  lacune  que  nous  venons  de  sijïnaler.  Pour 
lui  Télévation  préalable  du  gaz  à  la  température  d'inllaniniation  est 
due  à  une  petite  influence  de  la  conductibilité  calorifique  (  ').  Mais, 
s'il  en  est  ainsi,  il  faut  remarquer  que  le  fluide  ne  saurait  être  consi- 
déré comme  en  repos  avant  l'ébranlement,  ainsi  que  Robin  le  suppose 
ensuite  (-)  pour  parvenir  à  sa  formule  définitive;  il  y  a  donc  là,  dans 
la  théorie  de  Robin,  une  contradiction  due  sans  doute  à  une  inadver- 
tance. D'autre  part,  il  est  fort  peu  probable  que  la  conductibilité 
puisse  avoir  l'influence  qui  lui  est  attribuée.  Les  gaz  étant  très  peu 
conducteurs,  il  paraît  bien  difficile  que  le  mouvement  de  la  chaleur  dû 
à  une  telle  cause  précède,  comme  cela  est  nécessaire,  une  onde  qui 
marche  à  plus  de  2000"  par  seconde.  Le  rôle  de  la  conductibilité  ne 
saurait  être  sensible  que  si  la  variation  de  température  est  très  grande 
sur  une  faible  étendue.  ()n  est  ainsi  conduit  assez  naturellement  à  l'idée 
de  la  discontinuité  dans  la  température  et  de  la  quasi-onde  de  choc. 
M.  \  ieille  (^)  a  vivement  insisté  sur  le  fait  que  la  théorie  de 
NL  Duhem  devait  être  complétée  par  la  considération  des  ondes  de 
choc,  chargées,  dans  sa  manière  de  voir,  de  porter  préalablement  le 
gaz  à  sa  température  d'inflammation.  M.  Duheui  a  fait  remarquer  que 
cette  manière  de  voir  n'était  pas  entièrement  nécessaire  et  qu'on  pou- 
vait supposer  que  l'onde  explosive  était  précédée  par  un  mouvement 
analytique  jusqu'à  l'infini  (').  Mais  les  expériences  de  M.  Le  Chatelier 
ont,  selon  nous,  donné  raison  à  M.  Vieille  et  montré  qu'il  fallait,  avec 
lui,  recourir  à  la  conception  de  M.  Schuster. 

44.  Les  interprétations  que  nous  avons  développées  dans  le  présent 
Mémoire  résultent  en  eflet  de  l'introduction  des  idées  de  MM .  Schuster 
et  Vieille  dans  la  théorie  des  explosions  de  M.  Duhem. 

Nous  en  avons  donné  deux  (§  4  et  §  5);  l'une  est  caractérisée  par 


(')  Loc.  cit.,  p.  207,  note. 

(-)  Loc.  cit.,  |).  Ci  1  ■?.. 

(')  Loc.  cit. 

(')  Bullelin  des  Sciences  Mathémali(jiies.  v  série,  t.  \\\'.  ic)Oi. 
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Iliypollirsi'  (|Ui'  la  comljustioii  csl  nulle  dans  la  (luasi-ondcde  clioc  ; 
l'aiilre  suppose  au  contraire  (jue  celle  conil)uslion  esl  nolable.  Mais 
toutes  les  deux  reposent  sur  les  idées  fondamentales  suivantes  : 

1°  La  vitesse  de  Idntlc  l'xplosivc  esl  constante,  ce  (pii  s'exprime  par 
la  formule  (35)  du  présent  Chapitre  pour  le  cas  des  ondes  planes. 

2°  La  loi  adiahatique  d'Hugoniots'appli(|ne  aux  lluides  où  il  y  a  une 
variable  cliimique,  même  si  cette  variable  chanj^e  à  la  traversée  de 
l'onde.  Dans  ce  dernier  cas,  elle  définit  le  inorlr  de  comhiistion  dans 
l'onde  et  monti'e  que  ce  iuud<'  n'est  ni  à  pression  ci>nst;inti\  ((inimi-  le 
supposait  M.  Bertlielot,  ni  à  \olunie  constant  comme  paraissait  le  sup- 
posi'r  -M.  Dixon.  |  l'w//'la  forme  de  l'équation  (5i).| 

La  première  théorie  doiuie  une  vitesse  qui  dé[)end  de  la  manière 
dont  les  gaz  se  délendenl  en  arrière  de  l'onde  et  (jui,  par  là,  doit  varier 
avec  les  condllions  aux  /i/;///r'.s  auxquelles  est  soumise  la  masse  iluide. 
A  ce  point  de  vue  l'avantage  est  à  la  seconde  théorie  qui  semble  en 
outre  confirmée  pai'  les  vérifications  approchées  aux(pie||es  nous  axons 
pu  la  soumettre. 

il  y  a  un  autre  point,  suscepldde  peut-être  de  se  prêter  à  des  expé- 
riences vérificatives,  sur  liMpiel  nos  tleux  théories  conduisent  à  des 
résultats  ditlërenls. 

Dans  la  seconde,  les  pressions  en  arrière  de  l'onde  sont  en  général 
deux  fois  plus  fortes  environ  ipie  celles  que  l'on  obtient  par  la  déto- 
nation en  vase  clos.  Dans  la  premièi'e,  une  onde  de  choc  sans  vai'iation 
de  a  (jui  aurait,  dans  des  gaz  parfaits,  une  vitesse  de  2820'"  (vitesse  de 

l'onde  explosi\('  dans  II-  -|-  ())  serait  caractérisée  par  —  =  34, 29,  et  p., 

serait  ainsi  deux  l'ois  plus  fort  en\iron  que  dans  la  seconde,  (".'est  aux 
expérimentateurs  à  dire  si  l'on  peut  mesurer  ces  pressions  instantanées 
avec  assez  de  précision  pour  conclure.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  qu'il 
s'agit  ici  de  l'onde  explosive  en  régime  uni fonnc  et  nullement  de  la 
|)ériode  d'établissement  de  celle  onde;  tlans  celle  dernière  |ierio(le,  il 
n'y  a  rien  d'inqxjssible,  dans  notre  seconde  théorie,  à  ce  qu'on  ait  des 
pressions  plus  élevées. 

D'ailleurs,  en  présence  tle  ces  deux  ihi'oijes  supposant  riine  (pie  la 
comlinslion  est  nulle,  l'autre  (pr<'lle  esl  très  grande  dans  la  (piasi- 
onde.  nous  a\ons  une  forte  tendance  à  croire  (lue  la  vérité  est  entre 
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les  deux.  Nous  pensons  que  la  vitesse  de  la  réaction  cliiiiil(|n(',  jiics<juc 
partout  assez  grande  pour  pouvoir  être  considérée  comme  infinie, 
cesse  pourtant  de  Tètre  quand  la  combinaison  est  suffisamment  avan- 
cée, ce  qui  explique  le  succès  des  expériences  fondées  sur  le  refroidis- 
sement brusque  sans  néanmoins  s'opposer  à  l'existence  des  quasi- 
ondes  avec  variation  finie  de  a.  Dès  lors  l'équation  (35)  doit  être 
écrite  sous  la  forme  (4^)  comme  dans  la  première  théorie,  seulement 

le  terme  en  -p-  est  faible  au  lieu  d'être  prépondérant;  de  la  sorte  (4o) 

'dt 
s'identifie  à  peu  près  avec  (li)  ou,  plus  exactement,  avec  (\']),  puis- 
que aj  est  différent  de  a,,  et  l'on  retombe  ainsi  sur  les  calculs  de  la 
seconde  théorie. 

§  7.  —  La  propagation  de  la  combustion. 

Y  a-t-il  onde  de  choc?  —  4o.  ?Sous  avons  laissé  en  suspens  la  ques- 
tion de  savoir  si  la  propat;ation  lente  étudiée  par  MM.  Mallard  et  Le 
Chatelier,  ou  encore,  comme  on  dit,  la  propagation  de  la  combustion, 
par  opposition  à  l'onde  explosive  qui  est  celle  de  la  détonation,  ne 
pouvait  pas  s'expliquer,  conformément  à  une  idée  émise  par  ces  deux 
savants,  par  une  onde  avec  discontinuité  dans  la  température. 

■  S'il  en  est  ainsi,  on  peut  appliquer  les  résultats  de   l'article   10. 
Londe  doit  être  une  quasi-onde  dont  l'épaisseur  soit  d"un  ordre  de 

petitesse  au  plus  égal  à  celui  de  =-,  D'  étant  la  vitesse  de  propagation. 

D'  est  beaucoup  plus  faible  que  la  vitesse  D  de  l'onde  explosive;  la 
limite  imposée  à  l'épaisseur  de  la  quasi-onde  est  donc  assez  élevée. 
Dans  ces  conditions,  il  est  fort  probable  que  l'approximation  qui 
consiste  à  considérer  cette  épaisseur  comme  infiniment  petite  du  second 
ordre  (9)  est  beaucoup  moins  satisfaisante  ici  que  dans  l'étude  de 
l'onde  explosive,  et  qu'il  en  est  de  même  de  celle  qui  suppose  négli- 
geable la  chaleur  traversant,  pendant  le  temps  — -' ,  la  surface  ^vSiY, 

(^voir  article  10  m  fine ).  (  )n  [leut  ménu'  se  demander  si  ces  deux 
approximations  sont  encore  légitimes. 

Continuons  à  faire,  malgré  les  remarques  qui  précèdent,  cesappro- 

Journ.  de  l/atli.  (li'  sùric),  tome  II.  —  l""asc.  I.  1906.  1 1 
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\iinationsf{uiconduisentauxfoniiules(i4),(i5),(r6),(i7),(i8).  Pou- 
vons-nous avoir  encore  recours  aux  considérations  du  paragraphe  2 
pour  explicjuer  l'uniformilé  observée  dans  la  vitesse"?  Il  n'en  esl  rien. 

D'abord  la  vitesse  observée  est  -j- >  et  ici  le  inouvemonl  (|ni  précède  la 

flamme  donne  au  gaz  des  vitesses  comparables  à  celle  dr  la  llaniine,  de 

sorte  que,  si-^-  se  montre  uniforme,  il  n'en  est  pas  de  inèine  de^  ■  En 

second  lieu  cette  uniformité  n'est  certaiiioinent  pas  essentielle  puis- 
qu'elle se  trouble  toujours  spontanément  au  bout  d  un  certain  temps, 
d'ailleurs  très  faible  (').  Enfin,  si  l'uniformilé  de  la  vitesse  résultait 
de  l'égalité  entre  la  vitesse  de  l'onde  de  choc  et  celle  des  ondes  ordi- 
naires dans  le  milieu  qui  la  suit,  les  conditions  aux  limites  en  arrière 
de  la  flamme  n'auraient  aucune  influence  sur  la  vitesse  de  propagation, 
car  les  mouvements  qu'elles  détermineraient  par  réflexion  n'attein- 
draient pas  la  flamme.  Or  c'est  ce  qu'on  n'observe  pas,  puisque,  quand 
on  allume  le  gaz  à  l'extrémité  d'un  tube  fermé,  la  vitesse  n'est  pas  uni- 
forme mais  croissante  (-).  On  sait  au  contraire  que  la  même  expé- 
rience, faite  avec  l'onde  explosive,  ne  trouble  pas  la  vitesse  de  celle-ci. 

Nous  pensons  donc  que  l'unifoimilé  constatée  par  .VI M.  Mallard  et 
Le  (^batelier  dans  la  vitesse  de  la  llamme  aux  premiers  instants  de  la 
propagation,  après  inflammation  à  rexlrémité  d'un  tube  ouvert,  n'est 
qu'approximative  et  tient  en  gi-ande  partie  aux  conditions  aux  limites 
spéciales  auxquelles  se  trouvent  soumis  les  gaz  brûlés  dans  ce  cas. 
Pour  arriver  à  l'expliquer,  il  faudrait  faire  intervenir  ces  conditions 
aux  limites  et  l'on  se  trouverait  ainsi  en  présence  d'un  problème  d'un 
ordre  beaucoup  [ilus  relevé  que  ceux  (jui  ont  été  traités  dans  le  piésent 
Mémoire. 

Voyons  néanmoins  où  nous  conduiraient  ici  les  considérations  du 
paragraphe  5  qui,  si  elles  ne  sont  pas  rigoureusement  applicables,  le 
sont  peut-être  approximativement.  Nous  retomberions  sur  le  problème 
de  l'article  55.  Or  ce  problème  a  deux  solutions,  car  l'équation  (os) 


(')  Le  temps  pentlanl  lequel  a  été  observée  runiformité  Je  la  vitesse  de  l'onde 
explosive  n'est  pas  plus  long,  il  est  vrai.  Mais  toujours  est-il  que,  dans  ce  cas,  on 
n'a  pas  observé  que  cette  unil'ormité  s'altérât  sponliinéineiil. 

(^)  Mallard  et  Le  Ciiatf.likr^  toc.  cit.,  p.  34o. 
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a  deux  racines  en  [/..  Noos  n'avons  considéré  jusr|u'ici  que  la  première. 
Dans  le  cas  de  11"+  O  avec  T,  =  28'j,  la  seconde  est 

[V.  =  (),(>6,        ^  =  0,48,         T.  =  3420,        '-j^  =  -8'"  par  seconde. 

La  vitesse  obtenue  est  bien  plus  grande  que  la  vitesse  expérimen- 
tale ('),  même  si  l'on  a  égard  au  fait  (|ue  l'expérience  donne  ^  et 
non  -jj-  Ce  résultat  prouve  suffisamment  que  la  théorie  du  para- 
graphe 5,  au  moins  sous  sa  forme  simplifiée  où  l'on  néglige  la  dissocia- 
tion, n'est  pas  applicable  ici.  Si  la  flamme  est  une  onde  de  choc, 
comme  il  faut  que  (18)  donne  une  vitesse  égale  à  celle  que  fournit 
l'observation,  il  est  de  toute  nécessité  que  la  variation  de  pression  y 
soit  très  faible;  elle  est  trop  forte  dans  la  théorie  précédente.  11  nous  a 
paru  néanmoins  intéressant  d'attirer  l'attention  sur  cette  seconde  solu- 
tion du  problème  traité  plus  haut  (35),  solution  qui  donne  une 
vitesse  incomparablement  plus  basse  que  la  première  et  pour  laquelle 
l'onde  présente  une  cinile  brusque,  et  non  plus  une  augmentation 
brusque,  de  densité  et  de  pression. 

Il  se  pourrait  que  cette  dernière  circonstance  se  présentât  en  ell'et 
dans  le  phénomène  sans  que  pour  cela  l'interprétation  ci-dessus  fût 
exacte  en  son  entier.  On  remarquera  qu'une  onde  de  choc  présentant 
à  la  fois  une  dilatation  et  une  combustion  se  comprend  surtout  si  le 
point  £  existe  sur  (a),  c'est-à-dire  si  !e  corps,  supposé  à  réaction  vive, 
est  explosif  -AU.  sens  de  M.  Duheni. 

Si  la  flamme  est  bien  une  onde  de  choc,  il  ne  faut  pas  compter  sur 
l'accroissement  de  pression  pour  porter  le  gaz  à  son  point  d'inflamma- 
tion puisque  p.,  est  très  voisin  de  /j,  et  qu'il  peut  même  lui  être  infé- 
rieur. Cette  élévation  préalable  de  température  ne  peut  être  obtenue 
cjue  par  la  conductibilité  et  l'on  sait,  en  effet,  que  celle-ci  peut  jouer 
un  rôle  d'autant  plus  important  dans  la  quasi-onde  cjue  D'  est  relati- 
vement petit  (  10). 

C'est  là  tout  ce  que  nous  avons  pu  tirer   de    l'hypothèse   que   la 

(')  Mallaiiu  el  Le  Ciiatelieh,  loc.  cit.,  p.  ia8  et  suiv. 
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propagation  de  la  combustion  dans  les  expériences  de  MM.  Mallard  et 
Le  Chatolicr  se  fait  par  une  onde  de  choc.  JNos  résultats  sont  beau- 
coup trop  vagues  pour  départager  l'esprit  entre  elle  et  celle  qui  a  été 
exposée  à  l'article  «Il  du  Cliapilre  11. 

Limites  d'inflammabilité.  —  46.  MM.  Mallard  et  T.e  Cliatclier 
ont  fait  une  remarque  très  importante  qui  montre  bien  le  nMe  de  la 
conductibilité  dans  la  propagation  de  rinllammation  (').  Cette 
remarque,  d'ailleurs,  s'applique  au  cas  où  il  y  a  onde  ordinaire  aussi 
bien,  quoi(jue  un  peu  moins  clairement,  cpiau  cas  où  il  y  a  onde  de 
choc. 

La  chaleur  ne  se  propage  jamais  que  des  températures  hautes  vers 
les  températures  basses.  Il  est  donc  assez  naturel  de  penser  (il  est 
évident  que  tout  ceci  manque  de  rigueur  mathématique)  que,  si  la 
température  de  combustion  du  mélange  est  égale  à  celle  d'inflam- 
mation, la  conductibilité  cesse  de  pouvoir  élever  le  gaz  en  avant  de 
l'onde  à  son  point  d'inflammation.  Prenons,  par  exemple,  pour  un 
raisonnement  grossier,  le  cas  où  il  y  a  discontinuité  dans  les  tempé- 
ratures (-).  Une  surface  S  sépare  les  gaz  froids  des  gaz  brûlés.  La  pre- 
mière tranche  des  gaz  froids,  SS,,  est  à  la  température  ordinaire  T,. 

Kig.  19. 


La  première  tranche  des  gaz  brûlés,  SSo,  est  à  une  température  Tj. 
Scindons  le  phénomène  de  la  propagation  en  deux.  Commençons  par 


(')  Mallard  et  Le  Chathlier,  loc.  cit..  p.  3/(7. 

(-)  Ce  qui  suit  est  la  reproduclion  du  raisonnement  donné  par  MM.  Mallaid 
et  Le  Chatelier,  p.  343  el  suiv.  Nous  y  avons  introduit  toutefois  quelques  modi- 
ficalions  pour  lenir  compte  du  fait  que,  à  notre  avis,  s'il  v  a  (|uasi-onde  de  choc, 
la  conduclihililé  ne  peut  que  jouer  un  rôle  néi;iigeable  en  dehors  de  celte  (]uasi- 
onde. 
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supposer  (iiic  la  tranclioSS^  ivcliauffo  par  conrluctiliilitr  la  tranche  SS,. 
La  concluclibililé  nclant  sensible  que  dans  la  quasi-onde,  les  tranches 
situées  de  part  et  d'autre  de  S.  et  de  S,  n'interviennent  pas.  La  tem- 
pérature de  la  tranche  SS,  s'élève  à  la  température  d'inflammation  t. 
Puis,  deuxième  temps,  cette  tranche  brûle  spoidanémpul  et  sa  tempé- 
rature atteint  T,.  Tj  est  la  température  de  combustion  calculée  à 
partir  de  la  température  t.  Mais  on  remarquera  que,  pendant  le  pre- 
mier temps,  lorsque  S^S  réchaufle  SS,,  la  température  de  SjS  baisse 
de  To  à  0,  et,  si  les  deux  tranches  sont  égales  en  masse,  0  est  manifes- 
tement la  température  de  combustion  calculée  à  partir  de  la  tempéra- 
ture initiale  T,.  Il  paraît  évident  que  le  phénomène  analysé  comme 
on  vient  de  le  faire  ne  peut  se  produire  si  0  <^  t. 

Quoi  cju'il  en  soit  de  cette  indication,  l'intuition  de  MM.  Mallard 
et  Le  Chatelier  se  vérifie  remarquablement.  L" in/lamination  cesse  en 
ejfet  de  se  propager  dans  les  mélanines  dont  la  composition  est  telle 
que  0  =  T.  C'est  le  phénomène  de  la  limite  cV injlammahilité . 

Il  convient  de  préciser  d'ailleurs  que  la  température  de  combustion 
doit  être  calculée  en  supposant  une  réaction  adiabalique  à  pression 
constante.  Cela  est  tout  naturel,  puisqu'il  est  certain  que  la  pression 
est  peu  variable  dans  le  phénomène  de  Mallard  et  Le  Chatelier.  Voici 
quelques  chifîres. 

La  limite  d'inlLuaniai)ilité  des  mélanges  de  H  et  d'air  est  obtenue 
pour  (j  pour  loo  d'hydrogène.  Or  c'est  le  mélange  k&,6  pour  loo  qui 
donne  0  =  t  =  273  +  555.  Pour  le  formène  et  l'air,  le  mélange  limite 
est  à  5,0  pour  100  de  formène  et  donne  0  =  273  +  1000;  or,  c'est 
bien  là  (I,  7)  la  température  d'inflammation  qu'il  faut  adopter  pour 
le  formène  quand  on  étudie  des  phénomènes  relativement  rapides  ('). 

Cette  explication  des  liinites  d'inllammabilité,  donnée  par  Mallard 
et  Le  Chatelier,  est  à  rapprocher  de  celle  qui  a  été  donnée  plus 
haut  (40)  pour  les  limites  de  détonation.  La  détonation  (onde  explo- 
sive) se  propage  par  un  phénomène  mécanique,  la  compression  des 
tranches  successives  les  unes  par  les  autres;  la  combustion  se  propage 


(')  11  y  a  des  limites  supérieures  d'intlamniabiiité,  correspondant  au  cas  où 
c'est  l'air  qui  est  en  faible  quaiililé  et  le  gaz  combustible  en  excès.  Ces  limiles 
supérieures  vérifient  encore  la  remarque  de  MM.  Mallard  et  Le  Chaielier. 
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par  un  phénomène  calorifique,  réchaufTeinent  des  tranches  succes- 
sives les  unes  par  les  autres.  Pour  que  la  propagation  soit  possible, 
c'est  la  tension  mécanique  (pression)  dans  le  premier  cas,  la  tension 
calorifique  (température)  dans  le  second,  qui  doit  être  suffisante  pour 
porter  le  gaz  en  avant  de  l'onde  à  sa  température  d'inflammalioM. 

Période  du  mouvement  vibratoire.  —  i7.  La  [)iopagation  qui  se 
fait  pendant  la  période  du  moini'incnl  vibraloù-e  n'est  autre  chose 
que    la    propagation    d'une    combustion    dans    un    gaz   violemment 

agité  (').  La  vitesse  -j-,  qui  est  celle  qu'on  observe,  est  alors  très  va- 
riable et  change  même  de  sens.  Ce  genre  de  mouvement  parait  être  à 
la  combustion  ce  que  la  période  d'établissement  de  l'onde  explosive 
est  à  la  détonation.  Il  peut  arriver  que  la  flamme  s'éteigne  sponta- 
nément dans  les  mouvements  vibratoires,  comme  elle  peut  s'éteindre 
dans  la  période  d'établissement  de  l'onde  explosive  (42)  et  l'explica- 
tion de  ces  deux  phénomènes  est  la  même;  ce  sont  sans  doute  les  alter- 
natives de  compression  et  de  dilatation  du  gaz  qui  arrivent  à  faire 
pénétrer  le  point  représentatif  de  son  état  dans  la  région  des  faux 
équilibres  et  qui  peuvent  ainsi  produire  un  recul  de  la  flamme  par  rap- 
port à  la  matière  du  fluide.  D'ailleurs  certaines  extinctions  sont  dues 
aussi  à  une  autre  cause,  expliquée  par  MM.  Mallard  et  Le  Chatelier, 
la  présence  de  gaz  brûlés  adhérant  aux  parois  du  tube  (-). 


(')  Mallard  el  Lk  Chatelier.  toc  cil.,  p.  35.5. 
(-)  .Mallaku  el  Le  Cimtelier.  loc.  cil.,  p.  3.5 1. 


SUR    LES    FONCTIONS    AYANT    UN    NOMBRE     FINI    DE    BRANCHES.  8' 


Siir   les  fonctions  ayani   un   nombre  fini  de   brandies 
Par  m.   Georges  RÉMOUIVDOS. 


Préface. 

1.  J'appellerai  (7 /i,'rA/-o/V/r  toule  foiiclion  ayant  un  nombre  fini  de 
branches  dans  tout  le  plan.  L'étude  des  zéros  de  ces  fonctions  m'a 
déjà  conduit  aux  théorèmes  remarquables  communiqués  autrefois  à 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  qui  constituent  une  extension  du 
théorème  bien  connu  de  M.  Picard  et  de  ses  généralisations  aux  fonc- 
tions algébroïdes  ('). 

J'ai,  à  plusieurs  reprises,  signalé  le  théorème  fondamental  de 
M.  Borel",  qui  m'a  servi  de  base  et  dont  l'importance  n'était  pas  remar- 
quée avant  mes  recherches. 

Dans  ce  petit  Mémoire,  je  commence  par  établir  une  extension  très 
intéressante  de  ce  théorème  de  JNI.  Borel  concernant  des  identités  de 
forme  analogue  à  celles  de  M.  Horel,  dont  les  exposants  et  les  coeffi- 
cients ne  sont  plus  des  fonctions  uniformes. 

J'en  déduis,  dans  le  second  Chapitre,  quclcpes  résultats  remar- 
quables qui  complètent  ceux  (pie  j'ai  obtenus  dans  mes  travaux  anté- 


(')  Voir  Compli's  reiiil'is.  -to  :i\  ril  i9o3;  8  février,  20  juin,  S  août  190^; 
S  mai  1905  ;  el  lliilletiii  de  la  Sociclc  nwlhcinalique.  190/1,  fascicule  I  et  1905, 
fascicule  111. 
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rieurs.  J'uhliens  enfin  un  lliéorèiuc  sur  les  algébroïdes  satisfaisant  à 
une  éqnalion  diflérenlielle  du  picniier  ordre. 


CHAPITRE  I. 

LA    CROISSANCE    DES    FONCTIONS    ALGÉBROÏDES.    IX    THÉORfeMK    (JfNÉRAL. 

2.  Le  module  niaximum.  —  Je  drinontrerai  d'ahnid  ijue  tous  les 
théorèmes  bien  connus  sur  le  module  maximum  et  minimum  et  sur  la 
croissance  de  la  dérivée  s'étendent  aux  fonctions  alf^éhroïdes.  l'our 
fixer  nos  idées,  considérons  une  fonction  algébroïde  d'ordre  Jim, 
donnée  par  l'équation  suivante  : 

(i)  iC-Jr  A,(;)  u'  '  +  Ar,(z)u''  -  +  .  .  .  +  A^_,(z)  Il  -I-  A,(r)  =  o. 

?Sous  appelons  ordre  de  la  fonelion  algébroïde  «^a(;)  le  plus 
grand  des  ordres  des  coefficients  A,  (5),  A2(:;),  .  .  .  .  ,  Av(-);  soit  p 
cet  ordre.  Si  M(7-)  désigne  le  module  maximum  d'une  branche  quel- 
conque de  'd{z),  il  est  facile  de  démontrer  que  l'inégalité 

(2)  U{r)<c^'*' 

est  satisfaite  à  partir  d'une  C(>rtaine  valeur  de  /•  et  que  Finégalilc 

(2')  M(/-)>r"-^" 

sera  satisfaite  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /•  croissantes  indéfini- 
ineiit.  lui  effet,  écrivons  ré(|ualion  (  i)  de  la  façon  suivanle  : 

{■>.)      ,/'[,  +  A.(..);^4-A,(.-)^  +  ... 

+  A,_,(:)4^-t-A,(-)-^l=o, 

et  rf'iiiar(|uons  (pii\  s'il  y  avait  une  iiifinll(''  (I  )  de  \aleurs  Ac  r  satisfai- 
sant à  rin(''galil('' 

M{r)>e'"\ 
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£  étant  un  nombre  fixe,  aussi  petit  que  l'on  voudra,  pour  cette  série 
de  valeurs  de  /•,  les  termes  A, (:;)-,  A.,(:;)-^j  •••  tendraient  vers 

zéro  avec  -  et  l'équation  (2)  ne  serait  pas  du  tout  satisfaite. 
De  plus,  si  l'inégalité 

M  (  7- )<<?'"'"' 

était  satisfaite  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /■  et  pour  toutes  les 
branches,  ilenserait  de  même  des  fonctions  entières  A,  (z),  A^i^),  ..., 
A^(z)  qui  satisferaient  à  une  inégalité 

(3)  M(r)<e^'--         (/  =  i,2,3,...,v), 

M,(r)  étant  le  module  maximum  de  A,(:t),  et  £,■  un  nombre  positif. 
Cela  résulte  bien  des  relations  bien  connues  entre  les  fonctions 
entières  A/(;)et  les  diverses  brancbes  de  la  fonction  multiforme.  Mais 
les  inégalités  (3),  satisfaites  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /•,  sont 
en  contradiction  avec  notre  hypothèse  que  les  coefficients  A,  (5), 
An{z),  .  .  .  ,  Av(-)  ne  sont  pas  tous  d'ordre  inférieur  à  p. 

Ces  résultats  justifient  bien  la  définition  (Yordre  que  nous  avons 
donnée  pour  les  fonctions  algébroïdes. 

3.  Il  est  utile  pour  la  suite  de  chercher  une  limite  inférieure  de 
l'étendue  des  arcs  du  cercle  de  rayon  /•,  sur  lesquels  une  branche  de 
la  fonction  algébroïde  satisfait  à  l'inégalité  (2'). 

A  cet  effet,  nous  allons  démontrer  que,  si  une  branche  u=--a,{z) 
satisfait  à  rinégalité  (2')  pour  un  point  de  module  assez  grand,  il  en 
sera  de  même  de  l'un,  au  moins,  des  coefficients  A,(:;)  ('). 

La  démonstration  est  facile  :  si,  pour  cette  valeur  z  =  z,^,  on  avait 

\A,{z)[<Ke'''\  K<i  (i  =  i,:..,3,...,v), 

l'équation  ne  saurait  être  satisfaite  pour  ?•=:  |  ^^  |  assez  grand. 

En  effet,  reportons-nous  à  réc]ualion  (i)  écrite  sous  la  forme  (2)  et 

(')  Pourvu  que  l'on  rcrii)iliice  :  |]iir  un  nombre  î,  plus  grand  que  t  mais  (luel- 
conque. 

Journ.  de  Matli.  (G"  scrie),  tome  II.  —  l'asc.  I.  iij(i6.  12 
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remarquons  que  Ion  aurait 

\      >  \    .'  I,  -^    ■'  a-  ^    ■'  II'  \  ^  ' 

ot 

|A,(r)'--l-...+  A,.(-)-^|<Kr('^-"'(-""'"''  +  p^'"''('-^'''")-^...j. 

I       >  \     /  „  ^     ■'  u'  \  ^'  J 

Si  î,>î,  le  second  uienibrc  tiMid  visiblemcnl  vers  zéro  et  sera,  à 
iiarlir  d'une  certaine  valeur  de  /■,  inlV-rieur  à  t^  el  Ton  aura 

I        ^    "■'  Il  *  ^    " ''  u'  \  K 

Dès  lors,  il  esl  clair  que  ré(juati(in  n'est  pas  satisfaite  pour  lui  tel 
point  de  module  assez  jjrand. 

//  en  résulte  donc  que  tous  les  points  satisfaisant  à  l'inégalité 

|a(.)|>.--' 

satisfont  aussi  à  l'une,  au  nioi/is,  des  inégalités 

\k^(z)\>e-'-''         |7  =  i,3.3,  ...,cj. 

a(r)  désignant  uni"  itranehc  de  la  fonction  algi'hi-oide  et  î,  un  nombre 
positif  plus  grand  ipie  c,  mais  quelconque. 

Appelons  U^  l'ensemble  des  points  du  cercle  de  rayon  /■,  |)Our  les- 
quels une,  au  moins,  des  l)ranches  de  la  fonction  algébroïde  satisfait 
à  l'inégalité 

('.)  |a(r)|><'^^-' 

et  l'^£  l'ensemble  des  points  poui'  lestpiels   un,  au   moins,  des  cocfli- 
cients  A,(z)  satisfait  à  rinégalil('' 

(5)  |A,(-)|>e'-''^'. 

Nous  avons  donc  di'montré  (jue  luul  point  de  l  ^  appartient  aussi 
à  E;  ,  £,  étant  un  nunibre  quelconque  supérieur  à  t. 
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Nous  allons  établir  maintenant  la  réciproque 

Soit  Zg  un  point  du  cercle  de  rayon  /'  satisfaisant  à  l'inégalité  (5), 
Ai(z)  étant  un  des  coefficients  de  l'équation  (i). 

Si,  pour  ce  point,  toutes  les  branches  de  la  fonction  algébroïde 
satisfaisaient  à  l'inégalité 

tous  les  coefficients  A,(:;)  satisferaient  à  l'inégalité 

|A,(:;)|<. /''■•(£,<£,), 

ce  c|ui  est  en  contradiction  avec  notre  hypothèse,  si  l'on  a  £.>£  et, 
par  conséquent,  e,  ]>  t. 

Nous  en  concluons  le  théorème  suivant  cjui  est  la  réciproque  du 
précédent  : 

Théorèmu.  —  Tout  point  de  l'ensemble  Ee  appartient  aussi  à 
l'ensemble  U-^,  £,  étant  un  nonibie  positif  quelconque  supérieur-  à  t. 

Donc,  la  mesure  de  l'ensemble  E^  ne  saurait  dépasser  celle  de 
l'ensemble  \JtX^<  ^  ^)- 

Or,  je  démontre  dans  ma  thèse  (')  cjue  la  mesure  de  l'ensemble  Ej 
est  plus  grande  qu'une  certaine  puissance  finie  de  /■;  il  en  sera  donc 
de  même  de  l'ensemble  U^,.  Donc,  l'ensemble  Ue,  même  lorsqu'il  tend 
vers  zéro  avec  -  (sa  mesure),  la  longueur  totale  des  arcs  c[ui  le  cons- 
tituent est  comparable  à  une  puissance  iinie  de  r  dont  le.vposant  ne 
dépend  pas  de  /•.  . 

4.  Le  module  minimum.  —  Nous  allons  maintenant  étendre  le 
théorème  de  M.  Hadamard  (sur  le  module  minimum)  au.v  fonctions 
algébroïdes.  11  est  aisé  de  démontrer  que  toutes  les  branches  de  a(  j) 


(')  Thèse  de  docloral  :  Sur  les  zérox  d'uae  classe  de  fonclions  transcen- 
dantes, deuxième  Pailie,  |).  64-6*3  (G:iutliier-\' illars),  el  Annales  de  la  Facullé 
des  Sciences  de  Toulouse. 
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satisfont  à  rin(''galitc' 

(6)  |a(-)l>e-'^ 

les  intervalles  d'exclusion  étant  aussi  bien  négligeables  que  ceux  qui 
concernent  les  fonctions  entières. 

Supposons,  en  effet,  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi  pour  une  branche  quel- 
conque u,  =^  a,(z)  et  que,  pour  un  point  z  =  z^  de  module  assez 
grand,  on  ait 

|a.(-)i<t-'-'"'         (^,<t), 
il  en  résulterait 

I  A,(.)  [a.  (.-)]-*  I  <  e-'^"<-*)c'^'^*<  e-^'^\ 

0  étant  un  nombre  positif  arbitrairement  petit  et  £o<^  £,. 
Cela  acquis,  l'équation 

[a. (.)r+ A, (--)[«,(>-)]-'-+-... +  A._.(r)a,(.)  +  A.(--)  =  o 

montre  que  ce  point  ;  =  r„  appartient  à  un  arc  d'exclusion  pour  la 
fonction  entière  Av(-),  c'est-à-dire  à  l'ensemble  des  points  du  cercle 
de  rayon  r,  qui  satisfont  à  l'inégalité 

(7)  iA.(-);<^-^''-         (^3<e.). 

Nous  en  déduisons  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  exclut  du  cercle  de  rayon  r  cerlalns  arcs  dont  la  longueur 

totale  tend  vers  zéro  avec  -  comme  er'''^  (a  étant  un  nombre  positif 

quelconque  et  inférieur  à  z),  tous  les  autres  points  du  cercle  satis- 
font à  r  inégalité  (6),  et  cela  pour  toutes  les  branches  de  la  fonc- 
tion multiforme  a(;). 

Ce  théorème  est  l'extension  de  celui  que  j'ai  établi  tout  récemment 
pour  les  fonctions  entières  de  genre  fini  dans  une  Note  du  Bulletin  de 
la  Société  mathématique  de  France  (t.  XWII,  1904,  p.  3i4),  et 
qui  constitue  une  extrême  précision  du  théorème  bien  connu  de 
M.  Hadamard  sur  le  module  minimum. 


SUR    LES    FONCTIONS     AYANT    UN    NOMBRE     FINI    DE    BRANCHES.  g3 

o.  La  croissance  de  la  dérwée.  —  La  dérivée  d'une  fonction  al<^é- 
broïde  est  aussi  algébroïde  et  se  trouve  déterminée  par  l'équation  qui 
résulte  de  l'élimination  de  u  entre  l'équation  (i)  et  la  suivante  : 

.g.    ,  «■'+A;r,.)./"-4-...  +  A;_.(3)«  +  A;(^) 

^^     (       +«'[v«'-'^-(v-i)«''-=A,(5)  +  ...  +  A,,_,(3)J  =  o. 

Une  fonction  entière  ayant  le  même  ordre  avec  sa  dérivée,  nous 
voyons  imuiédiatement  que  la  dérivée  Si'{z)  ne  saurait  avoir  un  ordre 
supérieur  à  celui  de  la  fonction  algébroïde  a{z). 

La  dérivée  a'(r)  satisfait  donc  aux  inégalités 

(9)  "-^'  '<  i  a'(,-)l<  e-"'^'-,  \I.(r)  >  e^''\ 

les  deux  premières  pour  toutes  les  branches  et  la  troisième  pour  uue, 
au  moins,  des  branches,  dans  les  mêmes  conditions  et  avec  des  inter- 
valles d'exclusion  (ou  arcs  d'exclusion)  analogues  à  ceux  de  la  fonc- 
tion a(;). 

Les  résultats  précédents  montrent  que  la  croissance  des  fonctions 
algébroïdes  jouit  des  mêmes  propriétés  fondamentales  que  celle  des 
fonctions  entières. 

6.  Les  fonctions  algébroïdes  d'ordre  infini.  —  Nous  obtenons 
des  résultats  analogues  pour  les  fonctions  algébroïdes  d'ordre  infini, 
à  savoir  : 

Si  tous  les  coefficients  A,(^)  de  l'équation  (j)  satisfont  à  l'inégalité 

(10)  \X,{z)\<<^->^'-% 

et  que  le  module  maximum  !M(r)  de  l'une,  au  moins,  d'entre  elles, 
satisfasse  à  l'inégalité 

(11)  U{r)>  e^^'"^'-" 

(a  un  nombre  [)i)silif  arbitrairement  petit)  pour  une  infinité  de- 
valeurs    de    /•  croissant    indéfiniment,    la    fonction    algébroïde    a(j) 
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satisfera  aux  inégalités 

j  e-lW'-)]'-<|a(s)|<<'ii^î'-!]'**, 
^'"^  1  m(r)><?['^:^'l'-; 

les  deux  premières  pour  toutes  les  branches  de  '<\(:-)  et  la  troisième 
pour  une,  au  moins,  des  branches,  i/i(r)  désignant  le  module  maxi- 
mum d'une  branche  de  a(-)  et  £  un   nombre  positif  arbitrairement 

'"■'''■ 

l'oni'  riiiegalitc 

|a(:;)|>e-[i^"-)i'"', 

il  y  a  des  intervalles  d'exclusion  (sur  Taxe  des  modules  /•=  ]:;[)  dont 
la  grandeur  se  trouve  limitée  à  l'aide  d'un  résultat  remarquable  de 
M,  Albert  Kraft,  dont  je  me  suis  déjà  servi  dans  ma  Thèse  [Ueher 
ganze  transcendente  Functionen  von  unendliclwr  Ordnung  (^Inau- 
gural Dissertation,  iQoS,  Universitiit  zu  Gôttingen)].  Si  l'on  rem- 
place, avec  M.  Kraft,  les  inégalités  (lo)  et  (i  i)  par  les  suivantes 

(i3)  1  A,C^)  I  <  e^""-''^",         M  (>•)  >  «-'•''"■'"", 

on  aura  à  la  place  des  (12)  les  inégalités  suivantes  : 

\  <?-'•''"'■"■"<  |a(r)i  <./"■'"', 
(  m{r)>>f'"      ; 

et  les  intervalles  d'exclusion  concernant  l'inégalité 

|a(^)l>6> 

et  situés  entre  /•  et  'ir  ont  une  étendue  totale  inférieure  à  ^       • 

■le  liens  aussi  à  signaler  un  autre  résultat  très  inléresssant  dû  aux 
calculs  de  M.  Kraft  (^Inaugural-dissertation^  p.  74)  et  qui  nous  ser- 
vira dans  la  suite  : 

Considérons  une  exponentielle  e"''  croissant  plus  vile  (|ue  les  coef- 
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ficients  A,(r)  de  réqiiation  (i).  Le  résultat  annoacé  est  le  suivant  : 
A  pari!/-  cViiiic  va/eiir  /■„  de  r,  poui-  laquelle  on  ail  V inégalité 

Max-je"'='l>e^''""'"\ 
l'inégalilé 

(i5)  Maa:|(î"'^'l>e'-'"''"'         (a,<a) 

est  satisfaite  dans  un  intervalle  d'étendue  égale  à 


logP(/-„) 


A  laide  de  ce  théorème,  M.  Kraft  a  précisé  la  démonstration  donnée 
par  M.  Borel  pour  son  théorème  fondamental,  qui  a  servi  de  base  dans 
mes  recherches  sur  les  zéros  des  fonctions  multiformes  et  aucjuel  j'ai 
fait  allusion  dans  la  préface  de  ce  travail  (travail  cité,  p.  ôJ-yà). 

Des  raisonnements  analogues  à  ceux  du  n°  3  montrent  que  ce 
théorème  s'étend  aux  fonctions  algébroïdes  d'ordre  infini,  si  l'on  tient 
compte  de  ce  que  l'ordre  de  grandeur  d'une  fonction  algébroïde 
n'est  autre  chose  que  le  plus  grand  des  ordres  de  grandeur  des  coefli- 
cients  A,(s)  de  l'équation  (}ui  la  définit. 

En  ce  qui  concerne  la  dérivée  d'une  fonction  algébroïde  d'ordre 
infini,  il  est  clair  que  sa  croissance  jouit  de  propriétés  analogues 
à  celles  cjue  nous  avons  établies  pour  les  algébroïdes  d'ordre  fini. 

7.  Un  théorème  sur  les  fonctions  algébroïdes.  —  Le  théorème 
fondamental  de  M.  Borel,  que  nous  avons  appliqué  dans  nos 
recherches,  s'étend  aux  fonctions  algébroïdes  et  prend  la  forme 
suivante  : 

Une  identité  de  la  foi-nie 

(i6)  a,(:)t'"''='+a,(r)r"''^'-h...  +  a„(^)e""'='  =  o, 

oit  les  fondions  algébroïdes  a,(j)  croissent  uioins  vite  que  e''  , 
tandis  que  les  fonctions  auJisi  algébroïdes  H,(j)  —  H^(^^-)  croissent 
plus  iHte  que  /•'"""'  ^  ,  entraine  la  nullité  de  tous  les  coefficients  a,(  j). 
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Une  fois  les  propriétés  fondamentales  de  croissance  dos  fonctions 
entières  étendues  aux  fonctions  algébroïdes,  la  démonstration  de  ce 
théorème  est  identique  à  celle  du  théorème  analogue  de  M.  Borcl 
[cas  où  les  fonctions  algébroïdes  3,(^)  et  H,(s)  sont  uniformes]. 

Je  crois  donc  qu'il  est  tout  à  fait  inutile  de  répéter  ici  la  démons- 
tration, et  je  renvoie  le  lecteur  aux  travaux  de  MM.  Borel  et  Kraft 
[BoREL,  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  (Acta  mat/irmatica, 
t.  XX).  et  Alrert  Kraft,  Ueber  ganze  transcendenlc  Funrlionen 
von  unrndliclier  Ordnung  (hiai/gr/rat  Di.ssrrlalion,  Gœttingen, 
1903)]. 

Il  n'y  a  qu'un  point  que  je  veux  préciser  ici;  je  me  bornerai,  pour 
fixer  les  idées,  au  cas  où  les  coefficients  a,(;)  et  les  exposants  Il/(-) 
désignent  des  algébroïdes  d'ordre  fini. 

Reportons-nous  aux  notations  du  n"  5,  et  rappelons-nous  que  l'en- 
semble Ue,  a  une  mesure  qui  n'est  pas  inférieure  à  celle  de  \\^\t^  >  e]. 
L'ensemble  U^^  a  donc  une  mesure  supérieure  à  une  puissance  finie 
/■*  de  /•. 

Si  je  désigne  par  U,,  le  plus  grand  ([tar  rapport  à  la  mesure)  des  v 
ensembles  correspondant  aux  v  diverses  branches  et  définis  par  les 
inégalités 

(17)  \;x,{z)\>e'-''"  [f  =  ,,2,3,  ...,  v], 

il  est  clair  (pie  la  mesure  de  U^^  n'est  pas  inférieure  à-/-*.  En  elïet, 

s'il  en  était  ainsi,  la  mesure  de  U^^  serait  inféri  eurcà  /•*,  ce  qui  est 
absurde. 

Je  tiens  enfin  à  faire  quelques  renianpies  nécessaires  à  rinlelligence 
de  notre  théorème. 

Partons  d'un  point  z^  de  module  /■„,  et  supposons  que  l'égalité  (16) 
soit  satisfaite  en  ce  point  avec  des  branches  déterminées  dos  fonctions 
i\i{z)  et  H,(-)  —  H, (s).  Si  l'on  fait  décrire  au  point  :;  un  chemin 
z„z'  ne  contenant  aucun  des  points  critiques  des  fonctions  a,(-) 
et  11,(5)  —  H,(:;),  il  n'y  aura  aucune  ambiguïté  pour  les  détermina- 
lions  de  ces  fonctions  qui  satisfont  en  chaque  point  du  chemin  C  à 
l'égalité  (16). 

Or,  je  puis  choisir  le  chemin  C  de  façon  que  l'on  arrive  au  point  z' 
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avec  telle  détermination  que  l'on  vourlra  pour  une  des  fonctions 
U.(z)-ïl,<z). 

Ainsi,  ridentité  (16)  étant  satisfaite,  si  l'on  se  donne  un  point  z'  et 
une  détermination  quelconque  d'une  fonction  figurant  dans  (  t6),  il 
y  a  toujours  des  déterminations  convenables  des  autres  fonctions  telles 
<jue  l'égalité  (16)  soit  satisfaite  au  point  z'. 

Ainsi,  par  exemple,  pour  démontrer  que  la  fonction 

a.(^)  -H,u,-n.^r 

ne  saurait  être  une  constante,  nnus  pouvons  considérer  parmi  les 
<lélerminations  de  H,(::)  —  H.fr)  celle  qui  a  le  plus  grand  module 
maximum,  et  nous  savons  bien  que  ce  module  maximum  sera  supé- 
rieur à  e^'  sur  des  arcs  dont  la  longueur  totale  dépasse  une  puissance 
finie  de  ''('). 

Convenons  d'appeler  module  maximum  d'une  fonction  algébroïde 
a(.:)  pour  |z|  =r  ie  plus  grand  des  modules  maximum  de  ses 
diverses  déterminations. 


CHAPITRE  II. 

APPLICATIONS. 

8.  Considérons  maintenant  une  transcendante   algébroïde  a(r)  à 
un  nombre  quelconque  de  branches  et  d'ordre  quelconque,  et  suppo- 


(')   Par  contre,  la   longueur   totale   des   arcs  du  cercle   de   ravon    r,  dont  les 
points  ne  satisfont  pas  à  l'inégalité 

|a,(s)| 

tend  vers  zéro  avec  -  comme  e"""  .  a  étant  un  nombre  quelconque  inférieur  à  £. 

Le  nombre  p,  désigne  le  plus  grand  des  ordres  des  3,(3)  et  3,(5).  On  ferait  des 
développements  analogues  dans  le  cas  où  les  a,(3)  et  H,(c)  —  H,(;)  désignent 
•des  algébroïdes  d'ordre  infini. 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  II.  —   Kasc.  I,  1906.  '  ■» 
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sons  qu'il  y  ait  un  nombre  a  Ici  (jue  la  fonction  a(;)  —  a  n'admette 
qu'un  nombre  lini  de  zéros;  nous  supposons,  de  plus,  que  la  fonc- 
tion a{z)  n'admette  qu'un  nombre  fini  de  pôles.  Dans  nos  travaux 
antérieurs,  nous  avons  appelé  exccplio/in/d  un  tel  nombre,  et  nous 
avons  démontré  qu'il  est  impossible  d'en  avoir  plus  de  2v,  où  v  dé- 
signe le  nombre  des  branches  de  la  transcendante  algébroïde. 

Soient  [/.,,  [JL^,  ...,  fiT  les  affixes  des  zéros  de  a.(z)  —  a  avec  un 
ordre  de  multiplicité  respectivement  égal  à  ni,,  w.-.,  ...,  m,j,  et  a,, 
OL.,,  .  ■  -,  oi^  les  affixes  des  pôles  de  la  même  fonction  avec  un  ordre  de 
multiplicité  respectivement  égal  à  X,,  X^,  ...,A^,  et  considérons  la 
fonction  algébrique  q{z) 

(l8)  ^(;_)_  (---,-.)"''(=-^.V"....(.-M'". 


{z.--x,)',[z-r,y,...{z-7L^Y, 


Il  est  clair  que  le  quotient        ,. —  =  ^i^)  n'admettra  aucun  infini 

et  aucun  zéro,  et,  par  conséquent,  !ogcT(:;)  =  H(r)  sera  une  fonc- 
tion toujours  finie  à  distance  finie.  On  aura 

(19)  a(»-a  =  fy(..)c'"^'. 

A  priori,  la  fonction  H(3)  peut  être  à  un  nombre  fini  ou  infini  de 
branches.  Nous  allons  démontrer  que,  en  général,  celte  fonction  doit 
avoir  un  nombre  infini  de  branclu-s;  le  cas  contraire  doit  être  con- 
sidéré comme  exceptionnel. 

Nous  allons,  en  effet,  démontrer  i\\\il  n'y  a  pas  deux  nombres 
exceptionnels  a,  et  a.,  pour  lesquels  la  fonction  correspondante 
H(z)  soit  à  un  nombre  fini  de  branches  (algêbroïde). 

Supposons  qu'il  y  ait  deux  tels  nombres  a,  et  a.,  ;  on  aura 

(20)  a(:;)- a,  =  ry,  (.-)«""=',  a(2)  -  a,  =  ^y, tr)e"''  =  ', 

q,(:-)  et  q.,( z)  él^nl  des  fonctions  algébriques.  H,  (:rj  et  H,(  j)  des 
fonctions  algébroïdes  toujours  finies  à  distance  finie.  L'éfimination 
de  a(s)  entre  les  identités  (20)  nous  conduirait  à  l'identité 

(21)  oc.,-y.,  =  q,(z)e"'^--q,(z)e"--\ 
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Or,  cette  identité  est  de  la  forme  de  celles  que  nous  avons  considé- 
rées dans  le  Chapitre  précédent,  remplissant  les  conditions  exijjées  par 
le  théorème  que  nous  avons  établi  pour  les  identités  (iG).  Elle  appar- 
tient au  cas  particulier  où  les  fonctions  a,(:;)  figurant  dans  les  iden- 
tités (  iC))  sont  aln-ébriques. 

Dans  le  cas  où  la  différence  H,(z)  -  H,(^)  est  une  constante,  il  y 
aura  une  réduction  dans  le  second  membre  de  (21).  mais  le  terme 
alg:ébrique  restera  toujours  égal  à  a.  —  a,. 

^   En  appliquant  donc  le   théorème   du  n«  7,   nous   conclurons  que 
■Fidenlité  (21)  est  impossible  si  a,  ^  a^. 

Appelons  donc  doublement  exceptionnel  un  nombre»,  exceptionnel 
tel  que  la  fonction  H(s)  qui  lui  correspond  par  la  formule  (19  )  soit 
■à  un  nombre  fini  de  branches  falgébroïde). 

Nous  avons  obtenu  le  théorème  suivant  : 

//  est  impossible  d'avoir  deux  noinbies  doublement  exceptionnels 
Jinis  (  '  ). 

Nous  voyons  donc  que,  par  rapport  aux  nombres  doublement  excep- 
tionnels, les  fonctions  algébroïdes  ne  se  distinguent  pas  du  tout  des 
transcendantes  entières.  Le  cas  de  celte  exception  est  encore  unique, 
quel  que  soit  le  nombre  des  branches,  qui  ne  joue  aucun  rôle  ici  ('). 

Si  la  fonction  algébroïde  a(s)  est  d'ordre  fini,  les  exposants  que 
nous  avons  rencontrés  ci-dessus  croîtront  comme  une  puissance  finie 
de  /■,  et,  par  conséquent,  seront  des  fonctions  algébriques. 

9.   Notre  théorème  est  susceptible  de  se  généraliser  comme  il  suit  : 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  fonction  a{z)  soit  d'ordre 

fini  p  et  considérons  un  nombre  a;  si  la  fonction  s^{z)  ~  a  admet  une 


(')  Tandis  que  le  nomliie  des  valeurs  simplement  exceptionnelles  peut 
atteindre  2v,  v  étant  le  nombre  des  brandies.  {Voir  mes  travaux  cités  dans  la 
Préface.) 

(-)  Il  est  facile  de  démontrer  que  la  dérivée  de  l'exposant  Il(;;)  est  toujours 
une  fonction  algébroïde,  même  dans  le  cas  général  où  H(3)  a  un  nombre  infini 
de  branches.  Dans  un  travail  prochain,  j'exposerai  d'autres  résultats  intéressants 
se  rattachant  à  cette  remarque. 


lOO  GEORGES     RÉMOUNDOS. 

infinilé  de  zéros  jx,,  a.,  ^3.  •  •  ■  avec  un  ordre  de  mulliplicilé  rcspecli- 
venienl  égal  à  w, ,  m.,,  m,,  ...  et  une  inlinilé  de  pôles  a,,  a.,  «3,  . . . 
avec  un  ordre  de  multiplicité  respectivement  égal  à  X,,  \.,,  X;,,  '...;. 
formons  une  autre  fonction  algébroïde  rj{z)  admettant  les  mêmes 
zéros  et  les  mêmes  infinis  avec  le  même  ordre  de  multiplicité;  alors  le 

quotient  '^       ~  "  sera  dépourvu  de  zéros  et  d'infinis  à  distance  finie  et 

Ton  pourra  poser 

(22)      ^iilz^  =  c''"='         ou  i.i.M.  a(:r)-a  =  9(z)e">". 

Si.  l' algébroïde  '^{z)  esld'ordre  p,  inférieur  à  p,  l'exposant}l(z) 
sera,  en  général,  à  une  infinité  de  branches.  Si,  o(z  )  étant  d'ordre 
inférieur  à  p,  H(z)  est  une  fonction  algébroïde,  cette  valeur  doit 
être  considérée  comme  exceptionnelle,  grâce  au  théorème  suivant  : 

TiiKombu:.  —  Il  n'y  a  pas  dea.r  /lornbres  a  tels  que,  cp(r)  éta/it 
d'ordre  inférieur  à  p,  l'exposant  11(:)  soit  algébroïde. 

Supposons,  en  effet,  qu'il  y  ait  deux  nombres  a,  et  a.  tels  que 

(  a(z')  -  a,  =  9,  (-)('"■'■"', 


(23) 


a(:.)-a,  =  9,^.)^"-, 


0,(3)  et  c&2(^)  étant  des  algébroïdes  d'ordre  inférieur  à  p,  cl  les  expo- 
sants H,(:;)  et  H^(-)  des  algébroïdes  toujours  finies  à  dislance  finie; 
il  en  résulterait 

(23')  a,-a,  =  9,(r).'"-'='-9,(r)e«'^ 

et  celli'  identité  est  essenliellenienl  impossibb',  d'après  le  ibéorènu' 
général  du  n"  7.  Nous  appliquons  ici  le  cas  particulier  de  ce  théo- 
rème où,  dans  les  identités  (10),  les  coefficients  a,(s)  et  les  expo- 
sants II,(-)  désignent  des  algébroïdes  d'ordre  fini. 

Nous  avons  aussi  d'autres  extensions  de  ces  considérations  aisées  à 
comprendre,  j'en  laisse  le  soiuau  Iccleur.  On  y  sera  conduit  à  l'aide 
du  théorème  du  n"  7,  pris  dans  toute  sa  généralité. 
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10.  L^s  intégrales  algéhroïdes  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre.  —  Etant  donnée  une  équation  difFérentiellc  de  la 
forme 

et  deux  intégrales  quelconques  distinctes  y^  et  jy^,  nous  savons  que  la 
différence  y,  —  y.,  est  une  fonction  qui  ne  peut  s'annuler  que  pour  les 
points  singuliers  de  l'équation  différentielle,  c'est-à-dire  les  points  qui 
satisfont  à  l'équation  obtenue  par  l'élimination  de  y  entre  les  équa- 
tions ('  ) 

P(a7,7)  =  o,         Q(x,7)  =  o. 

En  effet,  d'après  le  théorème  fondamental  de  Cauchy,  si  le  point 
a;  =  a  n'est  pas  singulier  pour  l'équation  (24),  il  n'y  a  qu'une  inté- 
grale qui,  pour  x  =  a,  prend  une  valeur  donnée. 

Cela  posé,  considérons  quatre  intégrales  distinctes  y, ,  y.,,  y^.,  y^  et 
leur  rapport  anharmoniquo 

(.'■■-.)•:.)  (.r,-j>) 


(25)  K(x) = 


(,>'2  — j3)(7i— .n) 


Si  les  P(^',  y)  et  Q(x,j>^)  sont  des  polynômes  par  rapport  à  xai y, 
la  fonction  ^{x)  n'admettra  qu'un  nombre  fini  de  zéros  et  d'infinis; 
en  effet,  les  zéros  du  numérateur  et  les  zéros  du  dénominateur  de  la 
fraction  (2))  sont  en  nombre  fini,  puisqu'il  en  est  ainsi  des  points  sin- 
guliers de  l'équation  différentielle;  d'autre  part,  les  infinis  d'une  inté- 
grale V,,  par  exemple,  sont  des  points  ordinaires  de  R(j?),  parce  que 
les  deux  termes  de  la  fraction  (25)  s'y  comportent  de  la  même  façon, 
grâce  à  la  conformation  caractéristique  du  rapport  anharmonique. 

Si  les  intégrales  )/•,,  Va,^^,^,  sont  algébroïdes,  il  en  est  de  même 

{')  Aussi  pour  les  points  singuliers  de  l'équation  dillérentielle  (24)'  qne  l'on 
iléduit  de  (2/4)  par  la  transformation  ^'  =  ^. 

Nous  pouvons  toujours,   par  une  transformation   liomographique  convenable, 
supposer  que  le  degré  de  I*  par  rapjjort  à  y  surpasse  de  deux  unités  le  degré 
de  Q  par  rapport  à  la  même  lettre.  Ainsi  la  valeur  y  =:  co  ne  sera  pas  singulière  , 
pour  l'équation  diflérentiolle. 


GEORGES    REMOUXDOS. 


de  R(j?)  et  cette  fonction  sera  exceptionnelle,  c'est-à-diie  les  nom- 
bres o  et  30  sont  exceptionnels  pour  clic.  .l'établirai  daboid  le  llico- 
rème  suivant  : 

//  est  impossible  que  tous  les  fapports  a  n harmoniques  de  ces  quatre 
intégrales  soient  des  fonctions  doublement  exceptionnelles. 

La  démonstration  sera  faite  à  l'aide  de  notre  tbéorcme  du  n"  7. 
Supposons,   en  effet,    que  R(ic)  soit  doublement   exceptionnelle; 
iilors  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(26)  K{x)  =  q{x)e''''\ 

q{x)  désij^nant  une  fonction  algébrique  et  H(x')  une  fonction  algé- 
broïde  finie  à  distance  finie. 

Or,  nous  savons  qu'il  y  a  un  autre  rapport  anbarmonique  R,  (a-) 
qui  satisfait  à  la  relation 

R(x)-4-R.(x')  =  i. 

•Cette  identité  montre,  d'après  notre  tbéorème  général  du  n"  7,  que 
R,(j7)  ne  saurait  être  aussi  de  la  forme  (26),  c'est-à-dire  doublement 
exceptionnelle .  Si  nous  posons  donc 

<27)  R,(^)  =  ^.(x-).'"''", 

■q{{x)  étant  une  fonction  algébrique  admettant  les  mêmes  zéros  et  les 
mêmes  infinis  avec  le  même  ordre  de  niulliplicité  que  R,(u;),  l'expo- 
sant H,(x-)  sera  une  fonction  à  un  nombre  infini  de  brandies.  Notre 
théorème  est  donc  démontré. 


H.   Nous  pouvons  donc  supposer  que  R(.x-)  ne  soit  pas  (l()ul)lement 
■exceptionnelle;  la  dérivation  nous  donne 

I  R'(*-)  =  l?'(^)  +  y(x-)H'(^-)J''"'"> 

I       l\i,x)  Ç(^')  ^      '  TV      / 
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D'autre  part,  la  dérivation  de  Téquation  (25)  nous  conduit  à  une 
équation  de  la  forme 

ou  bien 


(29) 


^râce  à  l'équation  (28)  et  aux  équations 

Enfin,  si  l'on  remplace  dans  (29)  R(  j?)  par  sa  valeur 

(7i  — ■y3)(.v2  — .n) 

nous  obtenons  l'écjuation  suivante 
(3o)  '   ^^    Ar,-/3)(„v,-yJ 

'      =^[yny-i,y,,y.'.,/Ç'^,y>)Kf(^^r2),/(x,y3),/{x,y,)], 

dont  le  second  membre  est  une  fonction  algébrique  des y^,  y„,  y^,  y^ 
et  X.  Les  quatre  intégrales  y,,  y.,,  y 3  et  jki  étant  supposées  algé- 
broïdes,  l'équation  CSo)  montre  qu'il  en  estde  même  de  o(x),  puisque 

l'expression  y '~-^\  ,    ' — ^  n'est  pas  identiquement  nulle. 

^  (  7,-73)  (7,— .n)  '  ^ 

Dès  lors,  la  dérivée  H'.(.r)  sera  aussi  algéhroïde,  en  vertu  de 
l'équation  (28). 

Nous  en  déduisons  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  uiir  équation  différentielle  de  la  forme  (24) 
admet  quatre  inlégi-ales  algéhroïdes  distinctes  y,,  y.,,  y,,  y^^  ^out 
rapport  anharmoniqae  R(.';)  de  ces  intégrales  peut  se  mettre  sous 

la  forme 

R(x)  =  g(x)e»^-', 


IO'4  ^-     RKMOUNDOS. 

g(x)  désignant  une  fonclion  algébrique  el  H(j7)  itnr  fonction  dont 
la  dérivée  H'(j;)  est  toujours  algébroïde,  c'est-à-dire  à  un  nombre 
fini  de  branches.  La  fonction  H(x)  est  encore  toujours /inie  à  dis- 
lance finie  ('  ). 

Ce  théorème  remarquable  complète,  pour  ainsi  dire,  le  théorème 
établi  par  M.  Petrovitch  sur  le  nombre  des  trancendantes  uniformes 
satisfaisant  à  une  équation  du  premier  ordre  et  du  premier  degré 
{Thèse  de  doctorat,  t<S()4,  Paris,  (îa^tllior-^'illars  el  Traité  d' Ana- 
lyse de  M.  Picard,  t.  ill,  p.  356). 

Nous  voyons  que  le  rapport  anharmonique  de  (piaire  intégrales  al- 
gébroïdes  distinctes  ou  bien  est  une  fonction  doublement  exception- 
nelle, ou  bien  il  jouit  de  propriétés  voisines  de  celles  des  fondions 
doublement  exceptionnelles. 

Il  sera  peut-être  possible  d'aller  plus  loin,  mais,  dans  ce  travail,  je 
m'arrête  ici. 

Au  moment  de  la  correction  des  épreuves,  j'ajoute  (|ue  l'iden- 
tité (3o)  nous  conduit  à  une  précision  intéressante  de  ces  résultats 
dans  le  cas  où  les  algébroïdes  y  ^ ,  y^,  ^j,  y ^  sont  d'ordre  fini  : 

Si  le  rapport  anharmonique  R(a;)  était  une  fonction  doublement 
exceptionnelle,  l'exposant  H(x")  serait  une  fonction  algébrique  et  il 
en  serait  de  même  de  sa  dérivée  H'(a;);  dès  lors,  l'identité  (3i))  four- 
nirait une  relation  algébrique  entre  les  intégrales  y,,  j^j,  ^3,  y, 
à  coefficients  algébricjues. 

Nous  en  déduisons  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  y,,  y. y,  y 3,  y^  désignent  des  intégrales  algé- 
hroïdes  d'ordre  fini  et  algébriquement  distinctes,  aucun  rapport 
anharmonique  de  ces  quatre  intégrales  ne  saurait  être  une  fonction 
doublement  exceptionnelle. 

Dans  un  autre  travail,  j'exposerai  des  génétalisalinns  reuiarcjuables 
de  ce  résultat. 


(  ')   Gomme  nous  avons  indiqué  plus  liant,  celle  propiiélé  de  la  dérivée  H'(jr) 
est  générale  pour  loules  les  fondions  algébioïdes  »{z). 
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APPENDICE. 


Je  me  crois  obligé  d'exposer  ici  la  démonstration  d'un  lemme,  dont 
je  me  suis  servi  dans  le  n°  5,  à  savoir  : 

Etant  donnée  une  fonction  entière  F(:r)  d'ordre  z\  les  points  de 
la  circonférence  de  rayon  r,  qui  satisfont  à  l'inégalité 

ÇU)  |F(..)|>^^''-*, 

remplissent  des  arcs  de  longueur  supérieure  à  une  puissance  finie 
de  r. 

Soient,  en  elTet,  deux  points  z^  et  ;,. H-Ar,.  de  cette  circonférence 
tels  que 

\¥{z,)\  =  e^'-\  \¥{z,  +  lz,)\=e/''''         (^<.). 

avec  riiypothèse  cpie  le  module  de  F(::)  croit  continuellement  depuis 
le  point  Zr  jusqu'au  point  r,. -+-  àz^- 
Nous  avons 

(32)  I  F(r,.+  A-..)  -  F(-v;  I  >  «'•'"'-  ^'~'>  e'''-\x  -  a), 

a  étant  un  nombre  positif,  aussi  petit  que  Ton  voudra. 
D'autre  part,  on  a 

(33)  ¥{z,^  \z,)  -  F{z,)  =  fil  {z)dz, 

l'intégration   étant   faite   sur   l'arc  T,    ayant  comme  extrémités    les 
points  Zr  et  -^-t-  As,.,  dont  tous  les  points  satisfont  aux  inégalités 

./'-'<  ]F(r)|5e^'-*. 

Journ.  de  \Tatk.  (li'  série),  lome  II.  —  Fasc.  I,   ir)o6.  I4 
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Nous  uliliseroiis  ici  les  résultats  récents  de  .M.  Houlroiix  (  voir  :  Su/- 
(jiu'lqiics  propriétés  des  f ourlions  entières,  thèse  de  Doctorat,  1 9o3). 

Sur  la  croissance  de  la  dérivée  logarithini(|ue  d'uni;  fonction  entière, 
M.  Houtroux  a  démontré  que,  si  Ton  exclut  du  champ  de  la  variable  z 
certaines  aires  fermées  entourant  les  pôles,  la  dérivée  logarithmique 
d'une  fonction  entière  d'ordre  lini  reste  coiiq)aral)le,  partout  ailleurs, 
à  une  puissance  finie  de  z. 

On  sait  que  ce  théorème  sert  de  complément  |iiécicu\  aux  résultats 
bien  connus  de  M.  Borel  sur  la  croissance  de  la  dérivée.  Les  points  z^ 
que  nous  avons  en  vue  ici  se  trouvent- dans  les  régions  du  module 
maximum  de  \\(z)  et,  par  suite,  se  trouvent  en  dehors  des  aires 
exclues  par  M.  Boutroux.  Son  théorème  est  donc  ap[ilicable  pour  ces 
points  et  nous  y  avons 

lH'(-)|<|H(.-)|/-^<r'^''^V       pour         |--|  =  r, 

car  on  a 

|H(r)|<e''  sur  l'arc  T. 

Dès  lors,  la  formule  (33)  nous  condiiil  à  riut'galilé 
I  F(  -,+  Ar,)  -  F(>,)  I  <  fe''  'r'ds  =  e'''^' r'  f  ds  =  r^e^'^'u  ' 

Nous  avons  donc  l'inégalité 

(34)  I  F(,.,.  +  A- j  -  F(--.)  I  <  r'^e^'-'l. 

La  compaiaisoM  de  cette  inégalité  avec  (3a)  nous  conduit  à  l'iné- 
galité 

/•*e''*  '/,->  (I  —  a)^/'"* 
ou  bien 

/,>(!  -  a)/-  *. 

Celte  inégalité  prouve  notre  théorème,  puisque  a  est  aussi  petit  que 
l'on  voudra,  pourvu  que  /-soit  assez  grand. 
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Nous  voyons  donc  que  la  longueur  l,  de  Tare  T,  même  lorsqu'elle 
tend  vers  zéro  avec  y  reste,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /•,  supé- 
rieure à  une  certaine  puissance  finie  de  /■. 

Notre  théorème  est  donc  démontré. 


ACTIONS    EXERCEES     PAU     UN     1-LLIDF.     l'AlitAlT. 


IO() 


Sur   les   ((ctioiix   exercées  par   un    fluide  parfait 
incompressible   sur  ses  parois; 

Pak  m.  r..  COMBEBIAC. 


I.  —  Aperçu  historique. 

Le  mouvement  crime  masse  parfaitement  Oiiide  et  incompressible, 
qui  occupe  un  volume  fini  ou  inlini  et  dans  lecjuel  baignent  des  corps 
solides,  rigides  ou  dcformables,  est  déterminé  par  le  mouvement  des 
parois,  lorstjue  la  masse  fluide  s'est  trouvée  initialement  au  repos; 
mais  il  n'en  résulte  pas  cjue  les  positions  des  diverses  particules  de  la 
masse  fluide  soient  déterminées  par  les  positions  des  parois.  En  parti- 
culier, si  les  positions  de  ces  parois  peuvent  être  déterminées  par  les 
\aleurs  de  paramétres  indépendants  en  nombre  fini,  ces  paramètres 
ne  jouent  pas  le  même  rôle  vis-à-vis  du  fluide;  celui-ci  constitue,  par 
rapport  à  ces  paramètres,  un  système  anholononic,  et  l'on  sait  (jue  les 
équations  de  Lagrange  ne  sont  pas,  en  général,  aj)[)licabli's  à  nn  le! 
système.  Ces  équations  sont  toutefois  applicables,  par  suite  iK-  cii- 
constances  spéciales,  au  cas  qui  vient  d'être  défini,  et  elles  per- 
mettent alors  de  déterminer  les  actions  exercées  par  la  masse  fluide 
sur  les  parois  qui  la  limitent.  C'est  ce  Cjui  résulte  de  la  démonstration 
insérée  par  Thomson  et  Tait  dans  l'édition  allemande  (')  de  leur 

(')  Thomsox  u.  Tait,  Uuiulbiich  ilcr  llieorelisclicn  l'hy^ll,.  Dciilsclie  Uchcr- 
setzaiif;.  Bd.  1,  S.  aya-ayô  (/^/'«(/«.«c/iiir/^',  1871-18-4). 
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()iivr;ii;e  Nalaral  l'Iiilusopliy  à  la  suilc  des  objections  t'oriiiulées  |)nr 
Bollzinann  {Cri'llc'.s  Journal,  Bd.  73)  conlre  TcMiiploi  qui  avail  élé 
fait  dt'  piano  dos  (''(|iiations  de  î.agran^-e  dans  la  première  édilioii  de 
l'ouvrage. 

Le  dispositif  adopté  |)ai'  riioiusoii  cl  Tait,  hase  d'ailleurs  sur  une 
remarque  de  Boltzniauii,  consiste  esseulieliemeul  dans  la  démonstra- 
tion de  la  validité,  |)oui'  le  cas  \isi'',  du  [)rinei|)e  d'Ilaïuillon,  d'où 
peuvent  élre  déduiles  les  équationsde  Lagranj;'e.  Celti;  démonstration 
fui  nqirisc  jiar  l\ irehlioff  dans  ses  Vorlesungen  ('). 

Celte  ajiplication  du  principe  d'Hamillon  cl  des  équations  de  La- 
grange  au  mouvement  d'un  fluide  iucompressiMc  suppose  expressé- 
ment que  ce  fluide  part  du  repos,  c'est-à-dire  (jue  le  mouvemeul 
est  irrolalionncl  et  arvrlir/itc.  Elle  ne  serait  |)as  légilime,  en  parti- 
culier, dans  le  cas  il'un  lluiiie  (pii  occuperait  un  \oluuic  à  connexion 
multiple  liuuté  [tar  des  parois  fixes  et  serait  animé  duu  uiou\emeul, 
même  irrolalionncl.  Ivircl)liofl"(  -)  traita  ilircctemeut  le  cas  où  le  fluide 
occupe  tout  l'espace  extérieur  à  deux  anneaux  infiniment  déliés, 
rigides  et  lixes  et  détermina  ainsi  les  actions  qui  s'exercent  entre  les 
deux  anneaux;  ces  actions  sont  soumises  à  une  loi  analogue  à  celle  qui 
régit  les  forces  élecLrodynamiques,  mais  elles  sont  de  sens  contraire 
à  celles-ci. 

Enfin  (]arl  Neumann  (■')  établit  la  formule  générale  des  actions 
exercées  i)ar  lui  lluide  parfait  incompressible  sur  ses  parois  dans  le  cas 
où  le  fluide  est  aninn'  d'un  mouvement  irrf)laliomiel,  c\clitpie  on 
acyclicpie. 

L'objcl  de  ce  uiéiiu)ire  est  d'établir  la  formule  générale  exprimant 
les  actions  e\('rc(''es  ])ai'  un  fluide  parfait  incoirq)res?ible  sur  les  parois 
dans  le  cas  où  le  Ibiulc  est  aiiinn''  diiu  uiouvcuicnl  (pu'lcompie  (con- 
tinu), cycliipu-  ou  acyclique,  lolaliomiel  ou  ii-rotaliounei.  (;(.'tle  for- 
mule devra  nécessairement  comprendre  celle  de  (^ai'l  Neumanii. 

(/.oiili'airi'Hii'nl    an\    auleui's    (pii    ont    jusiprà    prt'senl    liaili'    celle 


(')  KiRciiiiOi'F,  Vorlesungen  ueber  Meclianik,  4°  Aiiflage,  S.  233-25o,  Leipzig. 
(-)   KlKcllllOFF,  Crelle' s  Journal.  Bd.  71,  S.  -îjS. 

(^)  fjARi.  .Neumann,  Il ydrody namisclie  inlerstichiuurt^n,  Leipzig,  i.S83.  Jlci- 
Iriige  zii  einzclnen  l'hcilen  der  watlwmalisclien  PliysiL.  Leipzig,  iS()3. 
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(juesLioii,  nous  avons  écarlé  tonte  intervention  du  priiiri[)i,'  (riLnnillou, 
qui  présente  l'inconvénient  de  masquer  un  |)eu  les  circonstances  qui 
constituent,  en  réalité,  la  base  de  la  démonstration.  L'expression 
à  obtenir  a  doue  été  directement  rattachée  aux  principes  mêmes  do  la 
Dynamique  en  suivant  la  marche  généralement  adoptée  pour  établir 
les  équalions  de  Lagrange. 

Enlin,  nous  tenons  à  signaler  que  la  résolution  du  problème  posé 
a  été  poursuivie  exclusivement  en  employant  l'analyse  quaternioniennc 
et  qu'il  n'est  pas  douteux  que  c'est  grâce  aux  simplifications  qu'elle 
comporte  que  la  généralisation  des  résultats  obtenus  par  Cari  Neu- 
mann  s"est  présentée  comme  une  application  sans  difiiculté  des  prin- 
cipes de  la  Mécanique.  De  fait,  elle  n'a  été  qu'une  circonstance  dans  la 
rédaction,  entreprise  pour  notre  usage  personnel,  d'un  résumé  d'Hy- 
drodynamique en  quaternions.  Dans  le  présent  Mémoire,  les  formules 
quaternioniennes  primitives  ont  été  traduites  dans  la  notation  ordi- 
naire, sous  réserve  de  quelques  simplifications  d'écriture,  que  le  lecteur- 
voudra  bien  nous  accorder. 


II.  —  Notations  et  formules  générales. 

La  question  traitée  exige  le  maniement  d'un  assez  grand  nond)re 
de  vecteurs.  Afin  d'éviter  linlroduction  des  trois  composantes  qui 
déterminent  chaque  vecteur  et  d'alléger  dans  une  mesure  très  notaljle 
l'analyse,  qui  deviendrait  sans  cela  très  pénible  à  suivre,  un  vecteur 
sera  représenté  par  une  seule  lettre,  non  seulement  dans  le  discours, 
mais  encore  dans  les  formules  analytiques  et  dans  les  opérations 
mêmes  du  calcul;  il  suffit  à  cet  ellet  d'adopter  quelques  conventions 
tellement  simples  et  naturelles  «pi'il  est  à  peine  besoin  de  les  énoncer 
explicitement. 

Tout  d'abord,  le  signe  de  l'addition  numérique  sera  également 
employé  pour  exprimer  l'addition  vectorielle,  (pii  est  d'un  usag(^ 
courant  el  ([ul  jouit  des  mêmes  |iropriétés  l'onnclles. 

F>es  relalions  g(''um(''lri([U('s  (pii  intei-viciinenl  dans  les  rnnniili's  >onl 
i^n  iioniliic  1res  rcstr<'inl.  De  l'ail  il  siillil,  |iour  les  cxiii'iiiH'i-,  d'inlro- 
diiire  deux   nolalions   spi^cialcs   poiii-    rcpi  ('scnlrr    les  di'u\   fomiions 
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cI(''m(Milaires  auxquelles  douncut  lieu  diMix  veeleurs;  on  y  adjoindra 
nue  troisième  notation  s'appliquanl  à  une  fonction  de  trois  vecteurs. 
F,  F'  et  F"  désignant  trois  vecteurs  ayant  respectivement  pour  com- 
posantes suivant  les  axes  de  coordonnées  X,  Y,  Z;  X',  \',  Z':  X",  \", 
Z";  l'on  posera 

|FF'|  =  XX'  +  YY  +ZZ'. 
11(FF  ;  =  (  YZ'  -  ZY  ,  ZX  -  XZ  ,  XY  -  ^  X  t. 


(') 


IFFT  |  =  |F\l(F'F";|=--|tHl'l'')l""l  = 


X 

'l 

Z 

X' 

Y' 

Z 

V 

Y" 

z 

Il  reste  à  réaliser  une  adaptation  des  notations  du  calcul  infinité- 
simal au  maniement  direct  des  quantités  complexes  ainsi  considérées. 
La  définition  de  la  différentielle  d'un  vecteur  résulte  évidemment  de 
celle  de  l'addition,  et  il  est  inutile  d'y  insister.  F  étant  un  vecteur 
fonction  d'une  variable  numérique  q,  on  posera  donc 

Les  notations  usitées  pour  les  dérivées  partielles  sont,  elles  aussi, 
directement  applicables. 

11  convient  également  de  prévoir  le  cas  où  la  variable  indépendante 
est  un  vecteur  ou  encore  un  point  ix  de  coordonnées  r,  v,  ;.  La  diffé- 
rentielle d'une  fonction  quelconque  de  pi,  numérique  ou  vectorielle, 
s'exprime  alors  en  fonction  des  dérivées  partielles  de  cette  fonction  et 
des  accroissements  dx,  dy  et  dz  qui  déterminent  le  vecteur  d\i..  Xous 
poserons,  poui'  éviter  l'introduction  explicite  des  coordonnées  .r,  y 
et  ;  : 

(J)  db  ^  ^dx  +  ^dy  +^^dz=  ^(da), 

où  -7- (dix)  est  une  fonction   linéaire   homogène  de  dx,  dv  et  d:-. 
ait.  ^    '  ^  o  '      •' 

L'expression        ,  qui  constilui'  une  généralisation  de  la  notation  ordi- 
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naire  des  dérivées,  ropréscnte  une  opération  linéaire  liontu^éur. 
(lelle  notalion  se  prête  élégamment  à  tous  les  besoins  du  calcul  infini- 
tésimal; mais  elle  ne  sera  employée  ici  qu'à  titre  de  simplification 
d'écriture,  et  il  est  inutile,  par  suite,  d'en  développer  les  propriétés. 
Un  vecteur  F  fonction  do  [)oint  donne  lieu  à  deux  fonctions  dillé- 
rentielles,  rpii  intervicnnonl  constamment  dans  l'étude  des  champs 
vectoriels.  Il  importe  d'atlrihucr  à  ces  deux  fonctions  des  synd)oles 
simples.  On  posera  donc 


(4) 


Enfin,  U  étant  une  fonction  numérique  de  point,  on  désignera 
par  VU  le  vecteur  qui  l'admet  à  titre  de  fonction  potentielle,  c'est- 
à-dire  que  l'on  posera 

Les  notations  introduites  par  les  formules  (i),  (2),  (3),  (V)  et  (5  ) 
suffisent  à  permettre  toute  application  de  l'Analyse  mathématique 
aux  vecteurs  sans  tpi'il  soit  nécessaire  de  les  représenter  par  leurs 
trois  composantes. 

On  rappelle  que  V,  F  s'appelle  la  (liK-eriicncc  du  chanip  vi-clorid 
déterminé  par  F.  Un  champ  dont  la  divergence  est  nulle  en  tout  point 
est  dit  solénoïdal.  C'est  le  cas  du  champ  déterminé  par  la  vitesse  d'un 
fluide  incompressible. 

Le  vecteur  :^  V^F  sera  appelé  la  rotation  élémentaire  du  champ.  Un 
champ  dont  la  rotation  élémentaire  est  nulle  est  dit  ir rotationnel. 
C'est,  comme  on  sait,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (|ue  le 
vecteur  du  champ  admette  une  fonction  potentielle. 

La  rotation  élémentaire  a  une  distribution  solénoïdale;  par  suite, 
si  l'on  considère  im  lid)e  infiniment  délié  ayant  ses  génératrices  tan- 
gentes en  chacun  de  leurs  points  à  la  direction  de  la  rotation  élémen- 
taire en  ce  point,  le  produit  de  la  section  du  tube  par  la  grandeur  de  la 
rotation  élémentaire  sera  constant  tout  le  long  du  tube.  Ce  produit 
définit  Vinlcnsité  tourhillunnaire  du  tube.   I^'espace  occu[)é  par   un 
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cliain|)  sei';i  siipposi'  <li\isé  on  Luhrs  de  celte  sorle  se  feiniaiil  sni'  eii\- 
inêmcs  ou  se  termiiiani  aux  surfaces  liniiles  :  ce  sont  les  ///f/.s  loitrbil- 
lonnaircs  du  champ. 

On  appelle  circulation  le  long  d'une  ligne  fermée  L  la  valeur  de 
rintégrale 


/lv/(. 


où  dl  désigne  un  élément  linéaire  de  la  ligne  L  et  F/  la  composante  du 
vecteur  F  suivant  la  direction  de  cet  élément.  Dans  un  champ  irrola- 
tionnel,  celte  intégrale  est  nulle  poui'  toute  ligne  fermée  susceptihle  de 
se  réduire  à  un  point  par  déformation  continue  sans  sortir  du  champ. 
C'est  ce  (pii  esl  réalisé  pour  loule  ligne  feiniée  lorscjue  le  champ 
occupe  un  volume  à  simple  connexion  et,  par  suite,  cpie  le  champ 
admet  une  fonction  potentielle  uniforme.  Lorsque  le  volume  occupé 
par  le  champ  est  à  connexion  multiple,  la  valeur  de  la  circulation  esl 
la  même  pour  toutes  les  lignes  fermées  susceptibles  de  se  réduire  les 
unes  aux  autres  par  déformation  continue  sans  sortir  du  champ,  il 
suffît  donc  d'envisager  les  valeurs  de  la  circulation  (jui  sont  relatives 
à  certaines  lignes  fermées  convenablement  choisies  en  nombre  égal  au 
degré  de  connexion  du  volume  occupé  par  le  champ.  Ces  valeurs 
seront  appelées  les  iiiodules  de  circulation  du  champ.  Lorsqu'elles 
sont  nulles,  le  champ  (>st  dit  acycliquc. 

Dans  un  champ  rotationnel,  la  valeur  de  la  circulation  dépend  île  la 
rotation  élémentaire.  Mais,  si  l'on  retranche  de  cette  valeur  la  partie 
due  à  la  rotation  élémentaire,  on  obtient  une  quantité  (|ui  jouit  des 
mêmes  propriétés  cpie  les  modules  de  circulation  dans  les  champs 
irrotationnels.  On  [)eut  donc  étendre  cette  notion  aux  cliaiiips  rola- 
lionnels. 

Moyennant  les  diverses  délinitious  ci-dessus  rappelées.  Ton  [)eul 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Un  ckanip  vectoriel  ayant  des  dé  river. s  premières  déterminées 
et  continues  en  tout  point  est  déterminé  d'une  n^anière  iinn'oque 
par  les  données  suivantes  : 

I  "  y  aleur  de  la  composante  normale  en  tout  point  des  si/rftrres 
tinnii's  ; 
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:•"  Vecteiii-  i-('présciitaiil  la  rotation  (Hëmentairc  en  tout  point  ; 
3"  J  a/rur.s  des  modules  de  rirculation. 

Colle  proposilion  s"a[)pli<[iie  aussi  aux  champs  vectoriels  s'étendanl 
à  rinfini  moycnnanl  certaines  conditions  que  nous  supposerons  réali- 
sées dans  les  champs  que  nous  aurons  à  considérer. 

Il  nous  reste  à  donner,  sous  la  forme  correspondante  aux  notations 
adoptées,  les  formules  générales  auxquelles  il  sera  fait  a|i|M'l  dans 
cette  étude. 

Etant  donné  un  champ  vectoriel  occupant  un  volume  \  limité  par 
des  surfaces  dont  l'ensemble  sera  désigné  par  S,  on  désignera  par  Z". 
un  élément  de  ce  volume,  par  ot  Faire  d'un  élément  superficiel  de  S, 
par  V  le  vecteur  de  longueur  égale  à  l'unité  dirigé  suivant  la  normale 
à  cet  élément  superficiel  vers  l'extérieur  du  champ.  La  composante 
normale  du  vecteur  du  champ  en  un  point  de  S  a  évidemment  pour 
expression,  suivant  notre  notation,  [vF];  elle  sera  souvent  aussi 
désignée  par  F„. 

Le  théorème  dit  de  Gauss  sera  dès  lors  exprimé  par  la  formule 
suivante  : 

(G)  rv,FoT  =  />.Flo^=('F„o^. 

Cette  formule  est  également  applicable  aux  champs  s'élendant 
à  l'infini  moyennant  l'adjonction  au  système  de  surfaces  S  d'une 
sphère  de  centre  déterminé  et  de  ravon  croissant  indéfiniment.  Pour 
les  champs  que  nous  aurons  à  considérer,  l'intégrale  relative  à  celte 
sphère  aura  une  valeur  nulle  et  il  n'en  sera  pas  question. 

On  emploiera,  en  plus  de  la  formule  (6),  trois  autres  formules, 
dont  la  dénionslration  consiste  uniquement  en  développements  de 
calcul  (ces  développements  s'effectuent  avec  une  extrême  simplicité 
en  quaternions).  (]es  formules  sont  les  suivantes  : 

(7)     ^•(ï^t)  =  UV.F  -4-  [FVU]         (U,  fonction  numérique), 

^S)     V[FF'J  =  ^(  F';  ^-  ^(F)  +  tiI(Fr,F';)  +  ÎI(F'V,F  >, 

(y;  V.t)(FF';  =  [FV,F]-[FV,PJ, 

(  10  ,         ^.V(  FF'  )  =:.  ^'(F'j  -  ^'(  F)  +  FV.F'-  FT.F. 
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III.  —  Propriétés  cinématiques. 


On  considère  un  fluide  parfait  (sans  viscosité)  iiRi)iii|)ri»il)le,  dans 
lequel  peuvent,  baigner  des  corps  mobiles  et  (|ui  ocniiic  un  espace 
limité  par  des  parois  mobiles  ou  s'étendaul  à  rinliiii.  mais  dans  ce 
dernier  cas  avec  la  condition  que  le  fluide  est  au  repos  à  l'iiijini.  Le 
fluide  est  soumis  à  des  forces  extérieures  (pii  s'exercent  sur  les  éléments 
de  volume  et  ([ui  admettent  une  fonction  potentielle. 

Le  mouvement  d'un  tel  lluido  réalise  les  conditions  sui\antes  : 

i"  Toute  particule  du  fluide  qui  se  trouve,  à  un  instant  déterminé, 
en  contact  avec  les  parois  conserve  cette  propriété,  ce  ({ui  s'exprime 
analytiquement  par  l'égalité  à  tout  instant  des  composantes  normales 
aux  parois  des  vitesses  de  la  particule  du  fluide  et  de  la  [lartieide  tle  la 
paroi  ; 

2°  L'accélération  aux  divers  points  du  fluide  admet  une  fonction 
potentielle,  propriété  qui  se  traduit  par  les  suivantes  (propriétés 
d'IIelniholtz)  :  les  modules  de  circulation  relatifs  à  la  vitesse  du  fluide 
restent  constants;  un  filet  tourbillonnaire  reste  constitué  parles  mêmes 
particules  (par  suite  possède  une  individualité  matérielle)  et  conserve 
en  outre  la  même  intensité. 

Le  mouvement  du  fluide  est  dès  lors  déterminé  par  les  données 
suivantes  : 

Mouvement  dçs  parois; 

Valeurs  des  modules  de  circniation  à  un  inslaul  (hl'tcrniiné; 

Rotation  élémentaire  aux  divers  points  dn  iUiidf  à  nn  instant 
déterminé. 

Le  mouvement  des  parois  déterminera  à  tout  instant  les  conq)o- 
santes  normales  de  la  vitesse  du  fluide;  les  valeurs  de  ces  composantes 
et  des  modules  de  circulation  con)plétées  par  la  rotation  éK'nii'iilaire 
pi'rnuilronl.  d'après  la  jiropositiou  rappeh'-e  dans  le  paragra[)lie  ])récé- 
(liiil,  de  dctiTinincr  le  clianq)  de  la  vitesse  à  nn  instant  déterminé.  On 
pourra  dès  lors  déterminer  la  position  i\ri^  iilcts  lonrbillonnaires  à  l'in- 
stant suivant,  et,  par  suite,  les  modules  de  circniation  restant  d'ailleurs 
constants,  on  aura  jiour  cet  inslani  des  (junni'es  de  inème  nature  (pie 
pour  l'instant  initial.  Le  mouvemeul  dn  llnide  est  ilonc  iden  déterminé. 
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Supposons  que  la  posilion  des  parois  qui  limilpiil  le  lluide  soil 
déterminée  par  les  valeurs  de  ;■  paramètres  y,,  y^,  ...,  q,i  de  façon 
que  les  parois  laissent  toujours  au  fluide  le  même  volume.  Dans  ces 
conditions,  la  présence  du  fluide  n'impose  aucune  condition  aux  para- 
mètres ^1,  ^n,  . . . ,  q,.  Soil  fj\ ,  ^!,,  . . .  ^  q\.  les  dérivées  des  paramètres 
par  rapport  au  temps  t. 

L'on  sait  que  la  vitesse  r  en  tout  point  du  fluide  peut  être  décom- 
posée en  deux  autres,  qui  se  déterminent  séparément,  savoir  :  une 
composante  (•„  déterminée  en  fonction  de  la  distribution  de  la  rotation 
élémentaire,  des  modules  de  circulation  et  de  la  position  des  parois, 
c'est-k-dire  des  paramètres  y,,  q^,  .  ..,  q^  et  une  composante  c,  dé- 
terminée en  fonction  de  la  position  des  parois  et  des  composantes  nor- 
males des  vitesses  des  divers  points  de  ces  parois.  La  grandeur  de  celte 
dernière  croît  proportionnellement  à  ces  composantes  normales  quand 
celles-ci  sont  multipliées  par  un  même  nombre;  elle  s'exprime  donc, 
ainsi  que  le  potentiel  dont  elle  dérive,  par  une  fonction  linéaire  homo- 
gène des  dérivées  q\^  q!,,  . . . ,  q[..  On  posera 

(,)  v  =  r„  4-  P,  =  A„  +  j:A,q\  (A,=  V9,), 

A,,  Ao,  ...,  \r  étant  des  vecteurs  fonctions  de  point  et  dérivant  de 
fonctions  harmoniques. 

Les  formules  (  i)  expriment  les  liaisons  du  fluide  et  des  parois.  On 
reconnaît  facilement  que,  même  dans  le  cas  où  le  mouvement  est 
irrotationnel  et  acyclique,  c'est-à-dire  où  i\  est  nul,  les  positions  des 
particules  fluides  ne  sont  pas  déterminées  en  fonction  des  paramètres. 
11  faudrait  pour  cela  que  l'on  ait  constamment  et  en  tout  point 

Ainsi  à  tout  mouvement  des  parois  correspond  un  et  un  seul  mou- 
vement irrotationnel  cl  acyclique  du  fluide;  mais  il  ne  s'ensuit  pas 
que  la  posilion  des  parois  détermine  celle  des  diverses  particules  du 
fluide,  autrement  dit,  (jue  les  positions  de  ces  particules  soient  des 
fonctions  des  paramètres  q.  En  général,  au  ((nilraire,  lorsque  les 
parois  reviennent  occuper  une  même  position  après  avoir  accompli  un 
mouvement,  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  particules  fluides.  A  ne 

Jouin.  de  Math.  («'  scrioi,  tome  II.  —   Kusc.  II,   ii|o(i.  lO 
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consiflérer  que  les  iiioiivoincnls  irrolalionncls  cl  !icytli(iiiçs  du  lluide, 
celui-ci  se  coinpoilc,  vis-à-vis  des  paraiiièlres  y,  connue  un  svslèine 
anholonoine. 

Un  déplacemenl  virluel  des  parois  déterminé  par  les  accroisse- 
ments 0(/,,  oq^^  ....  cq,.  des  paramètres  est  compatible  avec  une 
infinité  de  déplacements  virtuels  du  lluide,  parmi  lesquels  se  trouve  le 
déplacement  irrotationnel  cl  acydicpie 

Nous  avons  à  établir  un  certain  nombre  de  formules,  ipii  seront 
utilisées  dans  la  suilc 

En  désignant  par  ^  le  potentiel  d  où  dérive  f,  et  en  appliquant  les 
formules  II  (  (J)  et  ( "])  au  vecteur  ■\i(\,,  en  observant  (pie  les  compo- 
santes de  (  „  normales  aux  [)arois  sont  nulles,  on  a 

La  formule  (  3  )  résulte  uniquement  du  double  fait  que  c,  dérive  d'un 
potentiel  et  que  p„  donne  lieu,  aux  divers  points  des  parois,  à  des  com- 
posantes normales  nulles.  On  a  donc  de  même  : 

(4)  jric.A,j0T  =  o  .         - 
et  également 

(5)  j^"|roA,,HT  =  o, 

car  le  vecteur  A^^  dérive  d'un  potentiel,  la  dérivation  par  rapport  à  q 
étant  évidemment  commutalive  avec  les  opérations  de  dérivation 
géométri(pie. 

Si  l'on  désigne  par  T  la  force  vi\c  tlu  lluide,  on  a 
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et,  en  raison  de  (  ^  ). 

c'y  i    V 

on  désignant  par  T„  la  valoiir  d(?  la  force  vive  due  à  lo,  c'est-à-dire  de 
celle  qui  corresjioud  à  r,  =  o,  et  par  T,  la  valeur  de  la  force  vive 
due  à  r, . 

Avant  de  déterminer  de  cpielle  manière  varient  T(,  et  T,  avec  les 
divers  éléments  dont  ces  expressions  dépendent,  il  est  nécessaire 
d'élahlir  une  formule  générale. 

'K^'i'  ?:!'  •  •  •  j  ?"  i"-)  étant  nue  fonction  des  paramètres  et  de  u.,  l'in- 
tégrale W  —  I  'j^oT  ne  dépend  plus  de  u.  et  est  uniquement  fonction  des 

"    V 

paramètres.  L  accroissement  -  07,  de  W  est  éiial  à  la  somme  des 
accroissements  relatifs  à  tous  les  éléments  fluides,  de  sorte  (pie  Ton  a 

<  7)        ^.  =  ^,j,  -^''--  ^i  '^"^'--  -^.i  ,,t  (^-y^^- 

Cette  formule  suppose  toutef(ns  que  '^  est  une  fonction  uniforme 
dans  tout  l'espace  occupé  par  le  fluide;  dans  le  cas  contraire,  il  serait 
nécessaire  d'ajouter  au  second  membre  un  terme  relatif  à  la  variation 
brusque  que  subirait  ■>}/  pour  certaines  particules  du  fluide.  La  for- 
mule (7)  ne  devra  donc  être  appliquée  qu'à  des  fonctions  uniformes, 
numériques  ou  vectorielles  d'ailleurs. 

La  formule  (7)  va  nous  permettre  d'exprimer  la  dérivée  de  T  par 
ra|iporl  au  temps.  Ou  a 

(  )u  sait  (pie  lOii  pi'iil  mil  lie  K;  second  membre  de  cette  tormule  sous 
une  autre  forme;.  On  a,  en  (.'ilét, 

v^  '^'''1  '/  /  V  '^'1-  '  \        V"  I  ''  ,  '^'1  \    '  1 
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Cl,  en  outre,  T,  étant  une  fonction  homogène  (juadratKjue  des  ilérivêes 

De  ces  deux  relations  combinées  avec  (8)  résulte 

'/t    ~Zi\dt\  df/',  )  ^'       dy ,  ^i'  J  ' 
formule  (jui,  en  posant, 
/s  p     _  ill  ^  ^ 

peut  évideninienl  s'écrire 
(ro)  di:,  =  -L\\,dfj,. 

On  a  enlîn.  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 

Nous  allons  démontrer  la  formule 

(lelte  formule  corresj)ond  à  la  [)ropri(''t<''  (pii  pernu't  de  déduire  les 
éipialions  de  Lagrange  de  l'écpiation  cpii  exprime  les  deux  principes 
coml)inés  des  vitesses  virtuelles  et  de  d.Vlemberl.  Dans  le  cas  actuel, 
les  paramèli'cs  (j  ne  sont  pas  ceux  du  syslème  dont  la  force  vive  T,  est 
en  jeu.  Mais  la  vitesse  r,  d'un  point  de  ce  système  a  une  expression  de 
la  même  foi'iue  (pie  si  la  position  de  ce  point  était  edectivemenl  di'lei- 
minée  [tar  les  \  alenrs  des  paranu"'trcs,  avec  la  différence  que  les  coefli- 
cients  de  q\^  q,^  . . . ,  q\.  ne  sont  pas  les  dérivées  partielles  d'une  nn'-me 
fonction  de  y,,  q..,  ...,  y,..  On  sait  que  cette  circonstance  eaiaeli'iise 
le  cas  des  systèmes  aiiholoiiomcs  et  qu'elle  ôle  loule  validité  au  l'onde- 
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ment  de  la  trausfonnation  de  Lajîrange.  C'est  donc  sur  des  circon- 
stances particulières  au  cas  traité  que  doit  être  basée  la  démonstration 
de  la  formule  (12). 

On  a,  en  appliquant  la  formule  (~ )  à  la  fonction  T,, 

=  ?Xi'.^-A;//;i';^+?(|.,5;'f(A)'/,|jT. 

Tl  suffit  donc  de  prouver  l'égalité 

Les  vecteurs  A^^  et  Aj^  ayant,  comme  les  vecteurs  A  et  A,  dont  ils 
sont  les  dérivées,  une  distribution  solénoïdale,  les  formules  II  ^6) 
et (7)  donnent 

r^[vA,,]o^^n.-,A,,]oT. 

•-'s  '  V 

Le  vecteur 

a  également  une  di>tribuliuii  solénoïdale,  car  il  représente  la  rotation 
élémentaire  du  clianip  déterminé  par  le  vecteur  U(AA,).  On  a,  par 
suite. 

L'égalid''  à  ilcMUdiilier  devient  donc 
/>lvA,Jo.+  /'^|v;;;VA,,]o.../-^lvA,Jo.-./*;rv';A.,A,1^,, 
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f't,  parsuilc,  il  siillif  de  prouver  (|uc  l'on  a  en  loul  j)oinl  siliit'  sur  la 
surface  des  parois 

i^vj  +  [v|,a,)]  =  iva:j-.|v';;^',a)|. 

l  ne  particule  lluide  qui  se  Irouxe  à  un  iustaul  délriiMini-  eu  coulacl 
avec  les  parois  conserve  celte  propriété  dans  tous  les  mouvements 
ultérieurs  du  lluide  ((ui  ont  été  délinis  comme  étant  compatibles  avec 
ceux  des  parois  et,  en  particulier,  avec  ceux  de  ces  mouvements  qui 
sont  irrotationuels  et  acycli(pies.  (Icux-ci  sont  définis  par  la  for- 
mule (2),  de  sorte  (ju'à  tout  mouveuuMil  des  paiois  correspond  un  et 
un  seul  mouvemenl  irrotatioimel  et  acyclique  du  lluide.  I*ai'  exemple, 
à  un  dé])lacemetit  sirluel  de  ces  parois  dans  le(pu'l  les  accroisse- 
ments oy,,  oq.,,  ...,  oq,.  sont  mds  à  l'exception  d'un  seul  oy  corres- 
pond un  déplacement  irrotationnel  et  acyclicjue  du  lluide  déterminé 
par 

ou.  =  Aoy, 

et  l'accroissement  correspondant  d'une  fouetion  0  considérée  comme 
afférente  à  une  particule  déterminée  du  lluide  primitivement  située 
au  point  u.  a  pour-  l'xpi-ession 

Soit 

ré(piatiou  d'une  surface  foiinéc  par  les  parois  ou  pai'  une  |)orliou  de 
celles-ci.  ()n  peut,  d'après  ce  tpii  précède,  dériver  cette  étpuilion  par 
rapport  à  q  en  y  considérant  a  comme  la  position  d'une  particule 
déterminée  du  lluide  en  contact  avec  la  paroi.  Ou  [)eut  éj;alement 
la  dériver  par  rapport  à  «7,  dans  les  mêmes  conditions.  On  obtient  ainsi 
les  deux  rchilious 

\-^V\+A=o,      iA,T/-|+./;-o- 

On  peut  encore  difTérenticr  ces  deux   U()u\ elles  relations,  la  pie- 
mière  par  rapport  à  /y,,  la  seconde  par  rapport  à  y.  loujoiiis  dans  les 
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iiir-incs  condilions,  c'csl-à-dirc  cii  coiisidiTaiil  k-s  divers  (''Ii'iik'iiIs  (|ui  y 
figiirenl  coimne  ailércnls  à  une  |)iuliciilc  (luide  dék'niiinéc  dont  Ui 
mouvement  suit  celui  des  parois  de  la  manière  définie  plus  haut,  lui 
tenant  compte  de  la  commutativilé  des  opérations  de  dérivation  par 
rapport  à  q  avec  les  opérations  de  dérivation  géométrique  exprimées 
par  V,  on  obtient  les  deux  nouvelles  relations 

IVA;j  +  [vg(A,)|4-|Avj  +  |A';;^(A,)|+/;,+|A,r/;|  =  ,>, 
[V  a;,|  + 1  V'î^i  A)J  +  A,  r/;i  +  [a,  5^'<  A)]  +/,„  + 1 A  v;  I  =  o. 

I']n  les  retranchant  membre  à  membre  et  observant  que  Ton  a 


il  vient 


I  Va;,|  +  I  v;î^(A,)|  =  [r/A;j  +  I  v/-^<  A  )|. 

On  peut  évidemment  remjilacer  dans  cette  relation  V/'par  v,  et  Ton 
obtient  alors  la  relation  qu'il  s'agissait  de  démontrer.  La  formule  (1:2) 
est  donc  acquise. 

T'exprimons  maintenant  —~^-  On  a 

(  )n  a  Ml  (pic,  dans  les  fluides  parfaits,  raccéli'raliou  -j-  dérive  dim 
potentiel.  Il  en  est  (''videmmenl  de  même  de  la  déri\i''e  -~;  enlin  le 
xecleur  -r-'  (  l'i  j  déii\e,  d'après  la  formule  II  (.S  ),  de  la  iDiietioii  '  1 1  ;  |. 
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Par  suite,  d'ajin-s  une  propriété  plusieurs   fois  ap|ili(pi(''(',   li's   trois 
premiers  termes  du  dernier  membre  sont  nuls,  et  l'on  a 

()fi  peut  mettre  le  second  membre  de  celle  formule  sous  une  autre 
forme.  On  a  en  efl'el,  d'après  la  formule  II  (8\ 


cl,  par  suite,  par  Tapplicalion  de  la  formule  11  (7), 
et  enfin,  par  l'apjylication  de  la  formule  de  Gauss, 

On  a,  d'autre  part,  par  Tapplicalion  de  la  formule  II  (  10), 

D'où,  par  lapplicalion  de  la  formule  II  (f)), 

=  [r„r,-ju']    -  V,;rjr„r,  |  -  i',[i;-;]|. 
D'où  eidln,  moycMinant  l'application  de  la  formule  de  (îauss. 
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Les  relations  (a)  el  (b)  sont  réunies  dans  la  suivante  : 

(i3)  r^'-    '  ^:^  ''     -'     ^'^ 


Il  vient 


dt        -^^o<7,: 


formule  qui  peut  évidemment  s'écrire 

(i5)  rfT„=SP„,r/.y,. 

On  a  donc,  moyennant  les  formules  (lo  )  et  (ij), 

(iG)  </T  =  f/T,  +  ^/T„  =  IP,,.%+  i:P„,./y,. 

On  voit  que  f/T  est  nul  lors(iue  les  parois  restent  fixes,  ce  (jui  est 
conforme  aux  principes  de  la  Mécanique,  puisque  le  travail  des  forces 
exercées  sur  le  fluide  est  nul  dans  ce  cas.  Lorsque  le  mouvement  du 
fluide  est  irrotationnel,  la  force  vive  est  uniquement  fonction  des 
paramètres  et  de  leurs  dérivées;  T„  est  uniquement  fonction  de  ces 
paramètres,  et  l'on  a  alors 

Nous  avons  encore  à  établir  une  formule  prcJiiÉiiuairc.  Ou  a,  par  la 

Journ.  de  Math.  (>>'  série),  loiiie  II.   —  l'asc.  II,   içioii.  I^ 
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voie  qui  a  coiuliiit  aux  l'orimilos  (a)  et  {0),  les  relalions 

Ces  deii.v  relations  peuvent  être  réunies  sous  la  fonue  suivante  : 

(17)  =  ri<',4''oAj— A„[p„i',jioŒ 

I  —    /  [A2Wi\]Sl. 

Dans  le  cas  où  le  mouvement  est  irrotationnel,  le  second  membre 
de  la  formule  précédente  peut  prendre  une  autre  forme.  Le  champ 
déterminé  par  la  vitesse  p„  ne  dépend,  dès  lors,  que  des  paramètres  ç, 
puisque  les  modules  de  circulation  restent  constants  pendant  le  mou- 
vement. On  peut  donc  assigner  une  signification  précise  à  l'expres- 
sion P-;^. 

Cela  posé,  de  la  formule  déjà  utilisée, 

/|i',r„]0T  =  o, 

■/y 

on  déduit,  en  dérivant  par  rapport  à  q, 

On  obtiendrait  de  même 

l  [  A5:%,  v;  J  OT  +£  [a  '^{i-,  )]  o\  -t- j^  [r„  ^  (r,  )J  0-  =  o. 
En  retranciiant  ces  deuv  relalions  nieudjre  à  membre  et  observant 
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quo  les  seconds  termes  sont  égaux  entre  eux,  l'on  obtient 

"^  V  •    V 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  vecteur  c,,  admet  une  fonction 
potentielle  Og.  On  a  donc 

07,  —    '  fOf/, 

et,  par  suite, 

[c',r;j^^(c,),      [A2r;„^;]  =  2;[^(A)y;]. 

Posons 

-  V  >>  V 

On  a,  en  ajipliquant  la  formule  (y), 

2(i.-f)^-.([t(-''-2t('^  %'•■-■ 

On  a  donc  enini.  pour  l'expression  du  second  membre  de  (17), 

IV.  —  Actions  sur  les  parois. 

L'effet  d'un  groupe  de  forces  siu-  le  mouvement  d'un  système  maté- 
riel dépend  uniquement  de  l'expression  du  travail  de  ces  forces  dans 
tout  déplacement  virtuel  du  système.  Nous  nous  proposons  de  déter- 
miner une  expression  du  travail  oL  développé  par  les  pressions  exer- 
cées par  un  lluide  parfait  incompressible  sur  les  parois  qui  le  limitent 
dans  tout  déplacement  virtuel  de  ces  jiarois. 

Le  fluide  d'une  part  et  les  parois  de  l'autre  constituent  deux  systèmes 
matériels  (S)  et  (S')  ayant  entre  eux  des  liaisons  telles  que  le  travail 
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des  forces  qu'elles  développent  est  nul  dans  tout  déplacement  de  l'en- 
seinhle  conijiatiijle  avec  ces  liaisons.  Le  travail  développé  dans  un 
déplacement  quelconque  de  (S')  par  les  forces  exercées  sur  ce  système 
en  vertu  de  ses  liaisons  avec  (S)  est  donc  égal  et  de  signe  contraire  au 
travail  développé  par  les  forces  de  liaison  exercées  sur  (S)  dans  tout 
déplacement  de  S  compatible  avec  le  déplacement  considéré  de  (S'). 
On  est  donc  ramené  à  déterminer  le  travail  des  forces  exercées 
par  (S')  sur  (S)  dans  un  déplacement  virtuel  de  (S)  compatible  avec 
le  déplacement  virtuel  considéré  de  (S').  Ce  dernier  travail,  c'est- 
à-dire  —  oL,  se  détermine  facilement  en  fonction  du  travail  des  forces 
extérieures  qui  s'exercent  sur  (S)  et  des  éléments  du  mouvement  de 
ce  système.  Si  l'on  désigne  par  SW  le  travail  des  forces  extérieures  et 
par  ol  le  travail  des  forces  d'inertie,  l'équation  générale  de  la  Dyna- 
mique, appliquée  à  (S),  s'écrit 

o\V  —  ûL  -h  ol  =  o, 

ou,  en  désignant  par  p  la  densité  constante  du  fluide  et  par  v  sa  vitesse 
(en  grandeur  et  en  direction)  en  un  point  quelconque  tx, 

( i)  ^L  =  oW  -  pj  ^~  oaj  r:-. 

Si  la  force  extérieure  pF  agissant  sur  un  élément  du  fluide  dérive 
d'une  fonction  des  forces  pV,  on  a 


oW  =  p  ("[F  ou]  0-  ^   p   fo\  OT, 


et,  si  l'on  suppose  la  valeur  de  V  déterminée  en  tout  point  de  l'espace 
indépendamment  de  la  position  du  fluide  et  des  parois, 


0  W  ^=  po  I  \  0-. 


La  variation  qui  figure  au  second  membre  est  évidemment  égale  à 
la  somme  des  éléments  ajoutés  à  l'intégrale  en  raison  du  mouvement 
des  parois.  Le  déplacement  virtuel  d'un  point  de  la  [)aroi  et  le  dépla- 
cement virtuel  du  point  du  tluide  en  contact  avec  lui  ont  même  compo- 
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sanle  normale;  on  a  donc  finalement 

(  2)  oW  =  p  0  /  V  OT  =  p  /  V I V  ou.]  07. 

Pour  exprimer  le  second  terme  de  oL,  Ton  supposera,  comme  dans 
le  paragraphe  précédent,  que  la  position  des  parois  est  déterminée 
par  les  valeurs  de  /■  paramètres  q,,  q.^,  .  .  .,  q^,  et  Ton  a  vu  qu'un 
déplacement  virtuel  de  ces  parois  déterminé  par  les  accroisse- 
ments 8q,,  oq.2,  .  .  .,  oqr  est  compatible  avec  une  infinité  de  déplace- 
ments du  fluide  parmi  lesquels  se  trouve  celui  qui  est  déterminé  par 

c^j.  =  SAjOÇ',. 
On  a  donc 

et,  par  suite,  en  posant 


on  écrira 


(3)  âL-=5W-lQ,5^,. 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  davantage  des  forces  extérieures  et 
nous  nous  attacherons,  dans  ce  qui  va  suivre,  à  transformer  Texpres- 
sion  du  dernier  terme  de  la  formule  (3). 

La  formule  qui  donne  l'expression  d'un  coefficient  Q  est  de  la  même 
forme  que  celles  dont  on  déduit  les  équations  de  Lagrange  relatives 
à  un  système  matériel  dont  la  position  est  déterminée  par  r  para- 
mètres q,,  q.,,  .  .  .,  q^.  Mais,  dans  le  cas  actuel,  le  système  matériel 
dont  les  éléments  dynamiques  figurent  dans  la  formule  (3)  n'admet 
pas  pour  paramètres  q,,  q „,...,  qr-  La.  position  de  ce  système  dépend 
de  ces  paramètres,  mais  n'est  pas  déterminée  par  eux.  On  doit  donc 
s'attendre  à  ne  pas  pouvoir  appliquer  de  piano  les  transformations  de 
Lagrange.  Toutefois,   une  prenjière  transformation  est  évidemment 
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possible.  On  a  en  effet 
et,  par  suite, 

Il  s'agit  maintenant  de  transformer  le  dernier  terme.  On  a 
D'où 

Le  premier  terme  de  la  seconde  ligne  est  nul  en  vertu  de  la  for- 
mule III  (5);  on  a  de  plus,  le  vecteur  A  admettant  nue  fonction 
potentielle. 

En  tenant  compte  de  ces  deux  relations,  il  vient 

On  a,  par  suite,  moyennant  les  formules  III  (i  i),  (i/\)  et  (17), 

-f/'|A2>i,,|';T  -p,. 

J  M 
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La  formule  (4)  devient  donc,  moyennant  la  formule  III  (9), 

(6)    Q  =  P.  +  P„  +  p  /";  A4.V.  j  -  ^■.„['  0  A];  0^  +  p  Aa  2^vr.]  0-, 

où  l'on  a 

P   _  d  dT,        àT, 

^  '  ~  c^^   dq'  d<]  ' 

Po=  ^P  /  A„[v„J^-OT  +  p  r[A2wr„]0T. 

-     ..  s  -  V 

Dans  le  cas  où  le  mouvement  est  irrotationnel,  on  a  vu  que  T„  est 
uniquement  fonction  des  paramètres  ^,,  q.,,  ...,  qri  les  modules  de 
circulation  restant  constants.  On  a  alors 

^^'  =  «'  P«^^' 

et  la  formule  (6)  devient 

0  =  -7:  -H r-^  +  f  /     A«h'o'".    —  ^iJ'oA     0C7+  ^, 

^         </i   t'y  dq  '  ,/j.  '       "L    0    M  11 L    u      j  jfi 

ou  enfin,  eu  égard  aux  formules  établies  à  la  fin  du  paragraphe  III, 

<  ~  ^^  Jy'  ôq    ^  ^2d\àq,  dq  j'^'  dq  ' 

où  l'on  a  posé 

G  =  /  9o^  '^",         G,-  =  /  9o,^  OT, 

0(,  étant  la  fonction  potentielle  du  champ  irrotationnel  (cyclique)  dé- 
terminé par  la  vitesse  v^. 

Sous  cette  forme,  l'expression  de  Q  est  identique  à  celle  (jui  a  été 
donnée  par  Cari  Neumann. 

On  peut  vérifier  que  l'expression  (G)  de  Q  satisfait  au  théorème  des 
forces  vives.  On  a,  d'après  la  formule  (3), 

^L  =  ^\V-    ZQ,dqi. 

D'autre   [)art,   le    théorème    des    forces   vives   appliqué   au  fluide 
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s'exprime  par  la  formule 

d\\  —  dL  =  dT 
ou 

On  a,  d'après  la  formule  III  (16), 

i:i>„ry;-i-iivy;  =  5- 

On  a  d'ailleurs 

2;|(a4cv:,|o^^;j-2;|(c'.„['-oA.|o^'7;| 

el  enfin 

2Î/[^'2^''"<^".]^'!7i)  =J  [<>•.  2w.'(-,  I  0-  =  o. 


(0 
(4) 


Formulaire. 
II. 

fFF'l  =  XX'+YY'  +  ZZ', 
tsl(FP)  =  (YZ  -ZV,  Z\  -XZ,  XY- YX), 

X      Y      Z 

lFFF'J  =  |Fl1(PF")J  =  [t|l(FF')F"| 


X      Y      Z 

X"    Y"    Z" 


d'i  ~  \d>/'  dq'  dqj' 

,f.        àF  ,  dF   .  OF  ,         dF,  .    . 

dt  =    .    dx  -h  -7-  «K  4-  -^dz  =  -f-(dix), 
ÔJc  ôy    -^         Oz  d\i.  ^    '  '" 

V.F=^+^-^f^ 

à.v         OY         az 

r  F  —  (  —  —  —   —  —  —   'H  —!^\ 

-  \dj        iJz'  Oz         ôx'  O.c         Oy  J^ 
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(5)  VU  =  ( -j— > -r-^i    ^j         (U,  foiiclioii  uum(''ri(jue), 

(6)  r[V.F]o-=r[vF]Sa-  [fJg, 
(n)  V,(UF)  =  IJV,F  +  1FVU]. 

(«)  VIFF'J  =  |-J^(F')  +  '-^(F)  +  ^(FV,F')  +  1^(F' V,F), 

(9)  V,l1(FF')  =  lF'V,F]-[FVa-'J, 

(10)  V.îiCFF')^  J(P)-^(F)  +  FV,F'-F'V,F. 
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III. 


(2)  OfJ.=:i;A,0(/,, 

(4)  r[r..A,loT  =  o, 

(5)  A''oA;,]ot  =  o, 

./y 

(6)  T  =  ^pJ^[.^Jo.+  ^pjJ,r]S^  =  T„  +  T, 
(.0)     ./!",  =  Il',,  r/y,, 

(il)       -T-l  =  T^  =  f  /     t'(  AJ'^"' 

Jcurit.  de  Malh.  (fi"  série),  Imiic  II    —   l'asc.   U,  igu6. 
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I  ^'v   l  ''i''  J  .'v 

[        =  ;  p^A,4r^J  â^  +  pjj  [  A,-  2UT.,J  OT, 

(i5)      dT,  =  :L\\idqi, 

(i6)     (fr  =  f/T,  +  f/T„=  2P,,</7,+  i:l'„,^/<7„ 

(.7)    =XI-"l<"'>]'--.([""$"^^]'- 

'       =  /';  '■,„l''.'M  -  A„l.-..-,  Il  07  -  /"(A  ja-r,]  ix. 
IV. 

(2)  o\V  =  :  i  /'v  ÎT  =  p  rV|  V  ou|  07, 

(3)  OL  =  o\V  -  I(^),  ory,., 

,  _ ,         «-/A        r.  4  /      '        t'A  ,      ^         (iA  ,     , 
(6)        Q  =  P,  +  1\,+  p  T;  A4r„r,|-r,„|r.,  A|;o^  ^p  Aa   Mvr,] 
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Sur   les  pôrmdcs  des   inlci^ralcs   douhlcx; 
Par  m.  II.  POIACARÉ. 


§  1.  —  Introduction. 

La  délerniinatiori  du  nonibre  des  périodes  cycliques  d'une  intégrale 
double  exige  une  grande  attention,  comme  toutes  les  questions  d'yi«a- 
lysis  situs,  dès  que  le  nombre  des  dimensions  dépasse  3.  M.  Picard  a 
abordé  la  question  dans  son  Ouvrage  sur  les  fonctions  algébriques  de 
deux  variables,  que  je  citerai  souvent. 

Je  m'en  suis  occupé  moi-même  dans  un  Mémoire  intitulé  :  Sur  les 
cycles  des  surfaces  algébriques,  et  inséré  au  Journal  de  Liouvdle 
en  r902.  C'est  à  ce  Mémoire  que  je  renverrai  quand  je  parlerai  sans 
autre  explication  du  Mémoire  cité. 

L'application  des  règles  posées  dans  ce  Mémoire  présente  queKjue- 
fois  quelques  difficultés;  la  question  du  nombre  des  cycles  ne  se  pose 
pas  d'une  façon  aussi  simple  que  dans  le  cas  des  courbes  algébriques, 
puisqu'il  y  a  plusieurs  manières  d'envisager  les  points  à  l'infini  et  que 
le  nombre  drs  cycles  ne  reste  pas  le  même  quelle  que  soit  la  convention 
adoptée.  D'autre  part,  il  peut  arriver  que  ce  nombre  ne  soit  pas  le 
même  pour  deux  surfaces,  bien  que  l'on  puisse  passer  de  l'une  à  l'autre 
par  une  transformation  birationnelle.  C'est  ce  qu'a  montré  >L  Picard. 

Si  l'on  ne  fait  pas  attention  à  ces  circonstances,  il  peut  arriver  qu'on 
soit  conduit  à  d'apparentes  contradictions  et  que  le  nombre  des  cycles 
d'une  surface,  tel  que  le  donnent  les  règles,  ne  demeure  pas  le  même 
quand  on  change  d'axes  de  coordonnées. 
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C'est  co  qui  ni"a  dolerniiiié  à  revenir  encore  une  fois  sur  la  question 
et  d'ailleurs  sans  l'épuiser.  J'ai  modifié  la  convention  relative  aux 
points  à  l'infini,  de  façon  que  tout  devienne  projectif  cl  que  les  résul- 
tats se  présentent  sous  une  forme  plus  simple. 

J'ai  obtenu  ainsi  une  formule  générale  et  je  lai  appliquée  aux  sur- 
faces du  troisième  degré. 

Ces  surfaces  présentent,  au  point  de  vue  qui  nous  occupe,  des  pro- 
priétés <pii  seml)lent  paradoxales,  sur  lesquelles  .M.  Picard  a  déjà 
attiré  l'attention.  C'est  ce  qui  m'a  engagé  à  les  étudier  eu  détail. 

Il  faudrait,  pour  aller  plus  loin,  étudier  les  cas  où  la  surface  présente 
d'autres  singularités  que  les  singularités  ordinaires  qui  caractérisent 
les  surfaces  auxquelles  toutes  les  autres  peuvent  être  ramenées  par  une 
transformation  birationnelle;  c'est-à-dire  les  cas  où  la  variété  à  quatre 
dimensions  correspondante  présente  un  point  singulier.  .Mais  je  n'ai 
pas  abordé  ce  problème.  Je  me  suis  contenté  de  dire  quelques  mots  au 
sujet  du  point  conique  ordinaire,  et  sans  éj)uisor  la  ejucstion. 


§  2.  —  Intégrales  doubles  relatives  à  une  surface. 
Soit 

(i)  F(x,y,:.)  =  o 

une  surface  algébrique  quclconcjue,  et  soit 


\'d:du- 


une  intégrale  double  relative  à  cette  surface  ;  P  étant  une  fonction 
rationnelle  de  x,y,  z.  Nous  supposerons  cette  intégrale  prise  le  long 
d'un  domaine  à  deux  dimensions  cpic  j'appellerai  Iv  et  qui  sera  géné- 
ralement un  cycle  fermé. 
Soit  maintenant 

(3)  OLx  -h^^y  -h  yz  =  I 

un  plan  variable  quelconque,  et  soit  C  l'intersection  de  ce  plan  va- 
riable avec  la  surface  (i).  Nous  pourrons  supposer  tpie  le  domaine  d'in- 
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tégralion  K  ost  engendré  de  la  façon  snivantc  :  le  plan  (3)  variera  d'une 
manière  continue  ;  en  même  temps,  nous  envisagerons,  sur  la  surface  de 
Riemann  correspondant  à  la  courbe  algébrique  C,  un  cycle  fermé  A"; 
quand  le  plan  (3)  variera  d'une  manière  continue,  ce  cycle  A"  variera 
également  d'une  manière  continue,  et  ce  sont  les  positions  successives 
du  cycle  à  une  dimension  k  qui  engendreront  le  cycle  à  deuv  dimen- 
sions K.  (^uc  devient  dans  ces  conditions  notre  intégrale  tloubie? 
Posons 

(4)  Y  =  YF;,-aF;, 

(  z  =aF;.-^^F;,. 

Posons  encore 


u  ;=  'kx  4-  ]xy  +  vr, 

A,  [j.  et  V  étant  des  constantes  quelconques;  supposons  (|uc  les  coeffi- 
cients variables  a,  [îi,  y  de  l'équation  (3)  soient  des  fonctions  d'une  cer- 
taine variable  l  et  prenons  u  e\,  t  pour  nouvelles  variables  indépen- 
dantes. U  s'agit  de  calculer  le  déterminant  fonctionnel  des  anciennes 
variables  x  et  y  par  rapport  aux  nouvelles  u  et  /. 
i'our  cela,  nous  avons  les  équations  suivantes  : 


du  =  X  dd 


(•') 


ii.dy 

'édy 

dF  =  F'^  dx  -h  F'  dy 


'^'l^-^Tt  ="■''■' 


V  dz, 
F.dz. 


Si  donc  nous  pos 

5ns 

1    ''' 

a 

V 

D  = 

a 

fi 

T 

f; 

1^; 

F. 

us  trouverons 

à{ 

a,  t. 

F) 

0{ 

X,  y 

, --) 

=  aX  -I-  IX Y  -+-  vZ, 


1- 


in 
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D'autre  part 
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fi{ii,  t,  F)  _  d(ii,  t,  F)    à(u,  t.  z)    _  ..,  àlii,  l) 
<h.r,  y,  z)  ~   ai  II,  t.  z)    d{.i\y,  z)   ~~      -  J(.r,  y)' 


d'où  enfin 


d{x,y) 


d{u,  t)  '  D 

de  sorte  que  notre  intéjjrale  donlile  devient 

—r-  au  al 


ou  bien 

{^) 

avec 

(7) 


Pxda 


B  = 


P  ;  (/„ 


rvydu  ^       ryzc 


On  peut  annuler  denx  des  trois  cocfficienls  arbitraires  A,  u.,  v,  en 
faisant  l'autre  éi^al  à  i;  on  trouve  ainsi,  par  exemple, 

,    ,.,  .        rPxd.c       rPxdv      rWtik 

illns)  ^^=j-l^=j-Y^=j   ^-        . 

Les  intégrales  (7)  et  (7  bis)  sont  des  intégrales  abéliennes  simples 
relatives  à  la  courbe  algébrique  C;  et  si,  comme  nous  l'avons  supposé, 
le  cbemin  d'intégration  k  est  un  cycle  fermé,  ce  sont  des  périodes  de 
CCS  intégrales  abéliennes. 

Nous  devons  nous  attendre  à  ce  que 

A  dy.  +  B  r/;5  +  (  ;  dy 


soit  une  dillérentielle  exacte,  et  c'est  en  eU'et  ce  (pii  arrive    Vérifions 
que 

clK  _  d\i 
71^  "  7hl' 


(8) 
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(  hianil  nous  jilloiis  parcourir  le  cyclL'  k,  le  point  u  va  (l(''crir('  dans 
son  plan  une  ccrlaino  courl)e  lenncc;  nous  pourrons  toujours  sup[)OSfr 
que  celle  conrl)e  ne  varie  pas  r[Liand  on  donne  à  jii,  par  exemple,  un 
accroissenienl  1res  pelil. 

En  effel,  par  liypollièse,  noire  cycle  k  esl  fermé  el  varie  (Tune 
manière  continue.  Si  donc  k  esl  la  courbe  fermée  décrite  par  i/  dans 
son  plan,  si  k"  est  ce  que  devient  cette  même  courbe  quand  [îi  se  change 
en  [i -\- d^,  ces  deux  courbes  fermées  k'  el  k"  dilTéreronl  inlîniment 
peu.  On  aura  toujours  pu  eboisir  k'  de  façon  cjue  celte  courbe  passe  à 
dislance  finie  de  tous  les  points  singuliers.  Il  n'y  aura  pas  alors  de 
point  singulier  entre  Â'  et  A".  I/iulégrale  le  long  de  k"  est  donc  égale  à 
Fintégrale  le  long  d<.'  A';  on  peut  renqjlacer  la  courbe  A"  pai'  la 
courbe  A',  c'est-à-diie  supposer  cpie  la  courbe  A'  n'a  j)as  varié.  (Àda  nous 

permet  de  calculer  -r^  par  difléreutialion  sous  le  signe  /  en  regardant 

dfi  "^        J  ^ 

le  cbemin  d'intégration  comme  invariable.  On  trouve  ainsi 
en  remarquant  que 


d 

d    <l.c          d   dy          d    dz           ô 

TÏI-dfj'^dy  df>  "^  (h  d^^  'd^ 

dp- 

en  représentant  par -pî  avec  des  â  ronds  la  dérivée  prise  par  rapport 

à  fl  en  tant  que  cette  variable  ligure  explicitement  dans  -=— ,  mais  en 

regardant  x,  y,  z-  comme  des  conslanles. 

Nous  observerons  (pie,  dans  le  uumér.iteur  P.r,  la  lettre  ^  ne  ligure 
pas  explicitement,  mais  (pi'elle  figure  dans  D  et  que  l'on  a 

f^  =  (XF-vF'). 

Maintenant,  tiour  calculer  -v^,  -jk»    ,' >  il  faut  dans  les  éciuations  (S") 
'  '  dp    dp    dp  '  ^    - 

faire   du  =^  y^,    puiscpie    notre    cbemin   d'intégration    est  invariable; 

d¥  =  o,  puiscpie  l'équalion  (i)  a  toujours  lieu;  da.  =  dy  =^  o,  puis(juc 
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pnui' cluTclior  la  dôfivt'-e  particllo  p'ar  ia[)|if)il  à  3  il  laiil  !i'i::ii(lrr  les 
(loiix  autres  varialjles  a  ot  y  coiniiu'  tirs  foiislanli's.  <  )ii  IrouM'  ainsi 

(5  bis)  '.    —  y  (V'^  =  V  X  dx^ 

Nous  Y  adjoii;'nons  ri(lentit('' 

cil  posant 

Les  équations  (j  bis)  nous  doniu'iil  d'abord 


et  d'antre  part 


A        u.        V 

ir    f;   f; 

q;  q;  q; 


=yif/?, 


</r 


Si  donc  dans  Fcqualion  (c))  nous  remplaçons   >  -~dx,  dx  cl  -r^ 
pai'  leurs  valeurs,  nous  trouverons 

(I  /  l*.r\         j-y  \  Dr       ^      1  ■"  I  w  /-  1-"  IV  \  1 

;7^(Tr)  =   D-  +  ip[ri,^i%-  vi-,;  -  ..(At,-  viv,)|. 

<  >n  Iroiivrrait  de  même 
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et  ridentité'  des  deux  expressions  suffit  pour  démontrer  Tégalité  (8). 
Donc  A  f/a  +  B  rfji  +  C  f/y  est  une  diflérentielle  exacte. 

C.    Q.     F.     D. 

Afin  de  ne  pas  exclure  le  cas  où  le  plan  (3)  passe  par  l'origine,  il 
convient  de  rendre  l'équation  de  ce  plan  homogène  en  l'écrivant 

(3  bis)  a.r4- ^7  +  Y=  =  £. 

Il  vient  alors 

e  £  £ 

A,,  B,,  C,  étant  ce  que  deviennent  A,  B,  C  quand  on  y  rem- 
place a,  |3,  Y  par  7)  ^,  7,  dans  ces  conditions,  le  déterminant  D  se 
change  en 

Il  vient  ainsi 

A.=J  -j^_zj  -i^-A£, 
d'où 

A ,  a  -  :=  ixdoL . 

d'où  enfin 

(6  bis)  dS  —  A  dx  -t-  B  ^/[i  +  C  f/y  —  Edi, 

où 

1^_  l  -J  ûl  • 

ou  en  vertu  de  l'équation  (3  bis)  : 

(10)  L=j-3- 

Considérons  alors.!  comme   fonction  de  a,  [3,  y,  e;  nous  partirons 
de  certaines   valeurs  initiales   de   ces    variables,    par    exemple     les 

Journ.  de  Math.  (G*  série),  tome  II.  —  Fasc.  11.  1906.  '9 
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valeurs  i,  o,  o,  i  (c'est-à-dire  le  plan  x  =  i),  cl  nous  les  ferons  varier 
d'une  manière  continue  et  par  un  clieniin  quelconque  jusqu'à  leurs 
valeurs  finales  a,  [3,  y,  t;  le  cycle  à  une  dimension  /»•  variera  aussi  d'une 
manière  continue  et  engendrera  une  variété  à  ileiix  dimensions  K  qui 
ne  sera  pas  fermée,  mais  qui  aura  une  frontière  formée  du  cycle  initial 
(c'est-à-dire  du  cycle  k  de  la  surface  de  Riemann  correspondant  au 
plan  initial  x  —  i)  et  du  cycle  final  (c'est-à-dire  du  cycle  k  de  la  sur- 
face de  Riemann  correspondant  au  plan  final  ax  -h  ^y  -\-^'z=  i). 
C'est  le  long  de  cette  variété  K  que  sera  prise  l'intégrale  doul)le  J. 

L'intégrale  J  est  une  fonction  multiforme  des  jvariables  a,  jiJ,  y,  ^î 
parce  que  les  cycles  k  s'échangent  entre  eux  lorsque  ces  variables 
tournent  autour  d'un  point  singulier,  et  parce  que  l'intégrale  J  prend 
deux  valeurs  différentes,  quand  les  variables  vont  de  leurs  valeurs 
initiales  à  leurs  valeurs  finales  par  deux  chemins  différents,  si  entre  ces 
deux  chemins  il  y  a  un  point  singulier. 

Quels  sont  ces  points  singuliers  ;  ce  sont  ceux  qui  correspondent  au 
cas  où  le  plan  (3  bis)  est  tangent  à  la  surface  (i). 

Considérons  d'abord  le  cycle  A"  et  les  valeurs  correspondantes  des 
intégrales  A,  B,  C,  E  comme  des  fonctions  des  variables  a,  p,  y,  s; 
quand  les  variables  ayant  tourné  autour  d'un  point  singulier  revien- 
dront à  leurs  valeurs  initiales,  le  cycle  k  se  transformera  en  un  autre 
cycle  de  la  même  surface  de  Riemann.  Soient /r,.  A.,  . . .,  A.^  les  cycles 
fondamentaux  de  cette  surface  de  Riemann  (que  je  suppose  de 
genre/?).  Après  une  rotation  autour  du  point  singulier,  ils  se  trans- 
formeront en  d'autres  cycles  de  la  même  surface,  qui  devront  être 
eux-mêmes  des  combinaisons  des  cycles  fondamentaux  A,,  Aj,  . . .,  k.,j,. 

Soient  alors  A, ,  A^,  • .  -,  A,/,  les  valeurs  de  l'intégrale  A  correspon- 
dant à  ces  ip  cycles;  ce  sont  les  périodes  fondamentales  de  l'intégrale 
abéUenne  indéfinie  A.  Elles  se  transformeront  en  A',,  A!,,  ...,  A!j^  elles 
A^.  ne  seront  autre  chose  que  des  combinaisons  linéaires  des  A,,  à  coeffi- 
cients constants  et  entiers. 

Donc  A,  considéré  comme  fonction  de  l'une  des  variables  a,  [i,  y,  £, 
satisfait  à  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  ip,  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a,  ^,  y,  e;  plus  généra- 
lement, entre  2/?  -f-  i  dérivées  partielles  de  A  par  rapport  aux  quatre 
varlal)ies  (parmi  Icscpielles  la  fonction  A  elle-même  pouria  être  com- 
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prise),  il  y  a  toujours  une  relation  dont  les  coefficients  seront  des  fonc- 
tions rationnelles  de  a,  ^,  y,  i. 

Il  en  sera  de  même  en  ce  qui  concerne  B,  C  et  E.  Mais  il  y  a 
quelque  chose  de  plus.  Quand  les  variables  tournent  autour  d'un  point 
singulier,  B,  C  et  E  subissent  la  inctnc  transformation  linéaire  que  A. 
Il  en  résulte  cjuc  nous  aurons  encore  une  relation  de  même  forme, 
non  seulement  entre  ip  +  i  dérivées  de  A,  mais  entre  ip  +  i  dérivées 
qu<'lconqucs,  appartenant  les  unes  à  A,  les  autres  à  B,  C  ou  E,  les 
fonctions  A,  B,  C  et  E  elles-mêmes  n'étant  pas  exclues. 

Mais  A,  B,  C,  E  sont  les  dérivées  du  premier  ordre  de  J;  et  les 
dérivées  de  ces  quatre  fonctions  sont  aussi  des  dérivées  partielles  de  J, 
de  sorte  que  nous  arrivons  finalement  au  résultat  suivant  : 

Entre  ip  -H  t  dciivces parliellcs  quelconques  de  i  [la  fonction  J 
étant  exclue^  ily  a  toujours  une  relation  linéaire  dont  les  coejji- 
cicnts  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a,  [3,  y,  t. 

Prenons  un  nombre  suffisant  de  semblables  relations,  en  assez 
grand  nombre  pour  que  toutes  les  autres  n'en  soient  plus  que  des 
conséquences;  nous  aurons  un  système  de  relations  que  j'appellerai  le 
système  (S).  Il  suffira,  par  exemple,  pour  cela  de  prendre  les  quatre 
équations 


(S) 


y^.    d'  .J  di        V  T->  I  <^^'  J 

c/Y         ^     '  di'  dt         *-d     •  d^' 


Q,,  K',  R'',  R,'  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a,  [3,  y,  e;  dans  la 

première  équation  (S)  l'indice  i  peut  prendre  les  valeurs   i,  2,  ..., 

2/j-m;  dans  les  trois  autres  il  peut  prendre  les  valeurs  i,  ■?.,  ...,  2/?. 

Qu'arrive-t-il  maintenant  de  J  quand  les  variables  tournent  autour 

d'un  point  singulier?  Considérons  par  exemple  les  -ip  déterminations 

de  A  : 

A,,     A,,     ...,     A,^ 

définies  plus  haut  et  soient 

.1,,  .1.,   •••,  y.. 
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les  délorminations  correspondantes  de  J.  Supposons  que,  quand  on 
tourne  autour  du  point  singulier,  A,  se  change  en 

les  X,i  étant  des  coefficients  constants  et  entiers  comme  on  l'a  expliqué 
plus  liaut;  alors  J,  se  changera  en 

2;v.Ja+h„ 

H,  étant  une  constante. 

Une  combinaison  quelcontjuc  ^À^Ja,  où   les    A^   sont   entiers,   se 

changera  donc  en  V  u.;(.J^+  H  où  les  a^.  sont  des  entiers  et  où  H  est 

une  constante.  Cela  posé  considérons  q  points  singuliers  M,,  M,,  ..., 
My.  Imaginons  que,  quand  on  tourne  autour  de  M,,  nue  certaine  com- 
binaison 

se  change  en  Vu-i^ J^-+- H,  ;  et  que  plus  généralement,  quand  on 
tourne  autour  de  M,,  une  certaine  combinaison   7'à,a..1j(.  se  change  en 

Les  X,^  et  les  a^  sont  des  coefficients  entiers,  les  H,  sont  des  con- 
stantes. 

Soit  d'ailleurs  K,  un  contour  à  deux  dimensions  défini  de  la  façon 
suivante  : 

Soit  C,  un  contour  à  une  dimension;  pour  les  valeurs  initiales 
(i,o,o,  i)des(jualre  variables,  il  est  choisi  dans  le  plan  (j;  =  i)de  façon 

que  la  période  correspondante  de  l'intégrale  A  soit  2^ik^k-  Suppo- 
sons ensuite  que  les  variables  a,  fl,  y,  £  tournent  au  point  singulier  M,- 
en  partant  des  valeurs  initiales  (i,  o,  o,  i)  pour  revenir  aux  mêmes 
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valeurs  finales,  et  que  le  cycle  C,  varie  avec  elles  d'une  manière  con- 
tinue; il  engendrera  le  cycle  à  deux  dimensions  K,. 

INous  pouvons  supposer  que  J,,  J^,  .  ..,  S.^p  (^Lii  ne  sont  définies 
jusqu'ici  qu'à  une  constante  près)  s'annulent  pour  les  valeurs  initiales. 
Alors  H,  sera  l'intégrale  double  prise  le  long  du  contour  K,. 

Soient  maintenant 

q  coefficients  entiers,  choisis  de  telle  sorte  que 

(II)  ^M'^u  -  l^^^)=^v,0.,,-  u,,)  =...  =  '^v,(l,,^-  u.,,„)  =  o. 
Alors,  l'expression 

représentera  une  des  périodes  de  l' i  nié  grale  double  ;  cq  sera  la  valeur 
de  cette  intégrale  double,  prise  le  long  du  cycle  fermé  à  deux  dimen- 
sions 

Je  dis,  en  effet,  que  ce  cycle  est  fermé.  En  effet  le  cycle  K,  n'est 
pas  fermé,  mais  il  admet  pour  frontière,  d'une  part,  le  cycle  C,  dans 
sa  position  initiale,  c'est-à-dire 

d'autre  part,  ce  même  cycle  dans  sa  position  finale,  c'est-à-dire 
de  sorte  que  sa  frontière  complète  sera  ^ 
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Donc  la  frontière  complète  du  cycle  Vv,K,  sera 
et  elle  se  réduira  à  rien  en  vertu  des  relations  (i  i). 

C.     Q.     F.     D. 

Supposons,  d'autre  part,  que  nous  changions  l'origine,  je  veux  dire 
qu'au  lieu  de  faire  varier  a,  [î,  y?  ^  depuis  les  valeurs  initiales  (i ,  o,  o,  i) 
jus([u'aux  mêmes  valeurs  finales  nous  fassions  varier  a,  [J,  y?  £  depuis 
d'autres  valeurs  initiales  (a„,  [îo,  yj,  £„)  auxquelles  nous  les  forons 
finalement  revenir.  La  définition  des  c}xles  K,- se  trouvera  modifiée; 
nous  n'aurons  plus  le  droit  de  considérer  J;^  comme  nul  à  l'origine  et 
l'intégrale  double  prise  le  long  du  cycle  K,  ne  sera  plus  H,,  mais 

Elle  dépendra  donc  du  choix  de  l'origine  (a„,  |3„,  y,,,  £„).  Considé- 
rons, au  contraire,  l'intégrale  double  prise  le  long  du  cycle  ^  v,K./; 
elle  sera 

expression  qui  se  réduira  h    7  v,H,  en  vertu  des  relations  (\\).  Elle 
sera  donc  indépendante  du  choix  de  l'origine. 

§  3.  —  Lacets  rectilignes. 

M.  Picard  a  démontré  que,  par  une  transformation  biralionnelle 
convenable,  une  surface  quelconque  peut  être  ramenée  à  une  surface 
normale,  c'est-à-dire  à  une  surface  n'ayant  d'autres  singularités  que 
des  courbes  formées  par  l'intersection  de  deux  nappes  sans  point  sin- 
gulier, ou'  des  points  triples  formés  par  l'intersection  de  trois  nappes 
sans  point  singulier.  Néanmoins  la  courbe  double  pourra  présenter 
des  pinc/i-points,  c'est-à-dire  des  points  où  les  deux  nappes  se  touchent. 
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de  telle  façon  que  Tinlersection  de  la  surface  pai-  un  plan  quelconque 
passant  par  ce  point  présente  non  plus  un  point  double  à  tangentes 
séparées,  mais  un  point  de  rebroussement  ordinaire. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  donc  en  général  que  la 
surface 

(i)  F(x,y,  z)  =  o 

est  normale;  cependant,  dans  certains  cas,  nous  serons  amenés  à  con- 
sidérer des  surfaces  qui,  outre  les  singularités  des  surfaces  normales, 
présentent  des  points  coniques  isolés;  nous  supposerons  qu'en  ces 
points  coniques  le  cône  des  tangentes  est  un  cône  du  deuxième  degré 
ne  se  décomposant  pas  en  deux  plans. 

Nous  avons  envisagé  dans  le  paragraphe  précédent  les  quatre 
variables  homogènes  a,  ji,  y,  £  et  nous  avons  considéré  en  particulier 
le  cas  où  ces  variables  prenaient  des  valeurs  correspondant  à  un  point 
singulier;  et  nous  entendions  par  là  des  valeurs  telles  que  le  genre 
de  la  section  de  la  surface  (i)  avec  le  plan 

(3  bis)  ax  +  (ij  +  7^  =  s, 

que  le  genre,  dis-je,  s'abaisse  dline  ou  plusieurs  unités. 

C'est  ce  qui  arrivera  : 

i"  Si  le  plan  (3  bis)  est  tangent  à  la  surface  (i); 

2°  Si  la  surface  (i)  admet  des  points  coniques,  et  si  le  plan  (3  bis) 
passe  par  un  de  ces  points  coniques. 

Je  ne  reviendrai  pas  sur  la  discussion  par  laquelle  M.  Picard  a 
démontré  que  ces  deux  cas  sont  les  seuls.  Pour  une  surface  normale, 
on  n'a  à  considérer  (jue  le  premier,  et  alors  les  points  singuliers  seront 
définis  par  l'équation 

(2)  $(a,  ^,Y,£)  =  o 

qui  est  l'équation  de  la  surface  (i)  en  coordonnées  tangonliellcs  limuo- 
gènes  ou,  si  l'on  aime  mieux,  l'équation  de  la  dualistique  de  la  sur- 
face (i). 

On  est  ainsi  amené  à  se  préoccuper  des  singularités  tangentielles 
de  la  surface  (  i).  Mais,  par  un  raisonnement  tout  à  fait  pareil  à  celui 
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de  .M.  Picard,  on  verrait  que  l'on  peut  toujours  supposer  que  la  sur- 
face (2),  dualistiquc  de(i),  est  une  surface  normale. 

Nous  supposerons  donc  en  général  dans  ce  qui  va  suivre  que  les 
deux  surfaces  sont  toutes  deux  normales,  de  sorte  que  les  seules  sin- 
gularités tangentielles  de  la  surface  (i)  seront  : 

i"  Des  plans  tangents  doubles  en  nombre  siiuplenienl  infini; 

2°  Des  plans  tangents  triples  en  nombre  fini; 

3"  Des  plans  tangents  à'iiijh'xion  correspondant  au  pincb-points. 

Considérons  d'abord  un  point  singulier  INI,  correspondant  à  un 
plan  tangent  simple  ordinaire.  Soient  A,,  Ao,  ...,  A-j^  les  ip  cycles 
fondamentaux  de  la  courbe  algébrique,  intersection  de  (  i  )  et  de  ( 3  bis)  ; 
supposons  que  le  point  analytique  (a,  p,  y,  £)  parte  d'une  position  ini- 
tiale quelconcpie  rpie  j'appellerai  o,  et  qui  correspondra  par  exemple 
à  (o,  I,  o,  o),  c'est-à-dire  au  plan  ^'  =  0;  que  ce  point  analytique 
tourne  autour  du  point  singulier  M,  et  revienne  enfin  en  o;  que  seront 
devenus  les  2/>  cycles  fondamentaux? 

Il  résulte  d'un  raisonnement  de  M.  Picard  (^Théorie  des  fonc- 
tions algébriques,  t.  I,  p.  96),  que,  si  l'on  a  choisi  convenablement 
les  ip  cycles  fondamentaux 

"o        "2  5        ".H        •-•1        "2/» 

ils  se  changeront  en 

A,,     k.-^k,,     A-3,     ...,     Aop. 

Il  va  sans  dire  que  le  choix  des  cycles  fondamentaux  qui  permet 
d'énoncer  le  résultat  sous  cette  forme  simple  n'est  |ias  le  même  pour 
les  différents  points  singuliers  M,-. 

Lorsque  le  point  analytique  (a,  p,  y,  e)  vient  en  M,,  le  ])lan  (3  bis) 
devient  tangent  à  la  surface  (i),  coupe  celte  surface  suivant  une  courbe 
qui  n'est  plus  que  de  genre  p  —  i  et  qui  par  conséquent  n'a  plus  que 
ip  —  -2  cycles  fondamentaux;  ces  cycles  sont 

A  3,  A   ,,  .    .    .,  Ajy,. 

Considérons  alors  le  cycle 

A  =  A,  A,  -f-  A2A2  -f-. .  .-t-  /w„Aa„, 


SUR    LES    PÉRIODES    DES    INTEGRALES    DOUBLES.  1 4q 

les  A  étant  des  coefficients  entiers;  quand  le  point  analytique  (a,  ^,  y,  t) 
partant  de  O,  reviendra  en  O  après  avoir  tourné  autour  de  M,,  en 
décrivant  le  chemin  fermé  C,  le  cycle  à  une  dimension  Aenojendrera  un 
cycle  à  deux  dimensions  K;  reprenons  l'intégrale  J  du  paragraphe 
précédent  et  prenons  cette  intégrale  douhle  le  long  de  K.  Le  chemin  C 
peut  être  remplacé  par  un  lacet,  c'est-à-dire  par  un  chemin  allant 
d'abord/le  O  en  N,,  point  infiniment  voisin  de  M,-  le  long  de  la  ligne  L,, 
allant  ensuite  de  N,  en  N,  en  décrivant  autour  de  M,  le  contour  infini- 
ment petit  C^  et  revenant  enfin  de  N,  en  O  par  la  ligne  L,-. 

Je  remarque  d'abord  que  l'intégrale  J  correspondant  au  contour 
infiniment  petit  C^  est  infiniment  petite.  En  effet,  cette  intégrale  peut 
s'écrire,  comme  nous  l'avons  vu  au  paragraphe  précédent, 


'=fr-^-fr-^=ff 


P  r/z  H.r 


Les  trois  dénominateurs  F^,,  F'^.,  F'^,  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  si  le 
point  singulier  n'est  pas  un  point  conique;  de  sorte  que  nous  pouvons 

toujours  supposer  que  la  fonction  sous  le  signe   /   /   reste  finie;   et  le 

contour  d'intégration  est  infiniment  petit. 

Nous  excluons  ainsi  le  cas  où  le  point  singulier  serait  un  point 
conique  et  aussi  celui  où  P  deviendrait  précisément  infini  au  point 
singulier  M,. 

Mais  le  premier  cas  ne  se  présentera  pas  si  la  surface  (i)  est  nor- 
male, et  si  l'autre  se  présentait,  c'est-à-dire  si  le  plan  tangent 
a.x  -I-  '^y  4-  yr  =;  £  correspondant  au  point  M,-  louchait  la  surface  (i) 
en  un  point  où  P  serait  infini,  il  suffirait  de  remplacer  ce  plan  par  un 
plan  tangent  infiniment  v(jisin  ])our  que  la  difficulté  ne  se  présentât 
plus. 

Il  reste  donc 

(^>  '-Il  ^fL: 

la  première  intégrale  élaiit  prise  en  parcourant  la  ligne  L,  dans  le  sens 
direct,  et  la  seconde  en  parcourant  cette  m,éme  ligne  dans  le  sens 
inverse,  mais  après  cpie  le  cycle  k.^  se   serait  changé  dans  le  cycle 

Journ.  de  Math,  (d'  sciiie),  loiiif  II.  -   Kasc.  Il,  1906.  '-iO 
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A 2  +  A-,  et  le  cycle  A-  dans  le  cycle 
On  a  donc  simplement 

'  =  -'"//,• 

rintégralc  étant  prise  depuis  O  jusqu'à  M,  en  suivant  la  ligne  L,  et  en 
remplaçant  le  cycle  à  une  dimension  A"  par  le  cycle  A,.  Nous  aurons 
donc 

(4)  *  J  =  -XJ(L,), 


•  j(Li)  =  f  '(  AVa  ^Brr^  +  C  dy  -Edt), 

l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  ligne  L,;  les  intégrales  A,  B,  C,  E 
ont  le  même  sens  que  dans  le  paragraphe  précédent;'elles  sont  supposées 
prises  le  long  du  cycle  A',  ;  le  cycle  A,  est  choisi  parce  que  c'est  celui 
qui  s'évanouit  au  point  singulier  M,;  c'est,  pour  prendre  le  langage 
du  Mémoire  cité  {Journal  de  Liouville,  5'  série,  t.  VllI,  1902, 
p.  191),  le  cycle  eVa/iou/^sa/î^  relatif  à  M,. 

Les  périodes  de  l'intégrale  double  J  sont  donc  des  combinaisons 
linéaires  à  coefficients  entiers  des  intégralesy(L,).  D'autre  part,  quand 
la  ligne  L,  allant  de  O  en  M,  se  déforme  d'une  manière  continue  en 
même  temps  que  se  déplace  le  point  M,  et  de  telle  façon  qu'elle  ne 
passe  jamais  par  aucun  point  singulier,  son  extrémité  M,  exceptée; 
dans  ces  conditions,  dis-je,  l'expression  y  (L,)  est  une  constante. 

Si  le  point  M,  correspond  à  un  plan  tangent  double  'ou  triple,  il  y 
aura  deux  ou  trois  cycles  évanouissants  correspondant  aux  deux  ou 
trois  points  de  contact  de  ce  plan  avec  la  surface  ;  rintégraley'(L,)  sera 
donc  susccptil)le  de  deux  ou  trois  valeurs  entre  lesquelles  il  faudra  dis- 
tinguer. 11  en  sera  de  même  si  le  point  M,  correspond  à  un  plan  tan- 
gent d'inflexion;  seulement  les  deux  cycles  évanouissants  correspon- 
dront alors  à  un  même  point  de  contact.  A  part  cela,  aucune  dillérence 
avec  ce  qui  se  passe  pour  un  plan  tangent  ordinaire. 
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Supposons  maintenant  que  l'on  prenne  a  ^  y  =  o,  Jî  =  i,  de  telle 
sorte  que  le  plan  (3  bis)  se  réduise  au  plan  y  =  t;  on  étudie  ainsi  les 
sections  successives  de  la  surface  par  des  plans  parallèles  à^^o; 
c'est  le  procédé  qu'a  employé  M.  Picard  dans  son  Ouvrage  et  j'ai 
suivi  son  exemple  dans  le  Mémoire  cité. 

Marquons  dans  le  plan  des  y  l'origine  O  correspondant  au  plan 
initial  j^  =  o,  et  les  points  singuliers  M,,  Mj,  ...,  M^  correspondant 
aux  plans  y  =  y,,  y=y-2i  •••)  y^y<j^^^  touchent  la  surface  (i). 
Joignons  OM,,  OM,,  ...,  OM^  par  des  droites.  Je  considère  une 
ligne  L,  dont  tous  les  points  satisfont  aux  conditions  a  =  y  ^  o,  ^  =  i  ; 
dans  ce  cas  e  est  seul  variable  et,  comme  notre  plan  (3  his)  a  précisé- 
ment pour  équationy  =  i,  nous  pouvons  représenter  la  ligne  L,  sur  le 
plan  des  y.  Je  dis  que  rintégraley(L,)  sera  une  combinaison  linéaire  à 
coefficients  entiers  des  intégrales 

/(OM.),    y(OM,),     ...,    /(OM,) 

correspondant  aux  droites  OM,. 

En  effet,  prolongeons  les  droites  OM,,  OM,,  . . .,  OM^  jusqu'à  l'in- 
fini ;  nous  pourrons  considérer  les  prolongements  M,ac  des  droites  OM,- 
comme  des  coupures. 

Cela  posé,  la  ligne  L,,  tracée  dans  le  plan  des  y,  ira  âxi  point  O  au 
point  M,  en  coupant  un  certain  nombre  de  coupures;  supposons  pour 
fixer  les  idées  qu'elle  traverse  successivement  les  coupures  M,ooet 
Mjcc;  il  faut  en  outre  préciser  le  sens  dans  lequel  elle  les  traverse; 
je  supposerai,  par  exemple,  que  ce  soit  dans  le  sens  direct,  c'est-à-dire 
dans  le  même  sens  qu'un  mobile  qui  décrirait  un  cercle  de  rayon  très 
grand  dans  le  sens  opposé  à  celui  des  aiguilles  d'une  montre.  Alors  un 
mobile  qui  décrirait  le  lacet  tout  entier,  c'est-à-dire  L,,  puis  le  contour 
infiniment  petit  C- ,  puis  de  nouveau  L,  en  sens  contraire,  coupera  suc- 
cessivement les  coupures  M,  oc,  M.cc,  M,ac  dans  le  sens  direct,  puis 
M, 30  et  M,3D  dans  le  sens  rétrograde.  Le  lacet  primitif  pourra  donc 
être  remplacé  par  cinq  lacets  rectilignes  consécutifs,  enveloppant 
respectivement  les  points  singuliers  M,,  Mo,  M,,  M.,  M,  et  décrits  les 
trois  premiers  dans  le  sens  direct,  les  deux  autres  dans  le  sens  rétro- 
grade. Les  intégrales  correspondant  à  ces  cinq  lacets  seront  respccli- 
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vement  égales  à 

y-(OM.)  >(0M,),  y(OM,),  j(oy],),  j(om,) 

multipliées  par  des  coefficients  entiers  convenables.  I^a  déterniinatioa 
de  ces  coefficients,  dont  quelques-uns  d'ailleurs  peuvent  être  nuls, 
dépend  de  la  façon  dont  se  transforment  les  cycles  fondamentaux  k,, 
A-2,  . . .,  k^j,  quand  on  tourne  autour  des  points  singuliers. 

Nous  verrons  plus  loin  comment  on  peut  faire  une  réduction  ana- 
logue, dans  le  cas  où  la  ligne  L,  n'est  pas  telle  que  tous  ses  points 
satisfassent  aux  conditions  a  =  y  =  o,  p  =  i .  Mais  pour  le  moment 
nous  remarquerons  que,  dans  le  Mémoire  cité  du  Joitriud  dr  Liomillc, 
j'ai  démontré  au  paragraphe  5  que,  sous  certaines  hypothèses,  toutes 
les  périodes  de  l'intégrale  double  J  sont  des  combinaisons  linéaires  à 
coefficients  entiers  des  expressions  y" (OM,);  les  points  M,  correspon- 
dent en  effet  aux  points  A,  du  Mémoire  cité  et  les  chemins  recti- 
lignes  OM,  aux  coupures  OA,. 

Les  combinaisons  linéaires  qui  correspondent  aux  périodes  de  l'in- 
tégrale double  sont  les  suivantes.  Soit  k-  le  cycle  évanouissant  corres- 
pondant à  OM,;  toute  combinaison 

2v,y-(OM,) 

où  les  V,  sont  des  entiers  tels  que 

(5)  2"<a;.  =  o 

correspondra  à  une  période. 

Dans  ce  même  Mémoire,  à  la  fin  du  même  paragraphe,  j'ai  montré 
que  quel(jues-unes  de  ces  combinaisons  sont  nulles;  ce  sont  celles  qui 
sont  engendrées  de  la  façon  suivante  :  je  su[)pose  qu'on  décrive  suc- 
cessivement les  différents  lacets 

OM,,     0M„     ...,     OM, 

dans  le  sens  direct  et  dans  l'ordre  où  ces  différents  segments  recti- 
lignes  se  succèdent  autour  de  O;  de  telle  façon  que  le  contour  total 
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se  compose  d'une  ligne  fermée  qui  enveloppe  tous  les  points  singu- 
liers M,  sans  couper  aucun  des  segments  OM,.  On  part  d'ailleurs  du, 
point  initial  avec  un  cycle  à  une  dimension  quelconque  /i,  et  l'on 
revient,  par  conséquent,  au  point  final  avec  ce  même  cycle.  La  com- 
binaison correspondant  à  ce  chemin  sera  nulle. 

Mais  il  est  nécessaire  de  revenir  sur  ce  point;  car,  dans  le  Mémoire 
cité,  j'ai  supposé  entre  autres  hypothèses,  qu'aucun  des  points  singu- 
liers A,-  n'est  rejeté  à  l'infini.  Or,  si  l'on  considère  une  surface 

(i)  F(x,  y,  z)  =  o 

qui  soit  la  plus  générale  de  son  degré;  puis  la  section  de  cette  surface 
par  le  plan  (3  bis)  y  =  t  qui  est  la  courbe  plane  C, 

F(x,  £,  ^)  =  o. 

On  peut  dire  que  pour  i  = -c  cette  courbe  présente  des  singularités, 
et  l'on  pourrait,  par  conséquent,  se  demander  si  les  résultats  ne  s'en 
trouvent  pas  modifiés. 

Or  le  contour  que  nous  venons  de  définir  peut  être  remplacé  par  le 
suivant  :  la  variable  y  décrit  dans  son  plan  un  cercle  de  rayon  très 
grand;  en  même  temps  la  surface  de  Riemann  correspondant  à  la 
courbe  plane  C  se  déforme  d'une  manière  continue;  nous  avons  sur 
cette  surface  un  cycle  fermé  qui  varie  également  d'une  manière  con- 
tinue et  revient  à  sa  position  initiale  en  même  temps  que  la  variable  y; 
les  variables  a;  et  -  sont  assujetties  à  rester  sur  ce  cycle. 

Supposons  d'abord  que  P  soit  un  polynôme  entier  de  degré  m  —  3 
en  x^  y,  z,  de  telle  façon  que  l'intégrale  simple 

soit  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce. 
Posons 

X  =  uy,         X  =  vy. 

Nous  voyons  que  P  deviendra  un  polynôme  d'ordre  m  —  3  et  F',  un 

p 
polynôme  d'ordre  m  —  \  en  ^  de  telle  sorte  que  pr  pourra  se  déve- 
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loppcr  suivant  les  {)iiissances  déci'oissaulos  de   y  et  que  le  premier 
terme  sera  un  terme  en  -^-  Le  coefficient  de  ce  terme  sera  d'ailleurs 

r 

en  désignant  par  Po(^,  y,  z),  F(,(ii;,  y,  z),  F„^(x,  y,  z)  les  termes  du 
degré  le  plus  élevé  de  P{x,  y,  z),  F(ar,  y,  z),  P'^(x,  y,  z).  J'écrirai 

P 

simplement  p^  en  supprimant  l'indice  c. 

Nous  avons  d'autre  part 

dx  dy  ^^  y  du  dy, 
d'où 

Le  premier  terme  est  seul  sensible;  il  reste  donc 


/ 


"  7—  est  une  intégrale  ahélienne  relative  à  la  courbe  algébri({ue 


(8)  F„(./,  i,r)  =  o. 

Ainsi,  notre  période,  qui  est  égale  à  l'expression  ('-),  n'est  pas  nulle 
dans  le  cas  qui  nous  occupe,  mais  elle  a  le  caractère  d'une  période 
polaire  et  non  d'une  période  cyclique. 

Il  en  sera   encore  de  même  si  P  est  de  la  forme  — ^ — >  O  étant  un 

X  —  a 

polynôme  d'ordre  m — 2,  c'est-à-dire  si  l'intégrale  (G)   a  la   forme 

d'une  intégrale  abélicnne  de  troisième  espèce  ayant  tous  ses  infinis  à 

distance  finie.  Nous  laisserons  de  côté,  pour  le  moment ,  les  cas  où  cette 

intégrale  abélicnne  ((j)  aurait  des  infinis  à  dist:uice  infinie. 
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§  4.  —  Théorie  générale. 

J'ai  cité  plusieurs  fois  le  travail  que  j"ai  fait  insérer  dans  le  Journal 
de  Lioiwille,  comme  4*  Complément  à  VAnalysis  situs;  je  crois 
devoir  non  seulement  en  rappeler  ici  les  résultats,  mais  les  présenter 
sous  une  forme  nouvelle,  les  différences  portant  non  seulement  sur 
le  mode  d'exposition,  mais  sur  une  convention  fondamentale  que  je 
crois  préférable  de  modifier.  Quand  on  s'occupe  des  propriétés  d'une 
surface  algébrique  au  point  de  vue  de  V Analysis  situs,  on  s'aperçoit 
promptement  que  la  question  peut  avoir  un  sens  très  différent  selon 
la  convention  que  l'on  adoptera  au  sujet  des  points  à  l'infini.  A  l'égard 
d'une  surface  F(a:,  y,  z)  =  o,  nous  pouvons  envisager  plusieurs  sortes 
de  points  à  l'infini;  nous  avons  d'abord  ceux  où  x, y  et  z  sont  infinis 
à  la  fois,  et  ceux  où  deux  seulement  de  ces  trois  coordonnées  sont 
infinies.  Je  néglige  ceux  où  deux  coordonnées  sont  finies  et  une  infi- 
nie; ils  n'existeraient  en  effet  que,  si  la  surface  étant  de  degré  m,  par 
exemple,  le  polynôme  F  ne  contenait  pas  de  terme  en  z"^,  et  ce  cas, 
évidemment,  ne  se  présentera  pas  en  général. 

On  peut  ne  pas  considérer  comme  distincts  deux  points  a;,, y,,  z, 
et  Xo,  y.,,  z.;,  toutes  les  fois  que  les  six  coordonnées  de  ces  deux  points 

sont  infinies,   et  alors  même  que  l'on  n'aurait  pas—  ^ -—  =  — ;  on 

1  i        .r,         j,         ;,' 

regarderait,  au  contraire,   ces  deux  points  comme  distincts  si,   par 

exemple,  x,,  y,,  x^,  y^  étaient  infinis,  z,  elz.^  finis  et  z,  différent  de  z.,. 

C'est  le  premier  point  de  vue. 

Au  second  point  de  vue,  on  regardera  deux  points  à  l'infini  comme 

distincts  toutes  les  fois  que  l'on  n'aura  pas 

^  _  7i  _  £i . 
.r,         y,         ;,  ' 

Si,  au  contiairc,  :,  et  r^  ^'^^'l  finis,  le  rapport  —  sera  égal  au  rapport 
—  puisqu'on  l'obtiendra  en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  de  F 
qui  sont  de  degré  m  en  x  el y  \  d'autre  part,  les  rapports  —  et  —  seront 
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égaux  entre  eux  et  égaux  à  zéro,  et  les  deux  jioints  devront  être 
regardés  comme  non  distincts,  conli'airomciil  au  premier  point  de  vue, 
alors  même  que  z,  ne  serait  pas  égal  à  z.,. 

Dans  le  Mémoire  cité,  je  m'étais  placé  au  premier  point  de  vue,  et 
c'est  également  ce  que  M.  Picard  avait  fait  le  plus  souvent.  Ce  premier 
point  de  vue  peut  être  le  plus  avantageux  dans  certains  cas,  mais  il  a 
rinconvénient  de  n'être  pas  projcclif,  ce  qui  m'empêcliei'iiit  d'ap- 
pli(juer  les  principes  des  deux  paragraphes  précédents  et  j'adopterai 
le  second. 

Si  nous  considérons _)'  comme  une  constante,  rétpiation 

F(x,  y, -)  =  o 

définira  une  courbe  algébrique  et  par  conséquent  une  surface  de 
Riemann  que  j'appelle  S(y).  J'observe  d'abord  que  deux  surfaces  de 
Riemann  S(jk,)  et  S(  y»)  ont  un  certain  nombre  de  points  communs. 
Soit,  en  effet,  F,„(x,o,r)  l'ensemble  des  termes  de  F  qui  sont 
d'ordre  m  en  x  et  en  c;  l'équation  F,„(x,  o,  :;)  :=  o  définira  m  valeurs 

du  rapport-)  qui  correspondront  aux  directions  asymplotiques  de  la 

courbe  algébrique 

F(x-,7,,-)  =  o, 

directions  qui  seront  d'ailleurs  les  mêmes  que  celles  de  la  courbe 
F(a:,  y^,  ^)  =  o;  à  ces  m  directions  asyinptotiques  correspondront 
m  points  à  l'infini  sur  la  surface  S(/,)  et  de  même  lu  points  à  l'infini 
sur  la  surface  S(y2).  D'après  la  convention  que  nous  venons  de  faire, 
les  m  points  à  l'infini  de  S(j',  )  ne  dijfèreront  pas  de  ceux  de  S^y.,). 
Pour  y  =  oc,  nous  avons  la  surface  de  Riemann  S(oo)  dont  les 
difl'érents  points  correspondent  aux  différents  systèmes  de  valeurs  des 
rapports  de  x,  y  et  ;;  satisfaisant  à  l'équation 

F,„(^f,  7, -)  =  o, 

où  F„,  est  l'ensemble  des  termes  de  F  de  degré  /»  en  x\  y  et  z\  ou,  en 
d'autres  termes,  aux  différents  points  à  l'infini  de  la  surface  F  =  o. 
Parmi  les  points  de  la  surface  S(qo)  nous  distinguerons  ceux  qui  sont 
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donnos  par 

F„(x,o,z)  =  o, 

et  qui  lui  sont  communs  avec  les  autres  surfaces  S(y,),  8(^2), 

Pour  certaines  valeurs  de  y,  le  genre  de  la  surface  S  (y)  s'abaisse, 
ce  sont  celles  qui  correspondent  à  un  plan  v  =  const.  tangent  à  la  sur- 
face F  =  o.  Soient 


ces  valeurs  singulières  de^. 

Il  faut  maintenant  que  je  définisse  ce  que  j'appelle  la  projection 
d'une  surface  S(^,  )  sur  une  autre  surface  8(^2)  quand  je  suppose 
que  y,  et  y^  ont  même  argument.  A  chaque  point  de  S(y,)  je  ferai 
correspondre  un  point  de  S(  v,)  et  inversement,  et  cela  d'une  façon 
biunivoque,  et  je  dirai  que  l'un  de  ces  points  est  la  projection  de  l'autre. 
Je  m'arrangerai  de  façon  que  deux  points  infiniment  voisins  aient  pour 
projections  deux  points  infiniment  voisins  et,  par  conséquent,  qu'une 
courbe  continue  se  projette  suivant  une  courbe  continue  et  une  courbe 
fermée  suivant  une  courbe  fermée.  De  plus  je  m'arrangerai  de  façon 
que  les  m  points  à  l'infini  qui  sont  communs  aux  deux  surfaces  soient 
leur  propre  projection.  Il  est  clair  que  toutes  ces  conditions  peuvent 
être  remplies. 

Imposons-nous  maintenant  une  condition  de  plus.  Soient  y,,  y^, 
y'\i  y'-i  quatre  valeurs  de  y\  y,  ely,  d'une  part,  y\  ely'^  d'autre  part 
ont  même  argument;  d'ailleurs  _>',  diflere  très  peu  de  y\  et  y 2  de  y'.^. 
Je  considérerai  alors  deux  points  M,  et  M',  des  deux  surfaces  S(^, ) 
et  S(_KÎ  )  et  leurs  projections  XL,  et  M!,  sur  SÇy,)  et  S(^v!,),  et  je  sup- 
poserai que,  si  M,  et  M,  sont  i/iji/n'/nent  voisins,  il  en  est  de  même 
de  \L  et  m;. 

Cette  condition  ne  peut  pas  toujours  être  remplie.  Traçons  dans 
le  plan  des  y  le  quadrilatère  rectilignc  y,y\  Y-iY-ii  dont  deux  côtés  ^,  y\ 
ely'^y^  sont  infiniment  petits.  Si  à  l'intérieur  de  ce  quadrilatère  se 

trouve  l'un  des  points  singuliers  £,,  i.,, £*,  la  condition  ne  pourra 

être  remplie.  Nous  joindrons  donc  dans  le  plan  des  y  l'origine  O  aux 
différents  points  singuliers  î,  ;  les  droites  ainsi  tracées  partageront  le 
plan  en  secteurs  et  la  condition  devra  être  remplie  à  l'intérieur  de 
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chacun  des  secteurs.  Si  maintenant  y,  et  y\,  et,  par  conséquent, 
y„  et  v'I  n'appartiennent  pas  à  un  même  secteur  la  condition  pourra 
ne  pas  cire  remplie;  elle  le  sera  si  \y,  '  et  |  Vo  '  (et  par  conséquent 
\y\\  ^^  iy>l^  ^""'  ''^"^  *'''''^  r'"'^  ji'rands  ou  tous  deux  plus  petits 
que  I  £/|  (£/  étant  le  point  sinirulier  qui  se  trouve  entre  les  deu\  rayons 
infiniment  voisins  Oj%  \-,  et  Ok^i,);  elle  ne  le  sera  pas  dans  le  cas 
contraire. 

Cela  posé,  envisageons  un  cyele  fermé  à  deux  dimensions  quel- 
conque de  la  variété  Y  à  quatre  dimensions  dont  les  différents  points 
réels  correspondent  aux  différents  points  réels  et  imaginaires  regardés 
comme  distincts  de  la  surface  F  =  o.  (Pour  expliquer  ce  qu'on  entend 
par  regardés  comme  distincts,  je  rappellerai  la  convention  que  nous 
venons  de  faire  au  sujet  des  points  à  l'infini  et,  d'autre  part,  que  si  la 
surface  a  une  courbe  double,  aux  deux  nappes  qui  se  coupent  en  un 
point  de  cette  courbe  doivent  correspondre  deux  points  distincts  de  V.) 
Soit  K  ce  cycle  fermé  à  deux  dimensions. 

Considérons  un  point  de  ce  cycle,  et  marquons  sur  le  plan  des  y  la 
valeur  correspondante  de  >';  à  chaque  point  de  R  correspondra  donc 
ainsi  un  point  du  plan  des  y,  et  inversement  à  certains  points  de  ce 
plan  pourront  correspondre  un  ou  plusieurs  points  du  plan  de  K. 
Nous  sommes  ainsi  conduits  à  partager  le  plan  des  y  en  régions  di- 
verses, les  régions  R,,  aux  points  desquelles  ne  correspond  aucun 
point  jK,  les  régions  R,  aux  points  desquelles  correspond- un  seul 
point  y,  les  régions  R„  aux  points  desquelles  correspondent  deux 
points  j-,  etc. 

Ce\a  suppose  toutefois  que  le  cycle  K  ne  passe  par  aucun  des  ni  points 
à  l'infini  communs  à  toutes  les  surfaces  ^(y),  sans  quoi  la  valeur  cor- 
respondante de  y  serait  indéterminée.  S'il  en  était  autrement,  on 
déformerait  légèrement  le  cycle  Iv  de  façon  qu'il  cesse  de  passer  par 
ces  points. 

Ce  n'est  pas  tout,  ce  cycle  K  est  tel  que,  dans  le  voisinage  de  chacun 
de  ces  points,  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  x,  y,  z  peuvent 
s'exprimer  en  fondions  holomorphes  de  deux  paramètres  u  et  r;  si 
nous  considérons  donc  deux  donuiines  à  deux  dimensions  faisant  partie 
de  ce  cycle,  et  de  telle  façon  que  dans  le  premier  tout  s'exprime  en 
fonction  de  //  et  c,  et  dans  le  second  eu  fonction  de  doux  autres  para- 
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mètres  u'  et  v' \  si  ces  deux  domaines  ont  une  partie  commune,  le 
signe  du  déterminant  fonctionnel  de  u  et  v  par  rapport  à  u'  et  v  sera 
constant  dans  toute  cette  partie  commune. 

Si  nous  supposons,  comme  il  convient,  que  le  cycle  K  est  hilalère, 
nous  pourrons  supposer  sans  restreindre  la  généralité  que  ces  para- 
mètres «,  V,  u',  v'  ont  été  choisis  dans  chaque  domaine  de  telle  façon 
que  ce  déterminant  fonctionnel  soit  toujours  positif. 

Soit  alors  A  le  déterminant  fonctionnel  de  u  et  v  par  rappoi't  à_>-,  ct/j, 
en  désignant  pour  un  instant  par  y,  et  y^  les  parties  réelle  et  imagi- 
naire àe  y.  Le  signe  de  ce  déterminant  ne  changera  pas,  d'après  la  con- 
vention que  nous  venons  de  faire,  quand  on  passera  de  «  et  t'  à  deux 
autres  paramètres  u  et  i'.  Soit  alors  un  point  de  l'une  des  régions  R„ 
dont  nous  venons  de  parler;  à  ce  point  correspondront  n  points  du 
cycle  K  ;  je  suppose  qu'il  y  en  ail  />  pour  lesquels  A  soit  positif  et  n  —  p 
pour  lesquels  A  soit  négatif.  Eh  hien,  l'excès  2p  —  n  sera  constant 
pour  tous  les  points  du  plan  des  y  et  pour  toutes  les  régions  R,,  R, ,  .... 

D'où  l'on  peut  conclure  que  le  nombre  n  relatif  aux  diverses  ré- 
gions R„  est  constamment  de  même  parité.  Sil  y  a  des  régions  Kg, 
l'excès  2p  —  n  est  constamment  nul. 

Nous  examinerons  dabord  le  cas  où  le  point  v'  =  o  et  le  \)oini  y  =  ^ 
appartiennent  luii  l't  lautre  à  une  région  R„.  Coupons  notre  cycle  K 
par  la  variété 

argj-  =  const. 

Cette  variété  sera  représentée  sur  le  plan  des^'  par  une  demi-droite 
allant  de  l'origine  à  l'infini.  .Nous  remarquerons  que  cette  demi-droite, 
partant  de  rinlérieur  dune  région  R„,  traverse  des  régions  R„  («>o) 
et  aboutit  finalement  à  l'intérieur  d'une  région  R„.  Si  donc  nous  envi- 
sageons les  points  ([ui  appartiennent  à  la  fois  à  cette  variété  et  au 
cycle  K,  le  module  de  y  variera  pour  ces  points  entre  un  certain 
minimum  et  un  certain  maximum.  Ile/i  résulte  que  l'intersection  de 
celte  variété  et  de  K  sera  un  cycle  fermé  à  une  dimension  que  jap- 
pelle  (K,  co),  0)  étant  l'argument  constant  de  y. 

Tous  les  points  de  (K,  co)  appartiennent  à  une  surface  de  Kie- 
mann  S(j'),  où  ^  =  p  r;'"  a  un  argument  constant  co;  nous  pouvons 
donc  les  projeter  sur  l'une  quelconque  d'entre  elles  S(^So<'"")  <-*'?  P^r 
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exemple,  sur  S(o);  i'appellorai(K,  co,  o)  la  projection  du  cycle(K.,  co) 
sur  S(o).  Comparons  mainlenanl  (K,  w,  o)  à  (K,  co',  o);  si  w  dilîère 
très  peu  dew',  il  résulte  des  convenlions  faites  plus  haut  que  (K,  co,  o) 
différera  1res  peu  de  (K,  a>',  o)  à  moins  que  Var<^ument  de.  l'un  des 
points  singuliers  t^  ne  soit  compris  entre  co  et  co'.  Si  nous  adoptons 
la  notion  de  l'homologie,  nous  aurons  donc,  sur  la  surface  S(o),  Tho- 
mologie 

(K,  co,  o)  r^  (K,  co',  o) 

et  elle  subsistera  quand  inc'iiie  co  cl  co'  difiéreront  d'une  quantité  finie 
(puisque  cette  homologic  signifie  précisément  (pic  Ton  peut  |)a«ser 
d'un  cycle  à  l'autie  par  déformation  continue);  clic  subsistera,  dis-je, 
à  moins  que  rargument  de  l'un  des  points  singuliers  t^  ne  soit 
compris  entre  co  et  co';  ou  en  d'autres  termes  toutes  les  fois  que  les 
demi-droites  correspondant  aux  arguments  co  et  co'  appartiennent  à 
un  même  secteur  (si  l'on  suppose  le  plan  divisé  en  secteurs  par  les 
droites  Oi^  et  leurs  prolongements). 

Comparons  maintenant  les  cycles  (K,  co,  o),  (K,  co',  o)  en  admet- 
tant qu'il  y  ait  un  point  i^  dont  l'argument  soit  compris  entre  co  et  co'. 
Projetons  les  deux  cycles  (K,  co)  et  (K,  co')  non  plus  sur  S(o),  mais 
sur  les  deux  surfaces  de  Riemann  S(pue"^)  et  S(p„e"'")qui  diffèrent 
très  peu  l'une  de  l'autre;  soient  11  et  W  ces  deux  projections;  ce  sont 
deux  cycles  appartenant  respectivement  aux  deux  surfaces  S.(p„(?"")et 
S(p„e'"').  Soit  ri"  un  cycle  de  la  première  surface  cpii  diffère  infini- 
ment peu  du  cycle  H'  lequel  appartient  à  la  deuxième  surface,  infini- 
ment peu  différente  de  la  première.  Quand  p„  décroîtra  d'une  manière 
continue  de  oo  à  o,  IT  et  H'  et  par  conséquent  H"  et  11  —  11"  varieront 
d'une  manière  continue,  l'our  p„  =  o,  nous  aurons 

(K,  co,  o)  ~  (R,  co',  o;  +  II  —  11". 

Faisons  maintenant  p„  =  |  £;.  j;  je  dis  cpie  pour  cette  valeur  de  p,  les 
cycles  II,  ir  et  H"  différeront  infiniment  peu  l'un  de  l'autre.  En  effet, 
dans  le  cycle  (K,  co)  nous  distinguerons  deux  parties,  que  nous  appel- 
lerons H  et  H,  ;  la  première  comprendra  les  points  tels  quej^j  <C|  ^aI, 
«rt  la  seconde  les  points  tels  ijue  |v|!>|£a|.  De  même  dans  le  cycle 
(L,  co'  )  nous  distinguerons  deux  parties  11'  et  II',.  Alors  H  différera 
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infiniment  peu  de  H'  et  H,  de  H',.  Projetons  H  et  H'  sur  les  surfaces 
S(poe""),  S(p„e'")  où  p„  =  |£;t|  —  0,  o  étant  infiniment  petit  et 
positif;  les  projections  seront  infiniment  peu  différentes.  Si  nous  con- 
sidérons en  effet  deux  points  très  peu  différents  de  H  et  H'  pour 
lesquels  r  a  respectivement  pour  valeur  pg"",  oc'"',  (p  <!  |  £/t|)el  leurs 
projections  pour  lesquelles^  -t  pour  module  |  ^a  |  —  ^^  le  quadrilatère 
rectiligne  formé  par  ces  quatre  valeurs  de  y  ne  contient  pas  e^  à  son 
intérieur. 

Donc  les  projections  de  ces  deux  points  différeront  très  peu  d'après 
les  conventions  faites  plus  haut;  les  projections  de  H  et  .de  H  sur 
les  surfaces  p„  =  |£a|  — é  et  par  conséquent  sur  les  surfaces  infi- 
niment voisines  po=  i  ^a|  difl'éreront  donc  très  peu.  On  le  démontrerait 
de  même  pour  les  projections  de  H,  et  de  H, . 

Donc,  pour  po=  |  £*!?  II  et  H'  diffèrent  très  peu;  le  cycle  H  —  II"  est 
infiniment  petit,  c'est  un  cycle  évanouissant  relatif  au  point  singulier  z^. 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

Si  oj  et  co'  n'appartiennent  pas  à  un  même  secteur,  mais  à  deux 
secteurs  continus  séparés  par  la  droite  Os^-,  i^s  cycles 

(K,  w,  o),     (K,  w',  o) 

ne  sont  plus  liomologues  en  général,  mais  leur  différence  est 
homologue  à  un  cycle  évanouissant  relatif  au  point  singulier  e*. 

Pour  aller  plus  loin,  précisons  davantage  la  notion  de  projection. 
Nous  joignons  l'origine  ()  par  des  segments  de  droite  Os^-  aux  diffé- 
rents points  singuliers  E/^  et  nous  regardons  ces  segments  comme  des 
coupures.  Tant  que  ^  ne  franchira  pas  ces  coupures  la  surface  ?>{y) 
restera  homéomorphe  à  elle-même;  nous  pouvons  donc  établir  entre 
les  points  des  deux  surfaces  S(jKt))  ^(^2)  quelconques  une  corres- 
pondance biunivoque  telle  que,  lorsqu'un  point  M  variera  d'une 
manière  continue  sur  une  surface  S(y,)  et  qu'en  mémo  temps  y 
variera  d'une  façon  continue  mais  sans  franchir  les  coupures,  le 
point  M'  de  S(>')  qui  correspond  à  iM  variera  d'une  façon  continue. 
Seulement,  si  l'on  a  deux  points  v,  cl  y.,  infiniment  voisins  l'un  de 
l'autre,  mais  de  part  et  d'autre  d'une  coupure,  et  deux  points  M  et  M 
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se  correspondant  sur  S  (y,)  et  S(y„),  ces  deux  points  ne  seront  pas,  en 
général,  infiniment  voisins.  C'est  celte  coi'respondance  qui  servira  à 
définir  \d  projection  en  se  restreignant  alors  aux  cas  où  y,  et  )'.,  ont 
même  argument. 

Considérons  maintenant  une  coupure  Oe^.  et  le  point  singulier  corres- 
pondant t^.  Soient^,  Giy„^y\  cly.,  deux  couples  de  points;  je  suppose 
que  j'',  etj>'o  soient  infiniment  voisins  et  de  part  et  d'autre  delà  coupure  et 
qu'il  en  soit  de  même  pour  le  second  couple.  Soit  M,  un  point  de  S(/,) 
et  Mj  un  point  de  S(jXo),  infiniment  voisin  de  M.  D'après  ce  que  nous 
venons  de  voir,  M,  et  M,  ne  peuvent  être  correspondants.  Soit  main- 
tenant M,  le  point  de  S  (y,)  correspondant  de  M,,  et  M!,  le  point  de 
S(x,)  correspondant  de  M^.  Les  deux  points  M,  et  M,  seront  infini- 
ment voisins,  il  est  toujours  possible  de  le  supposer.  Kn  revanche  il  y 
a  une  chose  que  nous  ne  pourrions  supposer  sans  nous  lancer  dans  de 
grosses  difficultés.  Soit  -i]  un  point  de  la  coupure;  considérons  la  sur- 
face de  Riemann  correspondante,  nous  l'appellerons  S("/]  )  si  y  a  atteint 
Y]  par  l'une  des  lèvres  de  la  coupure,  et  S(rj')  siy  a  atteint?]  par  l'autre 
lèvre.  Les  deux  surfaces  S(ï])  et  S(^-/]')  sont  identiques;  mais  le  point 
de  celte  surface  qui  correspond  à  un  point  donné  d'une  autre  surface 
S(jk)  ne  sera  pas  le  même  selon  qu'il  sera  regardé  comme  appartenant 
à  S(y])  ou  à  S(y]').  11  en  résulte  qu'il  y  a  une  coirespondance  entre 
les  points  de  S(y))  et  ceux  de  S(r,');  on  peut  se  demander  si  celte  cor- 
respondance est  réciproque;  mais  on  voit  bientôt  qu'il  n'est  pas  per- 
mis en  général  de  supposer  cette  réciprocité. 

Différents  cas  sont  à  distinguer;  suivant  la  nature  du  point  singulier 
£/(,  le  plus  simple  est  celui  où  le  plan  y  =  £/,  est  langent  à  la  surface 
F  :=  o  et  la  coupe  suivant  une  courbe  présentant  un  point  double  ordi- 
naire à  tangentes  séparées.  Que  pouvons-nous  dire  alors  de  la  corres- 
pondance entre  les  points  de  S(r])  et  de  S(-/)');  soit  p  le  genre  de  la 
surface  S(yi);  soient  £i,,  Oo,  .  .  .,  il^,  un  système  de  cycles  fondamen- 
taux de  S(y]);  soient  ii',,  £2^,  ...,  £2',^  les  cycles  correspondants  de 
S(rj');  on  verrait  qu'on  aurait  pu  choisir  les  cycles  fondamentaux  de 
telle  fac.'ou  (jue  l'o      n  ai 

Q;  =  Q,  +  il,         Ù,  ^-  iX,         lîj  ==  12',, 

Alors  il.,  est  un  cycle  ci-anouissa/i/  relatif  au  j)oiul  singulier  £^. 
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Pour  nous  rendre  compte  de  la  correspondance  entre  les  points  de 
v^  )  et  de  S(r,'^,  nous  pouvons  supposer  que  dans  un  espace  E  à  six 
dimensions,  par  exemple,  on  construise  la  variété  ^'  à  quatre  dimen- 
sions, et  qu'on  se  soit  arrangé  pour  que  celte  variété  n'ait  pas  de  point 
double  et  que  tous  ses  points  soient  à  distance  finie.  Les  points  de  V 
qui  correspondent  à  une  valeur  donnée  de^  formeront  alors  une  sur- 
face fermée  à  deux  dimensions  de  l'espace  E  qui  n'aura  en  général 
aucun  point  singulier  et  qui  sera  notre  S(jk)    Cependant  la  surface 
S(£j)  admettra  un  point  conique  P.  Si  y]  est  très  voisin|de  £<^,  la  surface 
S(r]),  identique  à  S(t/),  présentera  donc  un  éli-an<cleinen(  dans  le 
voisinage  du  point  P.  Nous  pourrons  tracer  sur  S(Tj)  une  petite  ligne 
fermée  qui  embrasse  la  partie  la  plus  étroite  de  cet  étranglement  (tel 
le  cercle  de  gorge  sur  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe).  Ce 
sera  notre  cycle  évanouissant  Q,  ;  nous  pourrons  tracer  dans  le  voisi- 
nage du  point  P  une  série  de  cycles  fermés  analogues  sur  S(rj)  tels  que 
seraient  les  ditlérenls  parallèles  sur  un  byperboloïde  de  révolution; 
nous  pouvons  ensuite  définir  un  point  quelconque  de  S(y]),  au  moins 
dans  la  partie  étranglée  voisine  du  point  P,  par  deux  coordonnées  p 
et  co,  choisies  de  telle  sorte  que  p  soit  constant  tout  le  long  de  chacun 
de  ces  cycles  fermés,  et  cjue  w  augmente  de  ir.  quand  on  fait  le  tour 
d'un  de  ces  cycles.  Nous  pourrons  alors  admettre  la  loi  de  correspon- 
dance suivante  :  dans  la  partie  non  voisine  du  point  P,  ou  toutes  les 
fois  que  p  ne  sera  pas  compris  entre  p^  et  p,,  chaque  point  de  S (ï))  sera 
son  propre  correspondant.  Si  p  est  compris  entre p^  et  p,,  nous  ferons 
correspondre  au  point  p,  w  de  S(tj)  le  point  p,  w  -i-  s(p)  de  S(-/i'):  et 
ç(p)  sera  une  fonction  continue  de  p  constamment  croissante,  égale  à  o 
pour  p  =  po  et  à  27:  pour  p  ==  p,.  En  d'autres  termes  nous  ferons  subir 
à  la  partie  étranglée  comprise  entre  les  cycles  p  ^  po  et  p  ^  p,  une 
torsion  progressivement  croissante  d'un  cycle  à  l'autre,  de  telle  façon 
que  cette  torsion,  nulle  pour  p  =  p^,  atteigne  un  tour  complet  pour 
p  =  p,,  ce  qui  permet  le  raccordement  avec  la  partie  non  étranglée, 
supposée  non  déformée. 

A  mesure  que  ï)  s'éloignera  de  £;;.,  l'étranglement  sera  de  moins  en 
moins  prononcé  et  nous  serons  conduits  à  étendre  la  déformation  à 
une  partie  de  plus  en  plus  étendue  do  la  surface;  celle  loi  de  corres- 
pondance restera  néanmoins  arbitraire  dans  une  très  large  mesure. 
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Ces  conventions  faites,  projetons  maintenant  le  cycle  (K,  cd)  sur  la 
surface  S(y))  en  supposant  que  w  soit  l'argument  de  e^;  nous  obtien- 
drons deux  projections  dilTérenles,  selon  que  Ton  supposera  que  cet 
argjumentco  a  été  atteint  par  Tune  ou  par  Tantrc  lèvre  de  la  coupure, 
c'est-à-dire  selon  que  l'on  projettera  sur  S  (y])  ou  sur  S(rj').  Soient 
(K,  o),  Tj),  (K,  co,  Tj')  ces  deux  projections.  Soit  M  un  point  de  (K,  eu); 
N  sa  projection  sur  S(y]),  N'  sa  projection  sur  S(rj').  N  et  N'  seront 
identiques  si  1'^  du  point  M  est  plus  petit  en  valeur  absolue  que  e^. 
Dans  le  cas  contraire  ces  deux  points  seront  correspondants  conformé- 
ment à  la  loi  de  correspondance  adoptée  plus  haut.  La  difTérence  des 
deux  cycles  (K,  co,  y])  —  (K,  eu,  r\)  sera  alors  un  cycle  deS(rj)  homo- 
logue à  zéro,  au  cycle  évanouissant  Q^,  ou  à  un  de  ses  multiples. 

L'ensemble  des  cycles  (R,  w,  y])  —  (K,  w,  r()  quand  on  fait  varier  r\ 
depuis  zéro  jusqu'à  Zj^  engendrera  une  variété  A(£a)  à  deux  dimen- 
sions. Le  cycle  (K,  co,  y])  —  (K,  w,  t]')  est  toujours  homologue  à  un 
multiple  de  O^  ;  supposons,  par  exemple,  à  O^;  il  se  réduit  au  point  P 
pour  Y]  =  £yt;  mais,  pour  •/]  =  o,  il  ne  se  réduit  pas  à  un  point,  mais  à 
un  cycle  de  la  surface  S(o)  qui  est  encore  homologue  à  iî^  et  que  nous 
pourrons  appeler 

(K,  (1),  o)  —  (K,  0),  o'). 

La  variété  A(£;t),  que  nous  pourrons  appeler  un  doigt  à  cause  de  sa 
forme,  n'est  donc  pas  fermée,  mais  a  pour  frontière  le  cycle 

(K,  w,  o)  —  (K,  w,  ()'). 

Mais,  jusqu'ici,  nous  avons  supposé  que  Q^,  n'est  pas  homologue  à 
zéro,  c'est-à-dire  que  le  cycle  infiniment  petit  que  l'on  peut  tracer 
sur  S(yi)  quand  y]  est  très  voisin  de  tf,  ne  partage  pas  celte  surface  en 
deux  régions  distinctes.  Mais  le  cas  contraire  peut  aussi  se  présenter; 
il  arrive  alors  que  la  surface  S(£;t)  se  décompose  en  deux  surfaces  dis- 
tinctes, c'est-à-dire  que  la  courbe  intersection  de  F  =^  o  et  de  j>'  =  £^ 
est  décomposable. 

Dans  ce  cas,  le  cycle  (K,  co,  r^)  —  (K,  co,  yj')  décomposera  la  sur- 
face S(y))  en  deux  régions  que  nous  appellerons  S, (y])  et  S.,{ri).  Con- 
sidérons la  variété  à  trois  dimensions  engendrée  par  S,  (y])  quand  yj 
varie  de  zéro  à  £^;  elle  sera  limitée  d'une  |)arl  par  le  doigt  A(£a.), 
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par  S,(o)  qui  est  une  partie  de  S(o)  et  par  S,(tk)]  de  sorte  que 
Af£.)~S,(£,)-S,(o). 

Mais  S,  (ea)  n'cit  autre  chose  que  la  surface  de  Riernann  relalive 
à  l'une  des  composantes  de  la  courbe  d'intersection  de  ¥  =^  o  et 
y  =  t,,;  ce  qui  nous  fait  comprendre  la  signification  du  doigt  ii(£/i) 
dans  ce  cas  particulier. 

Revenons  au  cas  général  et  reportons-nous  à  un  paragraphe  précé- 
dent, nous  verrons  que  nous  y  avons  défini  une  intégrale 

eh  bien!  cette  intégrale  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  prise  le  long 
du  doigt  A(£/,.)  lorsque  la  ligne  L,  parcourue  par  le  point  a,  |5,  y,  t 
est  telle  que  a  et  y  soient  constainnient  nuls,  |3  égal  à  r,  et  que  z  varie 
avec  un  argument  constant  de  zéro  à  s^.. 

Un  autre  cas  est  celui  où  le  point  singulier  t^  correspond  à  un  point 
conique  ordinaire  de  la  surface  F  =  o.  Il  arrive  alors  que  les  cycles 

iin       a,        ...,       O,, 

se  changent  en 

Q,-+-2D„     i},,     ...,     Çl,p 

et  non  plus  en  (2,  +  Oo,  i2.,  . . .,  i2.^,.  Ce  que  nous  avons  dit  de  la  loi 
de  correspondance  subsisic;  seulement  la  fonction  o(p),  qui  croît  con- 
stamment depuis  p  =  p„  ius(prà  p^p,,  au  lieu  de  croître  de  zéro 
à  2t:,  croîtra  de  zéro  à  \-.  La  délinilion  du  doigt  \(zk)  restera  la 
même. 

Il  peut  arriver  ensuite  que  le  plan  JK  =  ^k  soit  tangent  à  F  =  o  en 
deux  points  dill'érents.  Alors  la  surface  S(y])  très  voisine  de  S(£a.) 
présente  deux  étranglements  au  lieu  d'un,  il  y  a  deux  cycles  évanouis- 
sants au  lieu  d'un,  d'où  résulte  la  circonstance  suivante  : 

Appelons  doigt  simple  et  désignons  par  A(£/(,  ù)  la  variété  engen- 
drée par  un  cycle  de  8(7))  qui  reste  homologue  à  Q  quand  on  fait 
varier  y)  de  zéro  à  £/;.  iVotre  doigt  défini  plus  haut  et  que  nous  conti- 
nuerons à  appeler  simplement  ^{t^)  serait  dans  cette  notation 

A[£a,  (Iv,  W,  Y])  — (K,  0),  -fi')]. 

Journ.  de  Malli.  (li"  série),  tune  II.  --  l'asc.  II.   i;)o(;.  '.i'J 
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Dans  les  cas  examinés  pins  haut,  il  un  avait  qu'un  cycle  évanouis- 
sanl  ù.,,  le  cycle  (K,  w,  y;)  — (K,  w,  yj  )élail  toujours  hoinolo<,nic  à  un 
multiple  de  iî.,  soit  à  nQ.,,  de  sorte  ([u'on  avait  toujours 

c-(o)  désignant  une  partie  de  S(o  ). 

Ici,  au  contraire,  nous  aurons  deux  cycles  évanouissants  i^^,  ii!,  et 
deux  doigts  simples  l(t^,  il.^).l(tk,  Q',  )  et  Ton  aura,  (piel  (pie  soit  le 
cycle  A", 

A(£a)'-'«A(Pa.,   n,)  +   //'A(>;;.,  il'..)  ^  'j(o), 

n  et  n'  étant  entiers,  de  sorte  que  A(£a)  s'exprimera  linéairement  en 
fonction  non  plus  d'un,  mais  de  deux  doigts  simples. 

Il  peut  arriver  que  l'un  des  cycles  il.,  et  Q,,  qui  correspondent  aux 
deux  étranglements  soit  homologue  à  zéro  sur  sa  surface;  soit,  par 
exemple,  iio  ;  dans  ce  cas  la  surface  S(£i)  se  décompose  et  le  doigt 
simple  A(£a-,  ^^2)  est  alors  homologue  à  Tune  des  composantes  de  cette 
surface  de  Riemann,  plus  une  région  de  S(o).  C'est  ce  que  nous  avons 
vu  plus  haut. 

Nous  examinerons  un  dernier  cas,  c'est  celui  où  le  plan  y  =  t/^ 
coupe  F  =  o  suivant  une  courbe  présentant  un  point  de  rebrousse- 
ment.  H  arrive  alors  que  les  cycles 

Q„   a,   i2„    ...,   a,,: 

se  changent  en 

Q,  +  iL,      -ii,,     12,,     ...,     O,^, 

de  sorte  <|u'il  y  a  deux  cycles  évanouissants 

12,,     12, 

et  par  conséquent  deux  doigts  sim|)les  A(t^,  12,),  A{ijt,  il-j)  dont  le 
doigt  A(£/i.)  sera  une  combinaison  linéaire  à  coefficients  entiers. 
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§  5.  —  Formation  des  cycles. 

Cela  posé,  reprenons  le  cycle  K,  menons  les  projetantes  de  ses 
diffcrents  points  et  prolongeons-les  jusqu'à  la  surface  S(o).  Ces  pro- 
jetantes engendreront  une  variété  ^^  à  trois  dimensions.  Quelles 
sont  les  frontières  de  cette  variété?  Ce  sera  d'abord  le  cycle  K  dont 
chaque  point  est  l'extrémité  de  l'une  des  projetantes;  ce  sera  ensuite 
une  portion  80(0)  de  la  surface  S(o);  car  l'autre  extrémité  de  chaque 
projetante  se  trouve  sur  cette  surface.  Mais,  ce  n'est  pas  tout;  deux 
projetantes  issues  de  deux  points  infiniment  voisins  pourront  ne  pas 
rester  infiniment  voisines;  si,  par  exemple,  o)  et  co'  sont  deux  argu- 
ments infiniment  voisins,  l'un  plus  grand,  l'autre  plus  petit  (jue  celui 
de  £^,  les  projetantes  issues  des  deux  cycles  à  une  dimension  (K,  w) 
et  (K,  oj')  se  sépareront  et  s'étaleront  sur  le  doigt  A(£yt),  de  sorte  que 
ces  doigts  ^(c;^)  complètent  la  frontière  de  W.  Je  puis  donc  écrire 

K~S,(o)+ Va(£,), 

A(£a)   a   pour   frontière   (K,(ij,  o)  —  (K,  oj,  o);    82(0)  aura    pour 
frontières  V  [(K,  w,  o)  —  (K,  w,  o')]  de  telle  façon  que  la  variété 

totale  S;.(o)  4-  ^■i(£yi.)  soit  comme  il  convient  une  variété  fermée. 
Soit  J  l'intéerrale 


étendue  à  K.  Elle  sera  égale  à  riutégrale  étendue  à  S^(o)  +  ^  A(£a-). 

Etendue  à  82(0)  elle  est  nulle,  puis(|ue,  le  long  de  celle  surface,  y  est 
constant  et  que 

dxdy  -—  o. 

L'intégrale  étendue  à  A(£a)  sera  une  combinaison  linéaire  des  inté- 
grales étendues  aux  diflerenls  doigts  simples  correspondants,  inté- 
grales que  nous  avons  appelées  y  (L,). 

L'intégrale  J  est  donc  une  combinaison  linéaire  des  intégrales  yt^L,), 
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la  lii;iic  !.,  (■■taiU  telle  que  a  =  y  =  o,  [ï  =  i .  C'esl  ce  que  nous  avions 
annoncé  dans  un  paragraphe  anlérieur. 

J'ai  dit  que  la  surface  8^(0)  a  pour  frontière 

^[(  k,  w,  o)  — (K,  oj,  o')J, 
de  sorte  que 

2  [(K,  w,  o)  -  (K,  0),  o')]  '^  o 

sur  la  surface  S(o).  Supposons  que  les  doigts  simples  correspondant 
à  A(£a)  soient  A(£a,  ^,),  A(£a,  ih)  et  soient  O,  et  £2"  les  cycles  corres- 
pondants de  S(o  ). 
Soit 

on  aura  sur  S(o) 

(K,  CD,  o)  —  (K,  CD,  o')  r>^  //jO','-h  /i.j.Q,'l, 
d'où 

sur  S(o). 

Ainsi  pour  un  cycle  K  de  l'espèce  considérée,  mais  quelconque, 
an  (titra  toujours 

(■)  K~S,(o)  +  2"--^lwo  Û,.), 

So(o)  étant  une  partie  de  S(o),  «,  ////  entier  et  il,  un  des  cycles 
éi-anouissants  relatifs  à  £/<;  d'ailleurs  les  entiers  //,•  et  les  cycles  i2, 
ne  devront  pas  être  quelconques,  car  on  devia  avoir  sur  S(o) 

(2)  v«,o';~o, 

Q°  étant  le  cycle  de  S(o)  qui  correspond  à  0,. 

Mais  nous  nous  sommes  jusqu'ici  restreints  au  cas  où  le  point  y  :=  o, 
de  même  que  le  point  y  =  y:,  correspondait  à  une  région  R^  par  rap- 
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port  à  K,  c'est-à-dire  où,  pour  aucun  point  du  cycle  C,  on  n'a  ni  jk  ^  o, 
ni  y  ^  yD.  Les  cycles  qui  satisfont  à  cette  condition  pourront  s'appeler 
de  la  première  sorte  et  l'on  voit  que  tout  cycle  de  la  première  sorte 
peut  être  ramené  à  la  forme  (i). 

Passons  aux  c^x-les  de  la  seconde  sorte,  ce  seront  ceux  où  l'excès 
'2p  —  «  dont  il  a  été  question  au  paragraphe  du  nombre  des  points 
pour  lesquels  le  déterminant  A  est  positif  sur  celui  des  points  où  ce 
déterminant  est  négatif,  où  cet  excès,  dis-je  (constant  pour  tout  le 
plan  des  y  d'après  ce  que  nous  avons  vu)  est  constamment  nul.  Je  dis 
que  tout  cycle  de  la  seconde  sorte  peut  être  ramené  à  la  première. 

Supposons  en  effet  qu'un  cycle  K  admette  7. h  points  pour  lesquels 
y  =  o,  et  que  h  de  ces  points  soient  tels  que  A  >  oel/i  tels  que  A<^o. 
Accouplons  ces  points  deux  à  deux  de  telle  façon  qu'à  un  point  tel 
que  A>o  soit  accouplé  un  point  tel  que  A<o.  Soit  M,  et  Mo  un  pareil 
couple  de  points.  Entourons  M ,  sur  le  cycle  K  d'un  contour  infiniment 
petit  C,  ;  soit  D,  la  portion  très  petite  de  K  limitée  par  ce  contour. 
Définissons  de  même  autour  de  M^  le  contour  Co  et  le  domaine  D.;  nous 
pourrons  supposer  que  les  valeurs  de  y  correspondantes  aux  diffé- 
rentspointsdeC,  soient  les  mêmes  que  celles  qui  correspondent  aux  dif- 
férents points  de  Co.  Ces  valeurs  formeront  alors  dans  le  plan  des  y  un 
contour  fermé  très  petit  y  entourant  le  point  y  —  o\je  puis  alors  ima- 
giner un  contour  mobile  C  à  une  dimension  et  un  domaine  mobile  D 
à  deux  dimensions  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  :  1°  le  con- 
tour C  sera  la  fonrtière  de  D;  2°  C  et  D  varieront  d'une  manière 
continue;  3°  initialement  C  et  D  se  confondront  avec  C,  eti),  et  fina- 
lement avec  C,  et  D^;  4°  les  valeurs  de  y  correspondant  au  contour  G 
seront  sur  le  contour  fermé  très  petit  y. 

Dans  ces  conditions,  C  engendrera  une  variété  à  deux  dimensions  U 
et  D  une  variété  à  trois  dimensions  ^V.  La  frontière  complète  de  W 
se  composera  de  U,  D,  et  D..  Car  W  est  assimilable  à  un  cylindre 
dont  U  serait  la  surface  latérale  et  D,  etD.  les  deux  bases;  on  aura  donc 

U~D.  +  D„ 

d'où 

Iv-K-D,-  D,+  U. 

Aussi  nous  pouvons  remplacer  R  par  K  —  D,  —  Da+  L  ;  ce  cycle 
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a  perdu  ainsi  les  deux  points  M,  et  M,  et  n'a  gagné  aucun  autre  point 
pour  lequel  y  =  o,  car  sur  U  la  variable  y  reste  conslaniment  sur  le 
contour  y,  qui  ne  passe  pas  par  y  •=  o.  En  opérant  de  même  sur  tous 
les  autres  couples  de  points,  nous  ferons  disparaître  tous  les  points 
pour  lesquels  ^  =  o.  On  ferait  disparaître  de  même  tous  les  points 
pour  lesquels  y  =  oc,  de  sorte  que  le  cycle  se  trouverait  ramené  à  la 
première  sorte. 

Restent  enfin  les  cycles  ])our  lesquels  l'excès  2p  —  n  n'est  pas  nul. 
Le  premier  d'entre  eux  nous  est  fourni  par  la  surface  de  Riemann 

OÙ  Xo  est  une  constante  quelconque. 

Pour  cette  surface,  en  effet,  l'excès  en  question  est  égal  au  degré 
de  la  surface  F  =  o,  que  j'appellerai  w;  car  à  un  point  y  =  y^  du 
plan  des  y  correspondront  ///  points  de  la  surface  dont  le  z  sera  donné 
par  l'équation 

F(-i'o,yai  =)  =  O. 

(Dans  certains  cas  particuliers,  le  degré  de  celte  écpiation  en  r  est 
plus  piHit  que  celui  de  la  surface  F  =  o,  c'est  alors  le  degré  de  l'équa- 
tion en  z  que  nous  appellerons  m.) 

Pour  ces  m  points  le  déterminant  A  est  positif;  l'excès  2p  —  n  est 
donc  bien  égal  à  /??. 

Soit  donc  K  un  cycle  pour  JiNjuel  cet  excès  soit  égal  à  q  et  II  le 
cycle  X  :=  x„. 

Alors  le  cycle  /«K  —  çH  aura  pour  excès  zéro;  il  sera  donc  de  la 
deuxième  sorte  et  pourra  être  ramené  à  la  première. 

Donc  le  cycle  niK  sera  homologue  à  q  fois  le  cycle  x  =  x^  plus  un 
cycle  de  la  forme  (i). 

Ici  nous  apercevons  une  des  difTérences  les  plus  importantes  entre 
les  résultats  qui  ressortent  de  la  convention  adoptée  ici  et  de  celle  qui 
était  adoptée  dans  le  Mémoire  cité.  Considérons  l'intersection  tle  la 
surface  F  =  o  avec  le  plan 

P,  =  a,x-4- ^j--l-7,- —  0,  =  o 
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et  rintersection  avec  le  plan 

Po  =  a.j^  +  ''^.,y  -r-  Y-  -  —  02  =  0. 

A  ces  deux  courbes  correspondront  deux  surfaces  de  llieniann  et, 
par  conséquent,  deux  cycles  ii  deux  dimensions  que  j'appellerai  K., 
et  Ro.  Je  dis  qu'on  aura 

En  efîet,  considérons  les  intersections  de  F  =  o  avec  P,  +  XPo  =  o, 
où  A  est  réel  et  positif,  mais  varie  d'ailleurs  de  o  à  ac;  les  points  de 
ces  difîérentes  intersections  engendreront  une  variété  W  à  trois  dimen- 
sions. Quelle  est  la  frontière  de  A\'"?  Elle  se  compose  des  deux  cycles  K, 
et  K3  de  sorte  que 

K,  r^  K,. 

11  ne  pourrait  y  avoir  de  doute  qu'en  ce  qui  concerne  les  points  à 
linlini  des  courbes 

F=P,-+-aP,  =  o, 

ce  sont  des  points  de  la  surface  de  Riemann  8(00);  à  chaque  valeur 
de  A  correspondent  un  nombre  fini  de  ces  points,  de  sorte  que,  quand  \ 
variera  de  o  à  l'cc,  ces  points  décriront  une  ligne  à  une  dimension 
seulement  qui  ne  saurait  constituer  une  frontière  pour  W  qui  eu 
a  trois. 

Ainsi  le  cycle  K,,  le  cycle  K,  sont  homologues  entre  eux,  homo- 
logues par  conséquent  aussi  au  cycle  S(o),  ou  au  cycle  S(/)  quel  que 
soitj',  ou  au  cycle  x  ^  x„. 

Il  n'en  serait  pas  de  même  avec  la  convention  du  Mémoire  cité,  car 
pour  P,  =  -,  par  exemple,  on  pourrait  faire  tendre  x  cl  y  vers  l'infini 
et  en  même  temps  A  vers  zéro,  de  telle  sorte  que  P.  tende  vers  l'infini 
et  —  aP^  =  P,  =  -  vers  une  limite  finie  quelconque  ;  or  avec  cette  con- 
vention les  points  x  =y  =  y:>,  z  =  z^  et  x  —  y  =  x,  z  =  z^  seraient 
regardés  comme  distincts  et  engendreraient  une  variété  à  deux  dimen- 
sions que  j'appellerai  Z  quand -,  et  z^  prendraient  toutes  les  valeurs 
possibles.  Alors  la  frontière  deWse  composerait  non  seulement  de  K, 
et  de  K.,,  mais  encore  de  Z. 
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Oïl  a  donc 

Soient  do  même  X  la  variété  à  deux  dimensions  formée  par  les 
points  où  X' est  fini,  y  et  r  infinis,  et  ^  celle  qui  est  formée  par  les 
points  où  y  est  fini,  a-  et  :;  infinis;  ou  aura  alors 

K,~X  +  Y 
et 

K,-X*+Y  +  Z, 

et  cette  homologie  sera  vraie  pour  tous  les  cycles  K^  engendrés  par 
les  points  satisfaisant  à  l'écjuation  a^.x' +  [i,^  +  y^- —  Oo  =  o,  à 
moins  que  deux  des  coejficieiils  ao  (îo»  T2  "^'  soient  nuls  à  la  fois, 
auquel  cas  le  second  membre  devrait  être  remplacé  par  X  +  \  si 
a,  =  ^o  =  o,  par  X  +  Z  si  a2=  y^  =  o,   par  Y  +  Z  si  jS.  =  yj  =  o. 

Je  n'entrerai  pas  dans  plus  de  détails  et  ne  rechercherai  pas  s'il  y  a 
une  homologie  entre  X,  Y,  Z,  me  contentant  de  faire  remanpier  cpie 
le  cycle  x  ^  x^  n'est  pas  homologue  à  S(o). 

Au  contraire,  avec  la  convention  nouvelle,  tous  les  cycles  engendrés 
par  les  points  satisfaisant  à  une  équation  de  la  forme 

ax  +  [ij  -Hy;;  =  £ 

sont  homologues  entre  eux  et,  en  pailiculier,  il  en  est  ainsi  de  S(o)  et 
du  cycle  a;  :=  x'„. 

Nous  devons  toutefois  faire  observer  (pu-,  pour  certaines  valeurs  des 
coefficients  a,  p,  y,  £,  le  cycle  ajc  -)-  ^  j  -l-  y-  =  £  peut  se  déconq)OScr 
et  (jue,  en  particulier,  la  surface  de  Riemann  S(/)  peut  se  décom- 
poser pour  certaines  valeurs  de  y. 

Supposons  donc  que  la  surface  S(j),  indécomposable  pour  la  valeur 
la  |)lus  générale  de/,  se  décompose  en  &,(£/;.)  et  S^l^î/j  pour  jk  =  î*- 
Il  est  clair  (pTon  aura  alors 

S(7)^S,(£,)  +  S,(£,), 

mais   qu'il   n'y  aura  en  général   aucune  homologie  entre  S,(£a)  et 
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SjiîA);   nous  avons  vu   d'ailleurs  qu'il   arrive   alors  que  S,(£4)  est 
homologue  au  doigt  K 1^))  pl'is  une  portion  de  S(o). 

§  6.  —  Homologies  entre  les  cycles. 

Ainsi  tous  nos  cycles  peuvent  se  ramènera  S(o)  ou  à  un  cycle  de  la 
forme  (i).  Tous  les  cycles  que  l'on  peut  former  ainsi  sont-ils  distincts? 
Toute  combinaison  de  S(o)  et  de  cycles  de  la  forme  (i)  est  elle-même 
une  combinaison  de  la  forme  (i)  et,  par  conséquent,  en  tous  ses  points 
y  est  nul  ou  appartient  à  l'une  des  coupures.  Est-il  possible  qu'une 
pareille  combinaison  soit  homologue  à  zéro?  C'est-à-dire  existe-l-il 
une  variété  à  trois  dimensions  W  dont  une  pareille  combinaison  forme 
la  frontière  complète? 

Soit  W  une  pareille  variété,  soit^'„  une  valeur  de  y  n'appartenant 
pas  à  l'une  des  coupures;  soit  W(j„)  l'ensemble  des  points  de  W 
pour  lesquels  j'  ^=  yo'i  alors  W(^'j)  formera  une  ligne  ou  variété  à  une 
dimension.  Cette  ligne  W(j'„)  peut-elle  aboutir  à  un  point  d'arrêt? 
Non,  car  ce  point  d'arrêt  appartiendrait  à  la  frontière  de  W,  ce  qui 
est  impossible,  puisque,  pour  tous  les  points  de  cette  frontière,  y  est 
nul  ou  se  trouve  sur  l'une  des  coupures  et  ne  peut,  par  conséquent,  être 
égal  à  j'o-  A  moins  que  ce  point  d'arrêt  ne  soit  lun  des  m  points  com- 
muns à  toutes  les  surfaces  de  Riemann  S(jk)  et  qui  sont  donnes, 
comme  nous  l'avons  vu  plus  haut,  par  l'équation 

F„,(ar,  o,  s)  =  o. 

Soient  Q,,  Q,,  . . .,  Q„,  ces  ni  points. 

Ainsi  W(j'o)  se  composera  de  cycles  fermés  el  de  lignes  allant 
de  l'un  des  points  Q  à  un  autre. 

La  ligne  W(j)'„)  appartient  à  la  surface  S(j>^„);  considérons  sur  la 
surface  S(_y,)  les  points  qui  correspondent  à  ceux  de  W(^„j  en  vertu 
de  la  loi  de  correspondance  adoptée  plus  haut;  soit  W(_y,,  y,)  l'en- 
semble de  ces  points.  Je  dis  que  la  ligne  ^^  (v„,  /,)  restera  toujours 
homologue  à  elle-même  sur  la  surface  S(  v,  j  quand  j',  restant  constant 

Journ.  de  Matli.  (0"  série),  loine  II.  —   Hiisc.  Il,   ir)o6.  -■' 
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OU  fora  varier^o-  Si  en  eflel  )-o  varie  d'une  façon  continue,  ^^  {y^)  et 
par  conséquent  W(^o, y,)  varieront  d'une  façon  continue,  sans  quoi 
le  ^V(^(,)  pour  lequel  une  discontinuité  se  produirait  devrait  appar- 
tenir à  la  frontière  de  W.  • 

11  résulte  de  là  par  exemple  que,  s'il  y  avait  des  valeurs  de  y  pour 
lesquelles  W  n'admette  aucun  point,  W^j^^,  y,)  devrait  être  con- 
slanimenl  homologue  à  zéro  sur  S(j',)  et  que,  par  conséquent,  il  en 
serait  de  même  de  W(yo)  sur  S(yo  V 

De  quoi  va  alors  se  composer  la  frontière  de  W?  Lorsque  j'y  appro- 
chera d'un  point  Y]  de  l'une  des  coupures,  la  ligne  ^^  (/o'JKi))  tou- 
jours homologue  à  elle-même  sur  S(y,),  tendra  vers  W(ï),  y,)  et 
W(y„)  tendra  versW(Y]),  de  telle  façon  que  W(r|, y,)  soit  le  lieu 
des  points  de  S(j',)  qui  correspondent  aux  différents  points  de  AV(Yi) 
surS(r,).  Quand  maintenant^a  approchera  du  même  point  par  l'autre 
lèvre  de  la  coupure,  la  ligne  W(_^„,y,)  tendra  vers  W(y]',  j^,  )  et  la 
ligne  W(7„)  tendra  vers  W(y]').  En  général,  W(ï))  ne  sera  pas 
homologue  à  W(ï]'),  car  les  points  de  W(y],y,)  sont  les  points  de 
S(y,)  qui  correspondent  à  ceux  de  W(rj)  considérés  comme  ap- 
partenant à  S  (y));  les  points  de  W(>l',/i)  sont  les  points  de  S(/,) 
qui  correspondent  à  ceux  de  W(yj')  considérés  comme  appartenant 
à  S(y)').  Alors,  bien  que  WfYj,^,)  soit  homologue  à  W(ï]',  y^')  sur 
S(y,),  il  n'en  résulte  pas  que  W(t,)  soit  homologue  à  W(y]')  sur 
S(r;). 

La  frontière  de  W  sera  alors  engendrée  par  les  cycles 

W(^)-W(-'i') 

quand  ou  fait  décrire  successivement  à  Tj  toutes  les  coupures.  Quand 
on  fera  varier  y]  depuis  o  jusqu'à  t^,  le  long  de  la  coupure  oî^,  le  cycle 
W(-r])  —  W(-/]'),  qui  devra  s'évanouir  pour  y]  =  £^,  engendrera  un 
doigt  A(t/t).  La  frontière  de  W  est  donc  bien  un  cycle  de  la  forme  (i). 

Combien  pouvons-nous  obtenir  de  celte  façon  d'homologies  entre 
les  cycles  de  la  forme  (i)? 

Tout  dépend  de  l'hypothèse  faite  au  sujet  de  la  ligne  W(j)^g,  y^).  Il 
est  clair  que,  si  l'on  remplace  cette  ligne  par  une  autre  qui  lui  soit 
homologue  sur  S(/,  ),  les  deux  homologies  que  l'on  obtiendra  ainsi  ne 
seront  pas  distinctes. 
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La  ligne  W(j'y,  y^)  pourra  se  composer  de  ruii  des  i  p  cycles  de  la 
surface  de  Riemann  S(^,),  ou  d'une  ligne  allant  sur  cette  surface 
de  Q,  à  l'un  des  m  —  i  autres  points  Q„,  Q^,  . . .,  Q,„,  ou  d'une  com- 
binaison de  ces  lignes,  aucune  autre  hypothèse  n'est  possible.  D'ail- 
leurs, si  l'on  envisage  deux  lignes  allant  de  Q,  à  Q^,  il  suffira  de 
considérer  la  première,  car  la  réunion  de  ces  deux  lignes  formerait  un 
cycle.  Cela  nous  fait  donc  en  tout  2p  -+-  m  —  i  homologies. 

Ces  homologies  sont-elles  toutes  distinctes?  Si  le  cycle 

W(-^)-W(v) 

est  homologue  à  zéro  sur  S(yi)  et  cela  sur  toutes  les  coupures,  il  est 
clair  que  l'homologie  correspondant  à  W  se  réduit  à  une  identité.  En 
effet,  dans   ce    cas,    les   doigts  A(£/,-)  qui   figurent  dans  le   premier 

membre   de   l'homologie   S,(o)  +  V  ^(^£^/)  ,^  o  sont  homologues   à 

zéro,  plus  une  portion  de  S(o);  il  reste  donc  S,(o)^^o,  S(o)  étant 
une  portion  de  S(o);  mais,  comme  une  variété  ne  peut  être  homologue 
à  zéro  sans  être  fermée,  cette  homologie  doit  se  réduire  soit  à  une 
identité,  soit  à  S(o)'^o.  Celle  dernière  hypothèse  doit  être  rejelée 
puisque  S(o)  n'est  pas  homologue  à  zéro.  Si  l'on  peut  former  ainsi  q 
homologies  se  réduisant  à  des  identités,  il  n'y  aura  plus  que 

2p  -\-  w  —  q  —  \ 

homologies  distinctes. 

Si  W(^„)est  un  cycle,  il  faut  que  W(ï])'^  \V(ï)'),  c'est-à-dire 
que  le  cycle  ne  soit  pas  altéré  quand  y  tourne  autour  du  point  singu- 
lier ti^  et  qu'il  en  soit  de  même  pour  tous  les  autres  points  singuliers. 
Il  faut,  en  d'autres  termes,  que  W(y„)  soit  ce  que  nous  avons  appelé, 
dans  le  Mémoire  cité,  un  cycle,  invavianl ;  nous  aurons  donc  d"abord 
autant  d'homologies  identiques  que  de  cycles  invariants,  c'est-à-dire, 
d'après  le  Mémoire  cité,  autant  que  de  cycles  à  trois  dimensions,  ou 
encore  autant  que  de  cycles  à  une  dimension. 

Y  en  a-t-il  d'autres?  Supposons  que  la  ligne  W()'„)  aboutisse  à  un 
point  Q,,  considérons  la  portion  de  la  variété  à  quatre  dimensions  V 
voisine  de  Q,  ;  soit  M  un  point  de  V  infiniment  voisin  de  Q,  ;  soit  II 
le  plan  tangent  à  la  variété  Y  au  point  Q,  ;  ce  sera  une  variété  plane  à 
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quatre  dimensions  appartenant  à  l'espace  plan  à  plus  de  quatre 
diniensions  dans  lequel  nous  supposons  V  tracée;  la  droite  MQ,,  si 
les  deux  points  M  et  Q,  sont  infiniment  voisins,  sera  dans  le  plan  II. 
Portons  alors  sur  la  droite  MQ,  une  longueur  égale  à  i  à  partir  de  Q, 
et  soit  H(M)  le  point  ainsi  obtenu;  les  points  H(M)  appartiendront 
à  rhvpersphère  de  rayon  i  et  de  centre  Q,,  ou  plutôt  à  l'intersection 
de  cette  liypersphère  et  du  plan  H.  intersection  que  j'appelle  J  et  qui 
est  une  variété  hypersphériquc  H  à  trois  dimensions.  Si  deux  points  M 
et  M'  sont  de  part  et  d'autre  de  Q,,  de  telle  façon  que  les  deux  droites 
MQ,  et  Q,M'  soient  dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre,  les  deux 
points  H(M)  et  H(M')  seront  diamétralement  opposés  sur  J. 

Considérons  maintenant  les  points  M  de  W  (jui  sont  très  voisins 
deQ,;  les  H(M)  correspondants  engendreront  une  variable  à  deux 
dimensions  H(W)  située  sur  J;  considérons  de  même  les  points  M 
très  voisins  de  Q,  et  tels  que  v  =  yo]  les  H(M)  correspondants 
engendreront  une  variété  à  une  dimension  li{y^)  située  sur  J.  Enfin 
les  points  de  W(jKo)  donneront  des  H(M)  en  nombre  fini  et  dont 
l'ensemble  pourra  s'appeler  H(W,  y^).  Si  alors  un  point  appartient 
à  li(yg),  il  en  sera  de  même  du  point  diamétralement  opposé. 

Au  contraire,  si  un  point  appartient  à  H(W,  ^„),  il  n'en  sera  pas  de 
même  du  point  diamétralement  opposé,  puisque  par  hypothèse  la 
ligne  W(>'o)  s'arrête  au  point  Q,  et  ne  se  prolonge  pas  au  delà. 
Donc,  si  un  point  appartient  à  H(W),  il  n'en  sera  pas  de  même  du 
point  diamétralement  opposé,  sans  quoi  nous  aurions  deux  points  dia- 
métralement opposés  sur  un  même  H(W,  jKo)- 

Si  la  ligne  W(yp)  doit  nous  conduire  aune  homologie  se  réduisant 
à  une  identité,  nous  venons  de  voir  que  W  (tj)  doit  être  homologue 
à  A\  (■/]')  sur  S(rj).  Je  puis  sans  restreindre  la  généralité  supposer 
que  W(7))  est  non  seulement  homologue  mais  identique  à  W(y]').  Si, 
en  effet,  il  en  était  autrement,  soit  C(Yi)la  portion  de  S(y])  limitée 
par  le  cycle  W(y])  —  W(y]')  homologue  à  zéro.  Soit  P(tk)  la  variété 
à  trois  dimensions  engendrée  par  C(y])  quand  rj  varie  de  zéro  à  £;i  en 
suivant  la  coupure;  elle  est  limitée  par  Tenseuible  des  cycles 

W(r))-VV(r,'; 

qui  la  séparent  de  ^\  ,  et  par  C(o,  t/^),  en  désignant  par  C(o,  £^.)  la 
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limite  vers  laquelle  tend  C(y])  quand  ■r^  tend  vers  zéro  en  suivant  la 
coupure  Oe^.  Il  est  clair  que  C(o,  s^.)  est  une  portion  de  S(o). 
Envisageons  alors  la  variété  à  trois  dimensions 

où  la  sommation  indiquée  par  le  siyne  ^   est  étendue  aux  différentes 

coupures. 

La  variété  W  avait  pour  frontière  l'ensemble  des  cycles 

W(r])-W(yi') 

plus  une  partie  de  S(o),  la  variété  V  P(£/t)  avait  pour  frontière  l'en- 
semble des  cycles  W(yi)  —  W(y]'  j  plus  V  C(o,  t/,)  qui  est  une  partie 

de  S(o).  Quand  nous  annexons  les  deux  variétés  l'une  à  l'autre,  la 
partie  commune  de  la  frontière  disparaît,  de  sorte  que  la  frontière 
complète  fait  partie  de  S(o).  Comme  cette  frontière  complète  doit 
être  une  variété  fermée  à  deux  dimensions,  ou  bien  elle  se  réduira  à 

zéro,  de  sorte  que  W  +  V  P(£a)  ^^^  ""c  variété  fermée,  ou  bien  elle 

sera  la  surface  S(o)  tout  entière,  ce  qui  est  très  possible  puisque  cette 
surface  n'est  pas  homologue  à  zéro. 

Ainsi,  W  -h  V  P(£a)  est  une  variété  fermée  à  trois  dimensions;  il 

est  vrai  qu'elle  présente  une  circonstance  toute  particulière,  puisque 
pour  certaines  valeurs  de  y^  à  savoir  les  valeurs  y  —  y],  les  points  de 
cette  variété  pour  lesquels^  =  Tj  forment  non  plus  une  ligue,  mais 
une  variété  à  deux  dimensions  €(•/]).  Mais  il  suffit  de  déformer  inlini- 
ment  peu  notre  variété  pour  faire  cesser  cette  circonstance  gênante. 
Nous  pouvons  donc,  sans  restreindre  la  généralité,  supposer  que  W 
est  une  variété  fermée  et,  par  conséquent,  que  W(y))  est  identique 

àW(Yl'). 

Alors,  H(W)est  une  variété  fermée;  supposons  d'abord  que  Q, 
soit  l'extrémité  d'une  des  branches  de  la  ligne  ^N'(/,i)  cl  n'appartient 
à  aucune   autre  branche  de  cette  ligne;  il  suffit  évidemment  que  cela 
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ail  lieu  pour  une  valeur  de  \\  pour  que  cela  ait  lieu  pour  toutes.  Dans 
ce  cas  H(W  )  a  un  seul  point  commun  avec  H(jKo);  ce  sont  deux 
variétés  fermées  l'une  à  deux,  l'autre  à  une  dimension  tracées  sur 
l'hypersphère  H.  Si  elles  n'ont  qu'un  point  commun  c'est  qu'elles  ne 
sont  ni  l'une  ni  l'autre  homologues  à  zéro  sur  H;  or  cela  est  absurde 
puisque  H  est  simplement  connexe. 

Prenons  un  cas  plus  général  ;  chacune  des  branches  de  W(  /(,)  peut 
être  parcourue  dans  deux  sens  opposés;  nous  distinguerons  donc  un 
sens  positif  et  un  sens  négatif.  D'autre  pari  nous  attribuerons  un  signe 
à  l'intersectioD  de  H(W)  et  de  H(y„)  [d'après  le  signe  d'un  certain 
déterminant  ainsi  qu'il  a  été  expliqué  dans  V Analysis  situs  (Journal 
de  l'Ecole  Polytechnique,  2*  série,  I"  Cahier,  p.  33  et  suiv.)].  Sup- 
posons donc  que  p  branches  de  W(y,)  aboutissent  à  Q,  de  façon 
que  Q,  soit  à  la  fin  de  la  branche  quand  on  décrit  cette  branche  dans 
le  sens  positif,  et  n  quand  on  décrit  la  branche  dans  le  sens  négatif. 

Alors  H(W)  et  H(jKo)  admettront  p  intersections  positives  et 
«négatives.  Ou  bien  alors  l'excès  p  —  n  ne  sera  pas  nul,  ce  qui  est 
impossible  parce  qu'on  pourrait  avoir  H(W)  r^  o  sur  H  et  que  H  est 
simplement  connexe;  ou  bien  cet  excès  sera  nul  et  alors  la  ligne 
W(j>^„)  pourra  être  remplacée  par  une  autre  ne  passant  pas  par  Q, . 

Il  est  donc  impossible  qu'il  existe  une  variété  ^^  satisfaisant  aux 
conditions  énoncées;  il  n'y  a  donc  pas  d'autre  homologie  identique 
que  celles  que  l'on  déduit  des  cycles  invariants. 

En  résumé,  soit  N  le  nombre  des  points  singuliers  £,,  î^,  ...,  en 
tenant  compte  du  degré  de  multiplicité,  un  de  ces  points  pouvant  être 
double  par  exemple  s'il  correspond  à  deux  cycles  évanouissants. 

Soit  2/7  le  nombre  des  cycles  de  la  surface  de  Riemann  S(y). 

Soit  m  le  nombre  des  points  tels  que  Q,,  Q.j,  .... 

Soit  q  le  nombre  des  cycles  invariants  de  S(y),  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  le  nombre  des  cycles  à  une  ou  à  trois  dimensions  de  F(o). 

Nous  aurons  N  doigts,  tous  nos  cycles  seront  des  combinaisons  de 
la  forme  (1),  c'est-à-dire  des  combinaisons  de  ces  N  doigts  et  de  S(o); 
mais  toutes  les  combinaisons  de  ces  \  +  1  variétés  ne  conviennent 
pas;  elles  doivent  satisfaire  à  la  condition  (2);  celte  condition,  puisque 
S(o)  admet  2/j  cycles,  équivaut  à  ip  conditions  simples.  Il  reste  ainsi 
N  +  1  —  -ip  cycles. 
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Mais  ces  cycles  sont  liés  par  des  homologies,  engendrées  par  les 
difl'érentes  lignes  ^^(Yo)  possibles;  il  y  en  a  2/)  provenant  des  2p  cycles, 
fermés  qu'on  peut  tracer  sur  S(jKo);  il  y  en  a  m  —  i  provenant  des 
m  —  I  lignes  qui  vont  d'un  point  Q  à  l'autre.  Si  ces  ip-^ni  —  i  homo- 
logies  sont  distinctes,  ce  qui  arrive  en  général,  il  reste 

N  +  2  —  4p  —  ni, 

cycles  à  deux  dimensions  distincts.  Mais  il  y  a  y  homologies  iden- 
tiques, il  y  a  donc  finalement 

(3)  N  -I-  y  -h  2  —  i\p  —  m 

cycles  à  deux  dimensions. 

5;  7.  —  Application  aux  surfaces  du  troisième  degré. 

Applicjuons  ces  principes  à  la  surface  du  troisième  degré.  Dans  les 
paragra[)lies  précédents,  un  rôle  essentiel  était  joué  par  les  surfaces  de 
Riemann  S (jy)  correspondant  aux  intersections  de  la  surface  F  =  o 
avec  le  plan  y^  =  const.  Si  nous  prenons  les  coordonnées  homogènes 

X,     7,     z,     t, 

ces  plans  y  =  const.  passent  par  une  droite  fixe  située  à  l'infini  et  qui 
a  pour  équations  y  =  {  =:  o.  On  pourrait  répéter  la  même  analyse  en 
faisant  jouer  le  rôle  de  cette  droite  y  =  t  ^  o  à  une  droite  quel- 
conque D  et  le  rôle  des  surfaces  S(y)  aux  surfaces  de  Riemann  corres- 
pondant aux  intersections  de  F  ^  o  avec  les  plans  passant  par  D. 

Cela  revient  à  faire  un  changement  de  coordonnées  tétraédriquesen 
prenant  cette  droite  D  pour  l'une  des  arêtes  du  tétraèdre  de  référence. 
Tout  étant  projectif,  il  est  clair  que  le  résultat  doit  rester  le  même 
quelle  que  soit  la  droite  D  et  l'on  en  comprendra  d'ailleurs  mieux  les 
raisons  en  se  reportant  à  ce  cjui  a  été  dit  aux  paragraphes  2  et  3. 

L'apijlicalion  de  la  formule  (3)  doit  conduire  au  même  nombre  de 
cycles  à  deux  dimensions,  de  qiiel(|ue  faeon  (pie  soit  choisie  la 
droite  D. 
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Mais,  si  ce  résultat  est  certain  a  priori,  il  conduit  à  quelques  para- 
doxes apparents  et  il  est  intéressant  de  voir  par  quel  mécanisme  se  fait 
la  compensation.  M.  Picard,  en  étudiant  une  surface  du  troisième 
degré  particulière,  sur  laquelle  nous  reviendrons,  avait  déjà  mis  en 
évidence  certaines  propositions  paradoxales,  dont  il  avait  donné  l'ex- 
plication. 

Dans  la  formule  (3),  le  nombre  q  représente  le  nombre  des  cycles 
linéaires.  Ce  nombre  est  évidemment  indépendant  de  la  droite  D.  Il 
est  d'ailleurs  nul,  comme  Ta  montré  M.  Picard,  pour  la  surface  du 
troisième  degré. 

Le  nombre  N  est  le  nombre  des  plans  tangents  qno  l'on  peut  mener 
à  la  surface  par  la  droite  D.  Ce  nombre  est  égal  à  1 2  dans  le  cas  le  plus 
général. 

Le  nombre />  est  le  genre  de  la  courbe,  intersection  de  F  =  o  par 
un  plan  passant  par  la  droite  D  ;  il  est  égal  à  i . 

Les  points  Q,,  Q^,  . . .  sont  les  intersections  de  la  surface  F  ^  o  et 
de  la  droite  D;  le  nombre  m  est  le  nombre  de  ces  intersections.  Il  est 
égal  à  3  dans  le  cas  général.  On  a  donc,  dans  le  cas  général, 

q  ^  o,  N  =  i2,         />  =  !)  m  =  3 

et,  pour  le  nombre  de  cycles, 

N  4-  y  +  2  —  /(jD  —  /?2  ^  7. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  F  =  o,  restant  toujours  la 
plus  générale,  la  droite  D  prenne  des  positions  particulières. 

Supposons  d'abord  que  la  droite  D  devienne  tangente  à  la  surface; 
deux  des  plans  tangents  menés  par  D  se  confondront  et  N  se  réduira 
à  1 1,  mais  deux  des  points  d'intersection  de  D  se  confondront  et  m  se 
réduira  à  2.  Le  nombre  ^  -h  q  -h  1  —  ^p  —  m  ne  changera  pas. 

Supposons  maintenant  que  l'un  des  plans  tangents  menés  par  D 
coupe  la  surface  suivant  une  courbe  présentant  un  point  de  rebrousse- 
ment;  ici  encore  deux  plans  tangents  se  confondront,  mais  il  faut  tenir 
compte  du  degré  de  multiplicité.  Or  nous  avons  vu  que,  dans  le  cas 
d'un  rebroussemenl,  il  y  a  deux  cycles  évanouissants  et  que,  par  con- 
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séquent.  le  plan  tangent  doit  être  regardé  comme  double;  le  nombre  N 
reste  donc  égal  à  12. 

La  surface  F  =  o  contient  vingt-sept  droites  que  nous  appellerons 
les  droites  A.  Supposons  que  D  rencontre  l'une  des  droites  A.  Le  plan 
de  D  et  de  A  coupe  la  surface  suivant  la  droite  A  et  une  conique;  c'est 
donc  un  plan  tangent  double  avec  deux  points  de  contact  distincts. 

Le  nombre  des  plans  tangents  distincts  se  réduit  donc  à  11,  mais 
ce  plan  DA  doit  être  regardé  comme  double;  il  n'y  a,  il  est  vrai, 
qu'un  seul  cycle  évanouissant,  mais  la  courbe  se  décompose  ;  cela  fait 
donc  deux  doigts  simples,  l'un  engendré  par  le  cycle  évanouissant, 
l'autre  homologue  à  l'une  des  composantes  de  la  surface  de  Riemann, 
donc  N  reste  égal  à  12. 

Les  divers  plans  menés  par  A  coupent  la  surface  suivant  des  coni- 
ques; deux  de  ces  coniques  touchent  la  droite  A.  Soient  P,  et  Po  les 
plans  de  ces  deux  coniques  et  supposons  que  A  soit  dans  le  plan  P,. 
Alors  trois  de  nos  douze  plans  tangents  se  confondent,  les  deux  points 
de  contact  du  plan  tangent  DA,  qui  étaient  distincts  et  équivalents  à 
deux  points  doubles  à  tangentes  séparées,  se  confondent  en  un  seul, 
équivalent  à  un  point  de  rebroussement.  Nous  avons  cette  fois  deux 
cycles  évanouissants,  cela  nous  fait  trois  doigts  simples  dont  deux 
correspondent  à  ces  deux  cycles  et  un  est  homologue  à  lune  des 
composantes  de  la  surface  de  Riemann  (composante  relative  à  la 
droite,  ou  bien  à  la  conique);  donc  le  plan  tangent  P,  doit  être  regardé 
comme  triple  et  N  reste  égal  à   12. 

Ainsi  voilà  trois  cas  où  le  plan  tangent  correspond  à  deux,  deux  ou 
trois  plans  tangents  confondus  :  ce  sont  ceux  où  ce  plan  coupe  la  surface 
suivant  une  cubique  à  rebroussement,  suivant  une  droite  A  et  une 
conique  qui  la  coupe,  suivant  une  droite  A  et  une  conique  (|ui  la  touche; 
nous  venons  de  voir  que  ce  plan  doit  être  alors  regardé  comme  double, 
double  ou  triple.  Mais  il  peut  arriver  que,  dans  l'un  de  ces  trois  cas,  la 
droite  D  passe  par  le  point  de  contact,  c'est  ce  qui  arrive  respective- 
ment si  D  touche  la  surface  en  un  point  où  l'indicatrice  est  parabo- 
lique, si  D  coupe  A  en  un  point  où  celte  droite  rencontre  la  conicjue 
intersection  du  plan  )dl  et  de  la  surface  F  =  o,  si  D  coupe  A  au  point 
où  cette  droite  touclic  la  conique  intersection  de  DA  et  de  la  surface. 
Le  plan  langent  correspond  alors  à  trois,  trois  ou  quatre  plans  tangents 

Journ.  de  Math.  (()•  série),  loiiie  11.  —  l'use.  Il,  lyoô.  2  | 
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coiiloudus,  cL  il  reste  double,  doiihle  ou  liiplc;  le  uonibrc  N  se  réduit 
donc  à  II,  mais,  comme  D  toueiie  la  suil'aee,  le  nondjre  m  se  réduit 
à  i>,  de  sorte  (|ue  la  din'ércnco  N  —  m  et  le  noiuiire  des  cycles 

N  +  y  4-  2  —  '\p  —  m 
ne  cliani^enl  pas. 

Si  la  droite  D  est  une  asymptole  de  riudicalrice  en  un  point  de  la 
surface,  le  plan  langent  correspondant  éijuivaut  à  trois  plans  tangents 
confondus;  donc  N  se  réduit  à  lo,  mais,  d'autre  part,  1)  coupe  la  sur- 
face en  trois  points  confondus,  de  sorte  que  m  se  réduit  à  i  et  que  la 
dillérence  N  —  m  ne  change  pas. 

Il  peut  se  faire  que,  parmi  les  plans  tangents  menés  par  D,  il  v  en 
ait  deux  ou  plusieurs  qui  présentent  séparément  l'une  des  singulaiit(''s 
que  nous  venons  d'étudier;  rien  n'est  à  changer  alors  à  ce  (pii  |)récède. 
Il  peut  arriver  enfin  que  par  la  droite  D  on  puisse  mener  un  |)lan  cpii 
coupe  la  surface  suivant  trois  droites  A,  qui  soit  par  conséquent  triple- 
ment tangent  à  la  surface.  Ce  plan  correspondra  à  trois  plans  tangents 
confondus.  Quel  est  son  degré  de  multiplicité,  c'est-à-dire  le  nombre 
de  doigts  simples  auxquels  il  correspond?  Il  n'y  a  qu'un  cycle  éva- 
nouissant, mais  la  surface  de  Riemann  S(£^.)  se  décompose  en  trois 
parties  S|(£jt),  ^^i^k)-,  '^i{''-h)  correspondant  aux  trois  droites..  Nous 
aurons  donc  trois  doigts  simples,  le  premier  engendré  par  le  cycle  éva- 
nouissant, le  deuxième  homologue  à  S,  (e^.)  plus  une  partie  de  S(o),  le 
troisième  homologue  à  S^(£;;.)  plus  une  partie  de  S(o).  Le  cycle  qui 
serait  homologue  à  S3(£;i.)  plus  une  partie  de  S(o)  n'est  pas  distinct 
des  précédents,  car,  toutes  les  surfaces  S(j')  étant  homologues  entre 
elles,  comme  nous  l'avons  vu,  on  a 

S.(£A)H-S,(c,)-f-S,(£,)-S(o), 

de  soile  (pi'uiie  eoirdjinaisun  de  nos  trois  doigts  nous  ramène  au 
cycle  S(o).  I{n  résumé,  ce  plan  triplement  tangent,  qui  équivaut  à 
trois  plans  tangents  confondus,  a  pour  degré  de  multiplicité  3,  de  sorte 
que  N  reste  égal  à  \>.. 

11  nous  i-este  à  examiner  le  cas  où  D  est  Tune  des  droites  \.  Alors  D 
rencontre  dix  autres  droites  A,  que  j'appellerai  A,  et  B,,  A.,  et  13^,  A^ 
cl  B,,,  A,  el  IJ,,  A;,  cl  B,. 
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Les  droites  A,  et  B,  se  rencontrent  quel  que  soit  /  et  il  n'y  a  pas 
d'autre  rencontre  entre  les  droites  A  et  B.  Par  D  on  peut  mener  cinq 
plans  tangents  qui  sont  les  cinq  plans  DA,B,;  que  sont  devenus  les 
sept  autres  plans  tangents?  Soit  D'  une  droite  très  voisine  de  D; 
par  D'  nous  pouvons  mener  douze  plans  tangents,  dont  cinq  tendront 
vers  les  cinq  plans  DA,B,;  vers  quelles  limites  tendront  les  sept  autres 
et  les  points  de  contact  correspondants?  Parmi  les  plans  menés  par  D, 
il  y  en  a  deux,  P,  et  P,,  qui  coupent  la  surface  suivant  la  droile  D  et 
une  conique  qui  la  touche.  Eh  bien,  deux  plan^  laugents  tendront 
vers  P,  et  deux  vers  Po. 

Il  reste  à  voir  ce  que  deviennent  les  trois  plans  tangents  restants. 
Soient  M,,  M.^,  M!,  les  trois  points  d'intersection  de  D'  avec  la  sur- 
face; quand  D'  tendra  vers  D,  ces  trois  points  tendront  vers  trois 
points  M,,  M.,,  M.,  de  D;  eh  bien,  les  points  de  contact  des  trois  plans 
tangents  restants  tendront  vers  M,,  iVL,  M3. 

Quant  aux  cycles  à  deux  dimensions  correspondants,  voici  ce  qu'ils 
deviennent.  Considérons  d'abord  un  plan  tangent  qui,  à  la  limite,  se 
réduit  au  plan  A,B,D;  la  surface  de  Riemann  correspondant  à  l'in- 
tersection de  ce  plan  et  de  la  surface  se  décompose  à  la  limite  en  trois 
parties  correspondant  aux  trois  droites  A,-,  B,-,  D  ;  le  <:/o/i,'^  correspondant 
est  à  la  limite  liomologue  à  l'une  de  ces  trois  parties,  par  exemple  à  la 
surface  de  Riemann  correspondant  à  la  droite  A,-  et  que  j'appel- 
lerai S  (A/).  Voilà  donc  déjà  cinq  de  nos  sept  cycles  correspondant  aux 
cinq  surfaces  de  Riemann  S(  A,  ),  S(A2),  . . .,  S(A5).  Les  sept  doigts 
correspondant  aux  sept  autres  plans  tangents  nous  fourniront  à  la 
limite,  par  leurs  combinaisons  entre  eux  et  avec  S(o),  un  seul  cycle 
nouveau  qui  sera  la  surface  de  Riemann  S(D);  cette  notation  S  (A,), 
S(D)  ne  peut  engendrer  aucune  confusion  avec  ?>(y),  puisque  A,  et  D 
sont  des  droites  et  j^  une  quantité.  Il  nous  reste  un  dernier  cycle  qui 
est  S(o),  mais 

S(o)~S(D)  +  S(A,)4-S(B,), 

puisque  S(o_)  est  homologue  à  la  surface  de  Riemann  correspondant  à 
l'intersection  de  la  surface  avec  un  plan  quelconque,  et  que,  quand  ce 
plan  est  le  plan  DA,B,,  cette  surface  de  Riemann  se  décompose  en 
S(D),  S(A,),  S(B,). 
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En  conséquence,  tous  les  cycles  à  deux  dimensions  de  F  =  o  sont 
homologues  à  des  combinaisons  des  sejU  cycles  suivants  : 

S(D),     S(A,),     S(A,),     S(A,),     S(AO,     ^(^,),     S(B.), 

qui  ne  sont  autre  chose  que  des  surfaces  de  Hieniann  correspondant  à 
sept  des  vingt-sept  droites  A. 

Quelques  mots  maintenant  sur  les  intersections  mutuelles  de  ces 
cycles;  quel  est  l'excès  du  nombre  des  intersections  positives  sur  celui 
des  intersections  négatives,  en  adoptant  le  point  de  vue  du  para- 
graphe 9  de  YAnalysis  situs  {Journal  de  l'Ecole  Polytechnique, 
2'  série,  I"  Cahier,  p.  33)?  Si  nous  considérons  deux  surfaces  de 
Riemann  S(jK))  et  S(j)^„),  cet  excès  sera  évidemment  3;  si  nous  consi- 
dérons deux  surfaces  de  Riemann  S(A|)  et  S(Ao }  correspondant  à 
deux  droites  A,  cet  excès  sera  i  ou  zéro,  suivant  rjue  ces  deux  droites 
se  rencontreront  ou  non.  Si  nous  considérons  deux  cycles  K,  et  K., 
nous  représenterons  cet  excès  par  N('K|,  K^);  si  alors 

R,  '^  K|.         K^'^  K.'., 

on  aura  également 

\(;iv,,  kj  =  n(k;.  Kl). 

Si  maintenant 

Kj^«„S(D)  +  i://,S(A,)  +  //„S(B,), 
il  viendra 

i\(K,,  K,)  =  //„N[K,,  S(D)J+Ï/^N[K,,  S(A,)]+«,,,\[K,,  S(B,)1, 

doii  cette  conséquence  que  la  connaissance  des  sept  excès 

N[K,,S(D)],     N[K.,S(A,)],     ^[K.,S(B,)] 

suffit  |)Our  déterminer  \(lv,,  K„),  K^  étant  un  lyclc  ([uolconque. 

Soit,  en  particulier,  K,  =  S(A,),  K.^  =  S(A2),  A,  et  A^,  étant  deux 
quelconques  des  vingt-sept  droites  A;  nous  voyons  que  la  connaissance 
du  nombre  des  points  d'intersection  de  A,  avec  D,  les  A,  et  B,  suffit 
pour  déterminer  le  nombre  des  intersections  de  A,  avec  une  droite 
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([uelcoïKjuc  Ao ,  c'est-à-dire  pour  dc-tcrminer  complètement  la 
droite  1,. 

C'est,  en  effet,  ce  qu'il  est  aisé  de  véiifier;  une  des  vingt-sept  droites 
sera  complètement  déterminée  quand  on  saura  si  elli'  rencontre  une 
autre  des  vingt-sept  droites  choisie  au  hasard  D,  et  aussi  si  elle  ren- 
contre cinq  autres  des  vingt-sept  droites  qui  rencontrent  D  sans  se 
rencontrer  entre  elles. 

On  sait  que  les  surfaces  du  troisième  degré  sont  unicursales.  Si  en 
effet  on  prend  deux  des  vingt-sept  droites  A  qui  ne  se  rencontrent  pas, 
soient  D  et  D'  ;  qu'on  prenne  un  point  M  sur  D  et  un  point  M'  sur  D' 
ayant  pour  abscisse,  par  exemple,  le  premier  u,  le  second  f,  la 
droite  MM'  rencontrera  la  surface  en  un  troisième  point  M,  dont  les 
coordonnées  sont  des  fonctions  rationnelles  du  u  et  de  t-.  De  cette  cir- 
constance découlent  des  conséquences  paradoxales  sur  lesquelles 
M.  Picard  a  déjà  appelé  l'attention. 

Si  les  valeurs  de  ii  et  c  correspondent  à  l'une  des  droites  A,,  Ao, 
A3,  Al,  Aj  qui  rencontrent  à  la  fois  D  et  D',  la  droite  MM'  est  tout 
entière  sur  la  surface  et  les  coordonnées  du  point  M,  deviennent  indé- 
terminées. 

Si  maintenant  nous  prenons  un  point  M,  sur  la  surface,  les  deux 
plans  M,  D  et  M,  D'  se  couperont  suivant  une  droite  déterminée  MM', 
les  points  M  et  M'  seront  donc  déterminés  et,  par  conséquent,  m  et  p 
seront  fonctions  rationnelles  des  coordonnées  de  M,.  Si  cependant  le 
point  M,  était  sur  la  droite  D,  le  plan  M,D  ne  serait  alors  autre  chose 
que  le  plan  tangent  en  M,  et  ce  qui  précède  subsisterait. 

Le  lieu  des  points  u  =  x  est  une  conique  C  rpii  coupe  D'  en  deux 
points  et  le  lieu  des  points  r  =  ce  est  une  conique  C  qui  coupe  D  en 
deux  points. 

Reprenons  maintenant  la  variété  ^  à  quatre  dimensions  engendrée 
par  la  surface  F  =  o;  et  sur  cette  variété  un  cycle  K  fermé  à  deux 
dimensions  et  non  homologue  à  zéro.  Soit  AV  l'espace  plan  à  quatre 
dimensions  engendré  par  les  deux  variables  complexes  u,  p;  on  pour- 
rait dabord  être  tenté  de  dire  que,  la  surface  étant  unicursale,  V  et  W 
doivent  être  boméomor[)lH'S,  (ju'à  toutcycle  fermé  Kde  V  correspontlra 
un  cycle  fermé  Iv'deW;  que,  tous  les  cycles  fermés  de  W  étant  homo- 
logues à  zéro,  il  doit  en  èlri;  de  même  de  tous  les  cycles  fermés  de  V; 
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ce  qui  serait  contraire  aux  conclusions  qui  précèdent.  Les  découvertes 
de  M.  Picard  nous  ont  d'ailli'urs  depuis  longtemps  mis  en  i;arde  contre 
un  pareil  raisonnement. 

Le  cycle  K,  en  effet,  peut  rencontrer  l'une  des  droites  A,-  ou  lune 
des  coniques  C  ou  C.  S'il  rencontre  G,  par  exemple,  le  cycle  corres- 
pondant K'  ne  sera  plus  fermé,  mais  présentera  un  pointement  à  l'infini, 
ainsi  que  l'a  signalé  M.  Picard. 

Supposons  maintenant  que  le  cycle  K'  soit  fermé  et,  par  conséquent, 
homologue  à  zéro  dans  l'espace  W.  S'ensuivra-t-il  (jue  le  cycle  fermé 
correspondant  K  soit  homologue  à  zéro  sur  V?  Pas  du  tout.  Il  y  a  dans 
l'espace  W  cinq  points  auxquels  correspondent  une  infinité  de  points  de 
la  variété  V;  ce  sont  les  points  u  =  m,,  v  ^=  t',  qui  correspondent  aux 
cinq  droites  A,  ;  nous  avons  vu  en  effet  que,  pour  ces  valeurs  de  u  et  c, 
les  coordonnées  de  M,  sont  indéterminées.  Supposons  alors  que  le 
cycle  K' passe  par  l'un  de  ces  points  m,,  p,;  étant  homologue  à  zéro 
sur  ^V,  il  limitera  un  domaine  à  trois  dimensions  de  cet  espace.  Mais 
considérons  un  point  N  de  R  et  supposons  que  ce  point  se  rapproche 
indéfiniment  de  //,,  r,  qui  est  sur  la  frontière  de  R.  Soit  M  le  point 
de  V  qui  est  le  correspondant  de  i\  ;  quand  >.  tendra  vers  ;/,,  i-,,  le 
point  M  tendra  vers  un  point  de  la  droite  A,- et  ce  point  pourra  occuper 
une  position  quelconque  sur  cetLc  droite,  suivant  la  fa(,"ou  dont  N 
tendra  vers  a,-,  p,.  Soit  U'  un  domaine  à  trois  dimensions  de  V  corres- 
pondant à  R;  sa  frontière  complète  se  composera  non  seulement  de  K, 
cycle  de  V  correspondant  à  K',  mais  de  la  surface  de  Riemanu  S(^  A,  )  ; 
car,  quand  iN  se  rapproche  de  la  frontière  de  R,  le  point  correspon- 
dant M  se  rapproche  soit  de  K  si  N  tend  vers  un  point  de  K'  autre 
que  «,-,  i>i,  soit  d'un  point  quelconque  de  S(A,)  si  N  tend  vers  «,,  c,-. 
Donc  K  n'est  pas  homologue  à  zéro. 

Dans  la  variété  W,  on  doit  considérer  comme  distincts  les  points 
M  =  X,  V  =  i-,  et  w  =  3C,  f  =  V.,,  de  même  que  les  points  u  =  u,,  t-  =  oo 
et  u=^u.,,  ('  =  3c,  puisque  à  ces  points  correspondent  des  droites  IVl.M' 
distinctes.  On  doit  donc  adopter,  au  sujet  des  points  à  l'infini,  non  la 
convention  du  Mémoire  actuel,  mais  celle  du  Mémoire  cité.  11  en 
résulte  (pie  les  deux  surfaces  de  Riemann  u  =  const.  et  p  =  const.  ne 
sont  pas  homologues  entre  elles.  D'où  cette  conclusion  :  les  cycles  K' 
de  W  qui  sont  tous  entiers  à  distance  (inie  sont  homologues  à  zéro;  mais, 
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si  ron  tient  compte  de  ceux  qui  s'étendent  à  1  infini,  il  y  en  a  deux  qui 
non  seulement  ne  sont  pas  homologues  à  zéro,  mais  sont  indépenr 
dants,  ce  sont  justement  ces  deux  surfaces  de  Riemann  u  =  const.  et 
v-  =  const. 

De  plus,  parmi  les  cycles  R'  homologues  à  zéro,  il  y  en  a  qui  ne  cor- 
respondent ])as  à  des  cycles  K  homologues  à  zéro  :  ce  sont  ceux  qui 
passent  par  l'un  des  j)oints  «,,  p,  et  cinq  de  ces  cycles  doivent  être  con- 
sidérés comme  distincts,  puisqu'il  y  a  cinq  points  «,,  f,.  Xous  retrou- 
verons donc  bien  nos  sept  cycles  distincts  et  la  conciliation  est  complète 
avec  ce  qui  précède. 

Un  mot  encore  sur  une  circonstance  qui  peut  se  présenter  pour  cer- 
taines surfaces  du  troisième  degré  particulières;  il  peut  arriver  que 
trois  des  droites  A,  que  jappellerai  A,,  A^,  A,,  soient  dans  un  même 
plan  tangent  P  et  passent  par  un  même  point  M.  C'est  ce  qui  arrive 
en  particulier  pour  la  surface  de  M.  Picard 

x''  -h y^  +  z^  ~  i. 

Si  alors  la  droite  D  par  laquelle  doivent  être  menés  les  plans  tan- 
gents se  trouve  sur  le  plan  P,  quatre  des  plans  tangents  menés  par  D 
se  confondront  avec  P,  de  sorte  que  nous  n'aurons  plus  que  neuf  plans 
tangents  distincts  au  lieu  de  douze. 

Il  faut  voir  à  combien  de  doigts  distincts  ce  plan  correspond.  Pour 
nous  en  rendre  compte,  prenons  la  surface  de  Picard  et  coupons  par 
exemple  par  les  plans  z  =  const.;  la  droite  D  étant  alors  la  droite  à 
l'infini  qui  est  l'intersection  commune  de  tous  ces  plans  :;  =  const.  La 
courbe  d  intersection  est 

X-'  -i-  y^  =  I  —  r% 

où  z  est  regardé  comme  un  paramètre.  Les  deux  cycles  sont  des  com- 
binaisons de  lacets  tracés  dans  le  plan  des  x  et  enveloppant  les  trois 
points  singuliers 


x  =  ii  —  z\         x  =  zy,\  —  z\         x=i-s/i-z\ 
étant  une  racine  cui)i(jue  de  lunité.   Pour  -  =  i,    ces   trois  points 
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sinj^uliers  se  confondent,  avec  O,  les  lacets  se  réduisent  à  un  point  et  il 
en  est  de  même  des  cycles,  les  deux  cycles  sont  donc  évanouissants. 

De  plus,  pour  z  =  i,  la  courbe  se  décompose  en  trois  droites  A,, 
A.,,  1-,  ;  donc,  entre  les  deux  doigts  provenant  des  deux  cycles  évanouis- 
sants, nous  en  aurons  deux  autres  homologues  à  S(A|)  et  8(^2);  je 
ne  parle  pas  de  S  (A3)  qui  n'est  pas  dislincl  des  précédents  puisque 

S(A,)  +  S(A,)  +  S(A,)-S(o). 

Ainsi  ce  plan  tangent  quadni|)le  donne  naissance  à  (juatre  doigts 
distincts.  Le  nombre  N  n'est  donc  [)as  altéré. 

Supposons  enfin  que  la  surface  présente  un  point  conique  H  ;  dans  ce 
cas,  six  des  droites  A,  comptant  cbacune  pour  deux,  passent  en  H  ;  je  les 
appellerai  A,,  Ao,  ...,  A^;  il  y  a  quinze  autres  droites  qui  sont  dans 
les  quinze  plans  déterminés  par  les  six  premières.  Le  nombre  des 
cycles  K  se  réduit  alors  à  6;  on  peut  le  voir  de  trois  manières  : 

1"  Nos  sept  cycles  S(D),  S(A,),  S(o)  du  cas  général  se  réduisent 
ici  à  S(A,)  (/  =  1,  2,  ...,())  et  S(o),  parce  cjue,  si  l'on  prend  pour  la 
droite  1)  la  droite  A,,  les  droites  A,  ne  s(ml  autres  que  les  cinq  autres 
droites  A,;  or,  les  droites  A,-  forment  Tinterseclion  de  la  surface  avec 
le  cône  langent  au  point  II  qui  est  du  second  degré.  La  surface  de 
Riemann  correspondant  à  l'intersection  de  la  surface  avec  une  qua- 
drique  quelconque  est  homologue  à  28(0),  on  a  donc  l'homologie 

i:S(A,)~2S(o), 

de  sorte  qu'il  ne  reste  que  six  cycles  distincts. 

2°  Si  la  droite  D  est  quelconque,  deux  des  j)lans  tangents  menés 
par  D  se  confondent  avec  le  plan  1)H,  de  sorte  que  les  nombres  N,  p 
et  /n  deviennent  égaux  à  1  1 ,  r ,  '.')  et  que 

i\  +  2  —  '\j>  —  ni  =  G. 

3°  Si  la  droite  D  passe  par  H,  un  plan  (juelconciue  mené  par  D 
coupera  la  surface  suivant  une  conique,  et  cette  conique  se  déconq)0- 
sera  «u  deux  droites,  cjuand  ce  plan  passera  par  l'une  des  six  droites  A,  ; 
on  a  donc  N  =  G,  la  conique  étant  unicursale,  p  —-  o,  et  D  coupant  la 
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surface  eu  deux  points  distincts,  m  =  i;  on  a  donc 

N  -I-  2  —  '\p  —  m  =  6. 

Plus  ^généralement,  quand  une  surface  acquerra  un  point  conique, 
le  nombre  des  cycles  à  deux  dimensions  diminuera  d'une  unité.  Soit, 
en  effet.  Pie  point  conique,  et  supposons  d'abord  que  la  droite  D  ne 
passe  pas  par  ce  point,  le  plan  PD  devra  être  regardé  comme  un  plan 
tangent,  qui  comptera  pour  dcujc  plans  tangents  confondus,  mais 
pour  un  seulement  au  point  de  vue  de  l'évaluation  du  nombre  N.  Le 
nombre  N  se  changera  donc  en  N  —  i  et  les  autres  nombres  ne  chan- 
geront pas. 

Supposons  maintenant  qu'on  fasse  passeï'  la  droite  D  par  P;  les 
points  de  contact  de  la  surface  avec  les  plans  tangents  menés  par  D 
sont  les  intersections  de  cette  surface  avec  une  certaine  courbe  gauche, 
et  cette  courbe  coupe  la  surface  au  point  P,  non  plus  en  deux,  mais 
en  six  points  confondus;  de  plus,  ce  point  P  ne  comptera  plus  dans 
l'évaluation  du  nombre  N  puisqu'il  n'y  a  plus  de  plan  PD.  Donc  N  se 
changera,  non  plus  en  N  —  r,  mais  en  N  —  H. 

D'autre  part,  le  genre  p  d'une  section  faite  par  un  plan  quelconque 
mené  par  D  se  change  en  yo  —  i  puisque  toutes  ces  sections  admettent 
un  point  double.  Le  nombre  m  des  intersections  distinctes  de  D  avec 
la  surface  se  change  en  m  —  t  puisque  deux  de  ces  intersections  sont 
confondues  en  P. 

Le  nombre  N  +  2  —  'i/)  —  m  se  change  donc  en  N  -f-  1  —  4/3  —  />*• 

Nous  n'avons  pas  à  nous  inquiéter  des  plans  tangents  menés  par  D 
au  cône  tangent  à  la  surface  au  point  P.  Va\  elTel,  pour  les  sections 
faites  par  ces  plans,  le  point  double  devient  un  point  de  rebrousse- 
ment,  ce  i|ui  n'altère  pas  le  gcni'<'. 


Journ.  (le  Matli.  ((>■  série  ),lomc  11    —    Fasc    II,  ii)Op. 
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Sur  quelques  cas   d'i/rcf/uctibi/ifà  des  polynômes 
à  coefficients  rationnels  ; 

Pau  31.   G.  DOIAS. 


Les  polyg^ones  de  Newton  occupent  une  place  importante  flans  la 
théorie  des  fonctions  algébriques  d'une  variable.  Par  leur  intermé- 
diaire, les  résultats  prennent  une  forme  concise  et  élégautf  i|it'il  serait 
difficile  d'obtenir  autrement. 

Dans  le  présent  travail  (')  je  me  propose  de  montrer  comment 
l'introduction  de  ces  polygones  dans  l'étude  des  polynômes  à  coefli- 
eients  rationnels  met  en  évidence  plusieurs  faits  nouveaux  et  permet, 
sous  une  forme  tout  à  fait  générale  et  intuitive,  d'énoncer  certains 
théorèmes  qui  se  rattachent  au  critère  d'irréductibilité  découvert  par 
Kisenstein. 

Les  suites  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  d'un  nombre 
premier  p^  introduites  récemment  dans  la  Science  par  NL  Hensel, 
m'ont  rendu  la  tâche  facile.  C'est  dans  celles-ci,  en  effet,  que  semble 


(  '  )  Ce  Mémoiie  est,  à  peu  <le  cliose  près,  identique  à  celui  que  l'auleur  a 
préienlé,  en  décembre  1904,  à  ri'-C'de  Polylecliiiique  de  Zurich,  pour  l"ol)leiitioii 
du  giade  de  F'rivat-Doci'iii.  Seules  quelques  adjonctions,  celle  notamment  de 
tout  le  premier  paragraphe  et  de  plusieurs  numéros  du  deuxième,  ont  élé  faites 
pour  rappeler  ce  que  sont  les  notion-;  nouvelles,  conslitnant  la  base  même  de 
cette  éluile. 

Jùurii.  de  Malh.  (G*  si  rie),  tome  11.  —  l'asc.  III,   i!,o'">.  '■*^ 
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résider  la  raison  profonde  de  l'analogie  complète  enlre  la  théorie  des 
fonctions  algébriques  et  l'analyse  supérieure  des  nombres. 

D'une  manière  générale,  je  supposerai  connues  les  notions  déve- 
loppées par  ce  savant  dans  ses  Mémoires  du  Journal  de  Crcllc  ('  ).  Il 
peut  être  utile  également  de  comparer  la  première  partie  de  ce  travail 
avec  les  paragraphes  du  commencement  de  ma  thèse  (-)  dans  lesquels 
se  trouvent  exposés,  sous  forme  dillérentc,  plusieurs  résultats  corres- 
pondant à  ceux  qui  sont  ici. 

Les  deux  premiers  paragraphes  de  la  première  Par'ie  sont  consacrés 
au  rappel  des  notions  dues  à  M.  Hensel;  les  suivants  à  l'établissement 
de  propositions  relatives  à  des  polynômes  dont  lés  coefficients  sont  des 
suites  de  Hensel. 

La  seconde  Partie  renferme  des  applications  aux  polynômes  à  coef- 
ficients rationnels,  considérés  comme  cas  particuliers  des  précédents. 

Les  théorèmes  obtenus  aux  paragraphes  8,  9  et  10,  relatifs  à  l'irré- 
ductibilité et  à  l'existence  d'un  plus  grand  commun  diviseur,  peuvent 
pour  la  plupart,  ainsi  qu'on  s'en  rend  facilement  compte,  être  établis 
directement,  sans  introduction  des  suites  de  Hensel. 

Il  n'y  a  pour  cela  qu'à  donner  indépendamment  de  celles-ci  pour  un 
polynôme  à  coefficients  rationnels  (ou  plus  généralement  pour  un 
polynôme  dont  les  coefficients  appartiennent  à  un  domaine  donné  de 
rationalité)  la  définition  du  polygone  de  New'ton  relatif  à  un  nombre 
premier.  Le  théorème  du  paragraphe  3  sur  la  composition  des  poly- 
gones n'en  restera  pas  moins  vrai  et,  de  ce  fait,  toutes  les  considéra- 
lions  qui  en  découlent  directement. 

La  même  remarque  s'appliquerait  d'une  façon  pour  le  moins  très 
étendue  au  problème  résolu  pai'agraphe  11,  dans  le(piel  se  détermine 
la  puissance  exacte  d'un  nombre  premier  p  entrant  comme  diviseur 
dans  le  résultant  des  deux  polynômes. 

Le  théorème  du  paragraphe   12  a  des  i^ases  j)lus  profondes.   Son 


(')  Hensel,  Neue  Grtindlageii  der  Arithmelik  {Journal  de  C relie,  t.  127). 
—  L'eber  eine  netie  Begrundung  der  Théorie  der  algebraisclien  Zahlen 
{Journal  de  Crelle,  t.  128). 

(-)  Dumas,  Sur  les  fonctions  à  caractère  algchrique  dans  le  voisinage  d'un 
point  donni'.  Paris,   190^. 
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énoncé  suppose  les  siiilos  de  Hensel,  ma  dénionslration,  les  méthodes 
de  ce  géomètre.  Celles-ci  permettent  de  se  passer  d'idéaux  dont  la 
notion  intervient  souvent  avec  fruit  dans  mainte  question  d'irréduc- 
tihilité.  Le  théorème  du  dernier  paragraphe  de  ce  Mémoire  contient 
d'ailleurs  comme  cas  particulier  une  proposition,  due  à  Schœneniann, 
établie  récemment  par  M.  Michael  Bauer  (').  11  me  parait  utile  de 
renvoyer  à  son  tiaMiil  pour  la  comparaison  des  méthodes. 


PREMIERE  PARTIE. 


§  1. 

i.  Les  suites  ou  séries  introduites  par  M.  Hensel  dans  la  Science 
nialhématique  sont  de  la  forme 

a.^lj^  -h  Op.,  /Jf-*-'  -h ...  -H  cir^up'"'  +  •  •  •  • 

Elles  se  poursuivent  aussi  loin  que  l'on  veut;  p  représente  un 
nombre  premier  quelconque  et  les  coefficients  o,;,  a,_,,  «^+3,  ...  sont 
égaux  à  o.  1 ,  2,  . . . ,  ou  /j  —  1 .  le  premier  o^  étant  différent  de  zéro. 

Le  premier  exposant  s  qui,  par  hypothèse,  est  un  nombre  entier 
peut  être  positif,  nul  ou  négatif;  c'est  une  quantité  toujours  Unie,  de 
sorte  que  les  suites  ci-dessus  ne  pourront  jamais  contenir,  si  elles  en 
contiennent,  qu'un  nombre  fini  de  termes  dans  lesquels  l'exposant 
de  p  est  négatif. 

Une  suite  dans  hujuelle  p  est  négatif  est  dite  à  caractère  rationnel; 
si  p  est  nul  ou  positif,  elle  est  à  caractère  entier.  Ces  définitions  sous- 
entendent  les  mots  dans  le  domaine  du  nombre  premier  p.  Souvent, 


(')  .Michael    Bauer,    \  erallgeinciiteriing    cines    Salzes    von    Scfitciw/iiann 
(Journal  de  Crelle,  l.  128). 
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pour  abréger,  nous  emploierons  les  ternies  .suites  mtirn-.s  et  st/ifcs 
ntlioruii'lli's  en  p. 

2.  Deux  suites  rationnelles  en/?  sont  égales  lorsque,  clans  chacune 
d'elles,  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  p  sont  i(]eiili(pies.  Si 
l'on  a,  par  exemple, 

A  =:  a„  +  a,  />  -(-  a.,  p-  -+-... , 
B  =  I),,  +  />,  /)  -+-  [).,  /)^  -4- .  . . , 

Ton  dit  <jue  A  est  égal  à  13,  ce  qui  s'écrit 

A  =  B  {p) 

lorsque,  si  loin  que  se  poursuit  la  comparaison,  l'on  a  toujours 

a„  =  ^„, 


Le  (/?)  placé  à  droite  de  l'égalité  en  caractérise  la  nature,  on  ne 
l'écrit  d'ailleurs  que  dans  le  cas  d'ambiguïté  possible,  celui,  par 
exemple,  où  A  et  B,  au  lieu  de  représenter  les  développements  eux- 
mêmes,  seront  les  quantités  auxquelles  ceux-ci  correspondront. 
Comme  nous  le  verrons  du  reste,  une  égalité  entre  deux  suites  ration- 
nelles en  p  ne  symbolise  jamais  qu'un  nombre  aussi  grand  cjue  l'on 
veut  de  congruences  selon  des  puissances  de  p  à  prendre  comme 
modules. 

5.  Les  suites  dont  on  vient  de  parler  sont  réduites,  parce  que  leurs 
coefficients  a^,  a^^,,  «p-t-i,  ...  sont  supposés  égaux  à  l'un  ou  l'autre 
des  nombres  o,  i,  2,  ...,  ou  {p  —  \).  Le  calcul  conduit  constamment  à 
des  suites  qui  ne  satisfont  pas  à  cette  condition  et  il  faut  savoir  passer 
d'une  suite  quelconque  à  la  suite  réduite  à  bujuelle  elle  équivaut. 

Soit,  par  e\cnq)lo, 

A  =z  a„^  «I  /'  +  Oi]>'  -r-.  ■  ■+  a„p"  -h  . . . 
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une  suite  dont  les  coefficients  a,  sont  entiers  mais  quelconques.  Nous 
écrivons  (') 

A'  =  (a„-  i,p)-h{i,-ha,  —  t,p)p 

-h(i.,^a.,-  i^p)p--^...-h(c.„-ha„-  i„^,p)p"-h..., 

en  déterminant,  ce  qui  est  toujours  possible  d'une  seule  fa(;on,  les  i,, 
£j,  £,,  . ..,  de  manière  que  les  nouveaux  coefficients 

«0—^1 /'  =  «'», 
t,  -i-  a,  —  t-,p  =^  a\, 


£„+,/)  =  a„, 


soient  tous  égaux  à  o,  i,  2,  ...  ou  (p  —  i).  La  nouvelle  suite  ainsi 
obtenue 

A'=  a[,  -\-  a\p  -\-  a\,p'  -+-. .  .-h  a[^p"  ~- . .  . 

est  cquisali'ritc  à  la  proposée  A.  Elle  est  réduite  puisqmî  ses  coeffi- 
cients soiil  tous  positifs  ou  nuls  et  inférieurs  à  p. 

4.  Si  l'on  a 

A  —  a,,  +  a,p  -h  a.,p^  -{-. . ., 

B  =  />„  -f-  /^  yO  -7-  /;,  />'"  4- . . . , 

la  .son/me  A  -i-  B  et  la  dij/'crenc  A  —  13  de  ces  deux  suites  seront  par 
définition  les  suites  réduites,  égales  respectivement  aux  deux  sui- 
vantes 

(a„=t  b„)-h  (a,  ±  h,  ) p  ^  ( a^±  l>.,) p-  -^- .  . .  ; 

\o,  produit  Al>,  la  suite  r(''cluite  ('(juivalente  à 

«0 l'o  -+-  ( «0  f'i  -^  (i,f'n  }p  -^  ( Oi>  f^-2  -i-  r/ ,  /' ,  -t-  f/^, />„  ) /j'  -H . . .  ; 

{')  Hessel,  IVeue  Gi-undtagen,  elc,  p.  Sa. 
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le  quolienl  A  t  B  la  suite  réduile,  unique  et  bien  déteiininée  C,  véri- 
fiant l'égalité 

A  =  liC  (/>). 

Ces  définitions  s'étendent  immédiatement  au  cas  où  les  suites  au 
lieu  de  commencer  chacune  par  un  terme  indépendant  de  p  com- 
mencent par  des  termes  quelconques  de  la  forme  <7p/)P  et  b),p' ,  par 
exemple. 

On  pourra  de  même  être  amené  à  considérer  les  somme,  dillérence, 
produit  ou  quotient  de  suites  non  réduites.  Les  définitions  ci-dessus 
restent  intactes.  11  faut  remarquer  toutefois  que  nous  excluons  de  nos 
considérations  toute  division  par  des  suites  (non  réduites  nécessaire- 
ment) que  l'on  pourrait  faire  correspondre  à  la  (juantité  zéro. 

o.  C'est  d'une  manière  toute  naturelle  que  l'on  est  conduit  aux 
suites  rationnelles  en  p.  Si  l'on  écrit,  en  efl'et,  un  nombre  entier 
rationnel  positif  quelconque  A  dans  un  système  de  numération  à  basep, 
l'on  obtient,  par  exemple, 

(i)  A  =  a„  +  a,  p  -f-  a.,p'-  -h . . .  +  a^//, 

où  «„,  a,,  ...,  cik  sont  des  coefficients  égaux  à  o,  1,2,  ...,  oti/>  —  i. 
Sans  insister  sur  la  manière,  bien  connue,  d'obtenir  les  coeflicienls  a, 
nous  remarquerons  que  de  régalilè  ci-dessus  se  déduisent  les  con- 
gruences 

A^a„  (mod/)), 

A  ^  a„  -+-  a ,  /)  (  mod jo-  ), 


A  ss  a^  -H  a, /^  + . . .  H-  a^.  ,  //"'  (  mod />*), 

A  E^  a„  +  «  I  p  + . . .  H-  a,,  /)*  (  mod  /?*■"), 

dont  la  dernière  se  réduit  d'ailleurs  à  une  identité. 

Soient  maintenant  A  etB  deux  noiubres  entiers  (pn'lioiupies  positifs 
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OU  néi,'atifs  non  divisihl<^>  par  p.  On  voit  que  l'al^'orilhino 
A       =  A„/>-r- 13a„, 
A„     =A,p-hBn,, 
A,     ^A.p^Ba., 

(V  \ 

A,,_,  ^  \f_p  ^  Bf/A, 
Ak     =  Aa^i/j-t- Ba^^,, 


dans  lefjiicl  les  A,  comme  les  a,  sont  déterminés  dune  manière  unique, 
puisque  les  «,  sont  par  hypothèse  égaux  à  o,  i ,  2,  . . .  ou  /)  —  1 ,  permet 
d'écrire  la  suite,  en  général  illimitée,  de  congniences 

A^B«„  (modp), 

A^B(a^-T-  a,p)  (modp-j, 

A^B(a^-i- a,p  +  a.^p-)         (mod/>'^. 


Alin  de  résumer  ces  dernières  en  une  formule  uni(pii'.  1  on  introduit 
une  suite  de  Hensel  et  Ton  écrit 

^  =a„^a,p^a,p'-i-  ...  (p). 

Si,  dautn.'  part,   1  Ou  remarque  ([ue  la  première  des  égalités  (2) 
conduit  à  la  congruence 

—  A ^ÏU  p  —  a^  )         (  mi)d/>  ) 

dans  laquelle  p  —  a„  comme  a„  est  égal  à  \ .  ■>..  ...  on  ( p  —  i"),  Ton 
écrira  immédiatement 

I  —A        =  — (B-i-A„)/5     -i-B(/y  — a„), 

-(B-f-A„)     =_(B^A,)y3     -hB(y7-i-o.), 

-(B^A.)    =-(B^A..)/>     ^B(/j-i-a,), 

O)       ■   -, ' 

j  -  (  B  -+-  A^_,)  =  -  (  B  -h  A^)p     ^  Byp  -  I  -  «a), 
'  -  (  B  +  A;i^     =  -.  (B  ^  A,^,)p-^Bi  p-\-  a*.,), 
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et  partant,  la  suite  également  réduite 

—  ^  =  (/)  —  a„)-»-(/)  —  I  —  o,)/>  +  (p—  I  -  a,>p'-!-... 

-}-(/)-  I  -«;i.  );>*  +  .... 

Ceci  met  on  évidence  une  règle  fort  utile  pour  passer  du  dévelop- 
pement d'une  quantité  donnée  à  celui  de  la  même  quantité  affectée  du 
signe  contraire. 

6.  Les  suites  qui,  dans  le  domaine  d' un  nombre  premier  p, 
correspondent  à  un  nombre  rationnel  quelconque  sont  périodiques. 

Soit  T7  le  nombre  rationnel  considéré;  il  suffit,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, de  supposer  A  comme  B  tous  deux  positifs.  Nous  excluons  aussi 
le  cas  où,  W  se  réduisant  à  un  entier  positif,  la  périodicité  deviendrait 

évidente. 

Des  égalités  (2)  nous  déduirons  la  suivante  : 

(4)  A  =  B(ao+  «,^  -f-. . .+  a,p*)  4- A,/-', 

vraie  pour  tout  indice  A%  et   dans  lacpieile   Ton  a  nécessairement,   à 
partir  de  l'un  d'entre  eux, 

(5)  -B<A,<... 

A  étant  de  même  que  B  positif,  il  ne  pourrait,  en  elTet,  se  faire  (jne, 
constamment,  ion  ait  A^^  positif.  A^.,  en  outre,  ne  saurait  pour  aucun 

\ 

indice  A'  s'annuler,  puisque  ^  n'est  pas  entier  positif. 

Si.  d'autre  part,  l'on  avait  A^  inférieur  ou  égal  à  —  B,  pour  k  (juel- 
conque  l'on  déduirait  de  (  4) 

et,  a  fortiori, 

A^l^(  p  —  i)(\ -h  p -h..  .-\- p'')  —  lip'''^' ,  c'est-à-dire      A<—  B. 

ce  (pii  est  contradictoire. 
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Les  inégalités  (5)  subsistent  donc  à  partir  d'un  certain  indice  k. 
Comme  les  A^  sont  entiers  et  que  l'algorithme  (  2)  se  poursuit  indéfi'- 
niment,  il  en  résulte  aussitôt  la  périodicité  de  la  suite  qui  correspond 
,    A 

^   R- 

Le  (léveloppiMiK'Ml  (liin  iiomhre  ralinniirl  dans  le  doiiiaiiic  dun 
nombre  premier  p  est  toujours  unique  et  bien  déterminé;  dans  le  cas 
de  A  ou  de  B  divisible  par/),  Ton  pose  simplement 

A  _  A/    , 

ô7  représente  une  fracliou  dans  laquelle  ni  ,V'  ni  \V  ne  sont  divisibles 

A' 

par  p.  Le  développement  de  —^  dans  lequel  cluupie  terme  séparément 

.        \ 
se  trouve  multiplié  par /^*,  est  alors  celui  de  -^■ 

On  voit  également  si  A,  B,  C,  ...  sont  des  quantités  rationnelles, 
a,  fi,  Y,  ...  les  développements  qui  leur  correspondent  dans  le  domaine 
de  yo,  rpie  toujours  Ion  a 

A±B  =  a±^  {p), 

AB     =     7.3  (/,), 

A  a  . 

B    =   3  yp)^ 

où  a±3,  ajB,  g  sont  les  somme,  diiïérence,  produit  et  (pioiiciit  obti-nus 

d'après  les  règles  du  n"  i,  des  deux  suites  a  et  ^. 

D'une  manière  générale,"  en  désignant  par  ll(A,  B,  C,  . . .;  une  fonc- 
tion rationnelle  cpielconque  à  coeflicienls  entiers  de  .\,  B,  (".,...  et  par 
t'*,^'  t^'  Yj  •  •  ■  >  b'  suite  réduite  ipie  Ton  obtient  en  ellectuant  sur  a,  ^, 
Y,  ...  les  opérations  symbolisées  par  lî,  bon  aura 

B(A,  B,  (:,...)  =  R(a,f},  Y,...)  {p). 

La  division  par  zéro  est,  bien  entendu,  exclue  de  toutes  les  considé- 
rations ci-dessus. 

Jour,,,  ,1e    Math.   (6*  sciii:  ),  tome  II.  -    Fasu    111.  kjoC.  2" 
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7.    PcMir  rcpréseiiler  un  développemenl 

r/„-f-  a,  p  -h  fi.,p-  -f-  <7:, /)'  -H. 
M.  Honsel  se  sert  de  la  notation 


a„,  «,  r/^fl., 


(>etle  manière  décrire  nesl  pas  la  nit'nie  rpic  celle  (jue  l'on  emploie 
dans  un  système  de  numération  à  base  quelconque,  mais  elle  est 
avantao^euse,  car  les  calculs  efleclués  sur  des  suites  de  Hensel  se  font 
de  la  même  façon  que  dans  le  cas  de  fractions  décimales  illimitées  ('). 

Exemple  (Vaddition  : 

Dans  if  domaine  de  /)  =  ">.  on  a 

6990  =:  0,840  12 

566i  =  i,2io4i  (5) 


1  cî  65 1  =  I ,  o  I  I  04 


L'opération  se  fait  exactement  comme  dans  le  système  de  numéra- 
tion de  base  égale  à  5,  avec  cette  seule  dilférence  que  l'on  commence 
par  la  gauche  au  lieu  de  débuter  par  la  droite. 

i'ixeniple  de  soustraction  : 

3309  =^4.  ï3ooi 

113-  =  2,20^  10  (5) 


207a  =  2.421 3o 

Lors(pie  la  différence  des  deux  nondires  est  négative,  ro|)éralion  se 
fait  de  la  même  manièi'e,  mais  la  suite  i|ue  Tun  obtirni  se  poursuit 
aussi  loin  (jue  l'on  veut.  Exemple  : 

8209  ^  !\,  i3oor 

3607  ^=  2 ,20401  (5) 


428  =:  2,421 4444444- 


(')  De?  exemples,  analogues  à  ceux  qui  •-iii\fnl,  se  troiiveiU  aussi  dans  le  pre- 
mier paragraphe  du  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Ilensel.  i\eiie  Grundlagen,  etc. 
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L'opéralioii,  telle  (jiie  nous  la  représentons  ici,  é(|nivaul  à  soustraire 
(le  la  suite  non  réduite  qui  correspond  à  i^og 

3209  =  4,  iSûOlJ^^^/,!).  . .  (5) 

la  suilc  ipii  correspanil  à  '•)()')-. 

D'une  iiianiiTi' i;énérale.  y)  élaiil  un  iiouihre  piciiiiei'  et  p  un  expo- 
sant enlier  |iositir,  nul  ou  n(''i;atit'(pi('leim(pie,  loii  peut  toujours  écrire 

o  —  p.p^+{  />  —  1  ) Z'f"^ '  +  (/>  —  i')p^*''-h {  p). 

Pour  trouver  le  dé\elnpp<'uienl  triui  iionil)re  ni'i^atif  (pn/lcdinpie,  il 
est  avantageux  souvent  de  clierciier  la  suite  qui  correspond  à  la  iiiênie 
([uanlité  prise  positivement  et  de  la  soustraire  de  zéro.  Ceci  est  du 
reste  eonfonne  à  la  reinarcpie  du  n"  5. 

0=:  5,4^4444- . . 
428  =  3,023  (5) 


-428  =  2,421444. 
Ivx('m()le  de  miilliphcdlhjn  : 


418  = 

=    3; 

,4  .'.S 

519  = 

=  4: 

,3o4 

2 

,3l42 

433o2 

•>  ■■!  1 4  a 

(5) 


232  5 I 2  =:  2 ,  2002442 

l'>xi'iiiple  de  diiision  : 
l'renoiis  les  deux  nombres 

93316  =  1 ,32 1  44o ' 
s-,.  =  2,i3 
doni  le  (pinlicnt 

1 1 58  =  3 ,  20 1 1  ^  .j  ) 

est  «•iilier. 


(3) 
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L  opiTiilion  se  dispose  connue  suil  : 

I  ,32  1  'l^Ol     I  2,  i3 


4248401 
421 1 


32401  (5) 

3o32 


2i3o 

2l3 


ce  qui  s'explique  en  remarquant,  après  avoir  mis  le  quotient  sous  la 
forme  Cj,  f,c.c.,C4,  que,  d'une  manière  abréi;ée,  nous  n'avons  fait 
(ju'écrire  les  égalités 

1,321  4Ao  I  —  Co  .i>,i3  =  o,  '|2'i34o  I, 

0,4243401  —  o,c,  .2,i3  =  o,oo3a4o  I, 

o,oo324oi  —  0,0C2  .2,l3  ^  0,0()324o  I,  (5) 

o,oo32'joi  — o,oor.j  .2, 1  3  =  o,0()02i3o, 

0,0002l3o —  0,000C4.2,  l3  =  o 

qui,  additionnées  membre  à  membre,  donnent  bien 

1,321  440  I  —  r,|,  c.CoCiCi. 2,13  =  o  (5). 

On  voit,  par  suite,  que  les  quantités  c„,  c\.  '\,  <•,  et  f,  sont  les 
entiers  égaux  à  o,  i,  2,  3  ou  .'1  qui,  respecli\emi'Ml,  satisfont  aux 
congruences 

I  =^2Co 
4  ^2C, 

o^2C2         (modj). 

3e^  2C:, 
2^26-. 
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Les  règles  que  nous  venons  d'exposer  en  les  appliquant  à  des  suites 
limitées  restent  les  mômes  si  celles-ci  sont  illimitées. 

La  division  d'un  nombre  par  un  autre,  lorsque  le  quotient  n'est  pas 

entier,  se  fait  comme  ci-dessus.  C'est  d'ailleurs  de  cette  façon  iju'on 

arrivera  le  plus  rapidement  au  développement  d'un  nombre  mtionnel 

quelconque. 

La  division  di' 

7=2,1  (3) 

par 

3i  =  i,ii  (5) 


donne,  par  exemple,  immédiatement 
On  a,  en  effet, 


■^  =  2,43i  43i43i ....  (5) 


2,1  =  2, 1.54444444-  •  •        !  •'  I 


_! I    2,4J'. 

424444444- • • 


444 


34344444---  (^) 

333 


§2- 

1 .   Les  polvnomes  que  nous  rencontrerons  le  plus  souvent  dans  ce 
travail  seront  de  la  forme 

V(x)  =  A„x"  -h  A,.r"~'  H-. . .-(-  A,x"~'  -h.  ..-h  A„, 

dans  laquelle  les  coeflicienls 

^'  =  «py"-^"i>.+i/J^'"'-<----  (/=  O,  1,2,  ...,«) 
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sont  des  suites  ordonnées  suivjint  les  puissanees  eroissanles  de  p, 
rationnelles  ou  enliéres  dans  le  domaine  de  p. 

Aux  polynômes  ainsi  définis,  nous  réservons  le  nom  de  polynômes 
en  .r,  tandis  que  par  polynômes  e/ilie/s  nous  entendrons,  au  con- 
traire, des  polynômes  dont  les  coefficienls  sont  des  nombres  entiers 
on  rationnels. 

2.  Deux  polynômes  en  ./■,  l'(x)  et  <^(.''j  sont  dits  égaux,  ce  (jui 
s'(''cril 

P(x')  =  Q(x-)  (/.), 

lorsque,  si  loin  que  l'on  pousse  la  comparaison,  les  coeflicients  des 
mêmes  puissances  de  r  dans  V{x)  et  (^(x-)  sont  identiques.  L'égalité 
de  deux  polynômes  peut  s'exprimer  aussi  et  cela  revient  au  même,  par 
une  suite  illimitée  de  congruences  prises  suivant  des  puissances  entières 
<■!  successives  de  p  s'étendant  aussi  loin  que  Ton  veut. 

Les  opérations  d'addition,  de  soustraction,  de  multiplication  et  de 
division  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  en  x  se  font  d'après  les  règles 
onlinaires  du  calcul;  les  combinaisons  de  coefileicnis  ipii  eu  ri'sultent, 
d'après  les  principes  développés  (j^  1,  n"  4). 

L'égalité  dans  le  domaine  de  p  peut  avoir  lieu  également  lors(pie 
soit  l'un,  soit  les  deux  polynômes  V(.i:)  et  Q('' )  sont  des  polvnoiues 
entiers. 

5.  Un  poKnonie  en  x',  P(i'),  «'tant  donné,  il  peut  se  taire  qu'il 
existe  deux  polynômes  en  x  :  /{x),  i^{J-'),  de  degrés  respectivement 
inférieurs  à  celui  de  P(j?)  et  tels  que  l'on  ait 

P(x)=f(x)g(x)  (p). 

Lorsqu'une  j)areille  décomposition  peut  se  faire,  on  dit  que  Vy.v) 
est  réductible,  iriéduclible  dans  .le  cas  conti'aire.  (]elle  définition 
qui  s'étend  ualurellement  aux  polynômes  entiers  sous-entend  les  mots 
dans  le  domaine  du  nondjre  piemiei- p. 

Un  polynôme  entier  réductible  an  sens  usuel  l'est  aussi  ilaus  Ir  do- 
maini'  de  tout  nondire  ]H'emier. 
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4.  Grâco  à  une  remarquable  proposition  (')  duc  à  M.  Hensel  on 
peut  toujours,  à  la  suite  d'un  nombre  fini  d'essais,  reconnaître  si  un 
polynôme  eu  x  est  ou  non  irréductible  dans  le  domaine  dé  p.  Il  est 
utile  <|ue  nous  établissions  un  cas  particulier  de  celle-ci. 

Soit 

P(./;  )  =  x"  -+-  A I  x-"~  '  -h.  ..-h  A„, 

ttn  polynôme  en  x  dont  nous  supposons  le  cocjficu'nt  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  égal  à  l'unité  et  les  autres  coejficients  entiers 
dans  le  domaine  de  p;  s'il  existe  deux  polynômes  entiers  à  coej/i- 
cients  entiers  f(x)  et  g(-'C)  dont  le  résultant  n'est  pas  divisible  par 
p  et  tels  qui'  la  cDngruenee 

(i)  V(x)^f(x)  g{x)         (moi\p) 

soit  véiifwe,  V(x)  sei-a  nécessairement  réductible  dans  le  domaine 
de  p. 

[Vous  avons,  avanl  (Taliortler  la  démonstratinu  pro|iiemoiil  dite  de 
ce  tbéorèiiie,  à  rappr'lcr  cerlaius  faits  connus. 

Étant  doMiii's  deux  polynômes  entiers  de  degrés  égaux  respective- 
ment à  m  et  // 

f(x  )  =  a^x'"  -+-  a,x"'~'  -t-  . .  .  -f-  a„„ 

g{x)  =  b„x"  -\-  b,  x"  -'  -+■. .  .-h  b„, 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  rationnels  entiers,  on  peut 
toujours  trouver  deux  autres  polynômes  entiers  /,(x)  et  g,(x),  de 
même  nature  (jue  les  précédents,  de  degrés  par  rapport  à  x  inférieurs 
respectivement  à  ///  et  n  et  tels  que,  H(/',  o")  désignant  le  résultant 
de  /et  g,  on  ait 

Cette  égalili'   rsl   uik'  simpli'   (imsécjuinre  de    la   suivante   (écrite 
(')  Henskl,  iXeue  Grundtagen,  etc..  §  i,  p.  7^. 


20() 

pour 

w 

=  1 

n^i)  : 

a„ 

f'i 

a.. 

*  ('^ 

o 

o 

('« 

"  [ 

"i 

a. 

h. 

l>s 

h.. 

o 

o 

= 

o 

/'„ 

/', 

/'. 

o 

o 

C) 

A„ 

^', 

b. 

(a„x^  -+-  a ^x-  -\-  o.jX  -h  fl,) 

( h„ X-  -j-  b,x  -i-  l>.^) x'- 

(l>(,x^  +  /•'i-'^  -+-  b.,)x 

{hgX''  -h-  bfX  -h  b.2) 


dont  le  premier  membre  est  R(/,  ^)- 

De  (2)  on  déduit  immédialement,  dans  le  cas  où  R(/,  ir)  n'est  pas 
divisible  par  p,  l'existence  de  deux  polynômes  //  et  v  à  coefficients 
entiers  et  de  même  degré  respectivement  que  g,  et/,  et  tels  que  la 
conuruence 


/', 

b. 

0 

/'. 

/>, 

h 

0 

/'„ 

b 

(3) 


/« 


(uiodp) 


Foit  satisfaite. 

Plus  généralement  comme  la  non-divisibilité  de  \^(/,g)  par  p 
entraine  le  même  fait  pour  l'un  au  moins  des  deux  nombres  «„  et  b^, 
si  W  représente  un  polynôme  à  coefficients  entiers,  de  degré  au  plus 
égal  à  n  -\-  m  —  i,  il  existera  toujours  deux  autres  polynômes  U  et  V, 
à  coeflicients  égaux  à  o,  1,2,...  ou  {p  —  1),  de  degrés  respectivement 
inférieurs  à  «  et  m  et  tels  qu'on  ait 


W 


(mod/;' 


(4)  /U+é^V: 

De  (3)  on  déduit  en  efl'et 

/(«W)  +  -■(^^^•)=^v      (mod/?). 

on  encore,  en  désignant  par  \  \ni  jjolynome  (pif'lcon([ue, 

(,:.)         ,/X^/\\  -  oX)  +  o(^.W  +/X)~  w         (mod/)> 

Si  maintenant  nous  admellons,  |)Our  fixer  les  idées,  (|ue  b^,  nesl  pas 
divlsil}|i'  par /i,  nous  pouvons  choisir  \  de  manière  à  avoir 


u\\ 


-x  =  u 


(mod/j), 


(V 
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OÙ  U  est  run  (les  deux  polynômes  dont  nous  voulons  établir  1  exis- 
tence. Pour  V,  on  prendra  le  polynôme  délini  par 

iWh-/X=V  (mod/j), 

polynôme  cpii,  à  cause  de  (Ô)  et  de  l'iiypotlirse  relative  à  N\  ,  sera  de 
degri'  égal  ou  inférieur  à  (m  —  i  ). 

(x'ci  dit,  revenons  à  la  proposition  que  nous  cherchons  à  établir. 

Dire  que  P(vi)  est  réductible,  c'est  dire  qu'il  existe  deux  polynômes 
en  X,  ^)(jc  )  et  K(-i")  tels  que 

(6)  P(x)  =  Q(./.-)R(.r)  (p). 

Admettons  en  outre,  hypothèse  dont  on  établirait  facilement  la 
légitimité,  mais  (jui,  dans  le  cas  où  nous  nous  trouvons,  sera  satisfaite 
d"elle-mème,  que  Q(x)  et  R(x)  sont  de  même  forme  que  P(j?),  c'est- 
à-dire  à  coefficients  entiers  dans  le  domaine  de  p,  ceux  des  plus  liantes 
puissances  de  ./;  se  réduisant  dans  ces  deux  polynômes  à  l'unité. 

De  même  qu'on  peut  écrire 

P(x)  =  F(./-)  -T-  /)F,(x-)  -H/j^  Fiii-r;  +/)'  F.,(  ./•  )-)-... 

où  les  F,  F|.  F^,  Fj,  ...,  sont  des  polynômes  entiers  à  coefiicienls 
égaux  à  <),  I,  -2,  ...,  (p  —  1),  le  premier  de  degré  égal  à  n  [degré 
de  P(x')|,  les  autres  de  degrés  inférieurs,  de  même  on  aura 

\\(.c)  =  ;{„(j:)  -hpg, (■>:)  -+-  p-^.,(x)  -+-..-; 

les  y,  et  i,»",  étant  de  degrés  respectivement  inférieurs  à  ceux  île  /"„ 
et  ga,  mais  ayant,  comme  ces  deux  polynômes,  leurs  coefiicienls 
égaux  à  o,  1,-2,  . . .,  ou  (/?  —  i  ). 

Ileniarrpions  maintenant  que  la  relation  (G)  peut  èlre  considérée 
commis  i'(piivalcnte  à  la  suite  illimitée  de  congi'uences 

1  /aé'o=^l^'  ^mod/>), 

'  (  ./■«  +  Pf^  )  (S>'  +  Po<  )  =  I'  +  /'  F,  (  mo.l  /,=  ), 

I  C/n  -t-  /'./■.  -+-  P'A)  (è'o  -+-  /'A' .  -^  p\ii-^)  =  ^'  +  /'  •*^  +  /'' I''.  *  1"^'^'  p' K 

Jouin.  de  Math.  (C  scric;,  Lime  U.  -   l-asc.  lU.  i.j..ii.  ^8 
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Il  on  résulte  aussitôt  la  possibilité  de  délenuiner  les  polynômes/, 
et  gj  de  manière  que,  tout  en  étant  du  degré  voulu  et  en  ayant  leurs 
coefficients  égaux  à  o,  i ,  2,  . . .  ou  (/)  —  i),  les  congruences  (7)  soient 
aussi  satisfaites. 

Si  nous  prenons,  en  effet, 

la  première  congruence  (7)  sera  toujours  vérifiée. 

Pour  (pi'il  en  soit  de  même  de  la  seconde,  il  suffit,  chose  toujours 
possible  d'après  ce  que  nous  avons  rappelé  et  à  cause  de  l'hypothèse 
sur  le  résultant  faite  dans  l'énoncé,  qu'on  ait 

/,, i.^  -H  ,-„/,  =  A,  -t-  F,  (  mod />), 

où  //,  re[irésente  le  polynôme  entier,  de  degré  inférieur  à  //,  que  définit 
la  congruence 

^—fogo=plis  (mod//-). 

Pour  que  la  troisième  des  congrueiices  (7)  ait  lieu,  il  sui'til  après 
avoir  obtenu  le  polynôme  h.,  par  le  moyen  de  la  relation 

(F„  +  p¥,)  -  {fo  +  pfd{go  +  Pg^)  =  r''i         (mod/j'), 

(pi'on  ait 

/o,- 2  -t-  gvfi^^i  -^  l'i         ( mod p). 

De  même  que  y,  et  g,,  /.,  et  g.,,  les  autres  polynômes  /'.,  et  g^,  /, 
cl  gt,  etc.,  se  déterminent  aisément.  Le  calcul  se  poursuit  aussi  loin 
qu'on  veut. 

Le  passage  de  _/",  et  g^  aux  pois  uuuies  /",,_,  et  ^,^.,  est  d  ailleurs 
facile.  .Nous  pouvons  ici  nous  dispenser  de  nous  en  occuper,  d'autant 
])lus  qu'un  peu  plus  loin,  dans  un  cas  un  peu  dilTérent,  on  verra  com- 
ment il  se  présente. 

P(x')  est  donc  réductible,  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

o.  De  la  notion  d'irréductibilité,  on  passe  immédiatement  à  celle 
de  la  décomposition  d'un  polynôme  en  x  en  ses  facteurs  irréductibles. 
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On  rlt'inontre,  do  la  même  manière  qu'en  Alfi:èbre  élémentaire,  la  pro- 
position suivante. 

Tout  polynôme  iiiéchiclible,  divismir  d'un  piodiiil  de  [ilusii/urs  po- 
lynômes, divise  au  moins  l'un  d'eux. 

De  là  résulte  immédiatement,  pour  les  polynômes  en. r,  runiformité 
de  la  décomposition  en  facteurs  dans  le  domaine  d'un  nombre  pre- 
mier p. 

G.  Plus  loin  nous  aurons  l'occasion  de  rencontrer  des  polynômes 
dont  les  coefficients  seront  des  suites  de  même  nature  que  celles  consi- 
dérées jusipi'ici,  mais  (pii,  au  lieu  d'être  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  p^  le  seront  suivant  les  puissances  de  //,  où  .v 
représente  un  entier  positif  quelcon(|ue. 

Au  paragiaplie  12,  les  coefficients  des  puissances  de  p"  ne  seront 
pas  des  quantités  égales  à  o,  i ,  2,  .  . .  ou  (/?  —  i),  mais  des  (juantités 
algébriques  appartenan  l  à  un  corps  H(ç)  dont  le  discriminant  n'est  pas 
divisible  par/;.  R(H)  s'obtient  par  adjonction,  aux  nombres  rationnels, 
d'une  quantité  H  racine  d'une  é(piation  irréductible  à  coefficients  ra- 
tionnels f{x)  =  0. 

Montrons  dans  ce  cas,  (pii  ti'ailleurs  comprend  les  précédents,  com- 
ment se  fonderait  ralgoritbnie  d'h^uelide. 

Les  polynômes  (pie  nous  considérons  : 

V(x)  =  Ao^^"-)-  A,.c"-'  -+-...-<-  A,,, 
ont  donc  leurs  coefficients  de  la  forme 

t.  tLll 

A,=  <:/j,/j'  -i-o,_^,/;   '    -f-...  (/ =  I,  2,  ..., /<), 

dans  bupielle  «,.  ,  «p,^,,  .  ■  •  sont  des  ipianlités  de  r{(^). 

Kappelons  la  définition  d'ajués  hupielle  une  quantité  algébricpie 
quekon(iue  i  est  cnlU'Vt' par  rappurl  à  p^  lorsque  les  coefficients  de 
rê(|uiitioii  rationnelle  de  moindrr  degré,  vérifiée  j)ar  £,  sont  tous  entiers 

|iiii-   r;ij)|i(ii'l    a  /*  (  '  1,  l'Iiii   de    la   plus   liante   [luissanci'  di'  1  imoimue 

(')  Une  quantité  rationnelle  est  entière  par  rapport  A  p  lorsque,  mise  soiiS' 

forme  irré(|iirtil>le,  r>oii  (li'iiniiiln.Tleur  n'esl  pas  divisible  par/). 
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Il  élanl  jias  divisible  par  p.  Ilcmarquons  aussi  ([lie,  par  extension,  on 
(lit  fjue  par  rapport  à  /)  une  (piantilé  a  est  divisible  par  une  autre  ^, 

3  =  p'  par  exemple,  lorsque  le  ([uoti.'ut  ^  est  (piantiti''  entière  par  rap- 
port à/?,  et  qu'enfin  la  divisibilité,  ainsi  comprise,  de  a  —  3  par// 
est  exprimable  par  la  congruence 

/  - 

a^  J3  '  mod  p"  ) . 

Cela  étant,  soit  /•  le  deijré  de  /("./•  )  =  o;  dans  ce  cas,  toutes  les 
(pianlil('s  de  K(  ;~)  sont  de  la  foi  me 

«0+  «iH  +.. .+  Wr  .-''"', 

dans  laquelle  les  w„,  w,,  . . .,  ;/,._,  sont  des  (piantités  rationnelles. 

De  la  non-divisibilité  par  p  du  discriminant  de  R(^)  résulte  alors, 
comme  on  sait,  l'impossibilité  pour  une  (juantité  de  R(^)  d'être,  par 
rapport  à  p.  divisible  par  p  sans  qu'il  «mi  soii  de  même  des  coeffi- 
cients »„,  //,.  ...,  //,.^|  qui  lui  carrespnndi'Ut .  Ou  verrait  aussi  que  la 

même  coudili(Hi  doit  être  vérifiée  {)our(pie  la  iiiémi-  quantité  soil,  j)ar 

1 

rapport  à  p.  (livisil)le  algébriquement  par  /*'  ('  ). 

I 

I  III'  (piaiililé  du  corps  ne  peut  donc  être  divisible  jiar  p'  sans  Télre 
par  /)  lui-uiéuie.  Appelons  unités  ou  plus  petits  restes,  selon  le  mo- 
dule p,  1rs  />'  quantités  de  R(i)  pour  lesquelles  les  ii,-  sont  iudépen- 
damiiicul  li's  uns  des  autres  égaux  à  o,  i  ,■>.,.. .  ou  p  —  i .  L'une  de  ces 
(juantités,  celle  pour  laquelle  tous  les  «,  sont  nuls,  n'est,  à  vrai  dire, 
pas  une  unité,  mais  cela  n'a  aucune  importance  ici. 

Soil  iiiaiiili'uaiit 

1  2 

A  =  £„-!- £,//-!-  I.P'-^-  ■  ■ 
une  suite  dans  laquelle  tous  les  coefficients  î,  sont  des  unités  de  K(  E); 

(')  Ceci   sélablit  iiiiniéilialeuieiU  si,  désignaril    par  x   une  (|uaiilité  de  H(') 

divisible  par/»'  el  par  8(2)  la  somme  de  ses  conjuguées,  on  remarque  que  S{a) 
est  divisible  par  p,  comme  conséquence  du  fait  que,  quel  que  soil  l'enlier  posi- 
tif A,  on  a  toujours  [Six)]''  ^S(ï''  )  (niod/?). 
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nous  disons  qu'il  y  aura  toujours  une  autre  suite,  analogue  à  A,  unique, 
bien  déterminée, 

\i=-ri„-hr„p-hr,,p'^.... 


Iflli-  (|u'au  sens  que  nous  avons  toujours  donné  à  de  pareilles  égalités, 
on  ait 

AB  =  i  (//). 

Si  nous  supposons  £„  différent  de  zéro,  la  chose  est  immédiate,  car 
on  peut  toujours  déterminer  successivement  les  unités  r^,,,  r,,,  ^,2, 
•r,3,  . . .,  de  manière  à  avoir 

''o'io  ='  \modp'), 

ii„^z,p')ir,„^r„p')  =1  'mod/)"j, 

(  £„  -i-  £ ,  p-  -+-  z.p'  j'y),,-*-  •/] ,  //'  -+-  r,.  p'  j  =  I  '  inod  p'  ) , 


ou  mieux  de  manière  que  les  congruences  suivant  p'  pris  comme 
module,  qui  se  déduisoiU  successivement  de  celles-ci,  soient  toujours 
vériliées.  Si  Ion  avait,  au  contraire, 

£  £+_l 

A  =  £„//-*-£,/)   '     -^.... 

avec,  £„  et  p  tous  deux  dilTérents  de  zéro,  z  quelconque  entier  positif  ou 
négatif,  on  aurait 

B  =  r^„p  ■'  -^r^,p     -     -t-..., 

les  uiiilés  r,„,  r,,,  ...  étant  déttMininéf's  comme  ci-dessus. 

Si  Ton  avait  deux  suites  A„  el  B„  on  pourrait  trouver  une  troisième 
suite  Co  tell<.'  (pie 

B„C.,=  A„  ip''). 
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11  suffirait  pour  cela  de  prendre  la  suite  B|,  déliiiii'  par  réi^alité 

puis,  de  la  multiplier  [lai-  A„.  Dans  A„B^,  les  coefficients  ne  sont  en 
général  pas  des  unités.  On  transforme  alors,  par  un  j)rocédé  analogue 
à  celui  du  paragraphe  1,  n"  5,  AoB,',  en  une  suite  satisfaisant  à  cette 
condition.  On  aboutit  ainsi  à  C„.  €„  sera  la  suite  réduite  equnaU'ntc 
à  AoB'„;  Co  s'obtient  facilement  grâce  à  ce  que  l'on  sait  de  la  divisibi- 
lité des  nombres  de  R(;)  par^\ 

(-eci  dit,  soit  A„  le  coefficient  de  ./."  dans  le  pul\u(une  P(x)  écrit 
plus  banl,  B„  le  coeflicient  de  ./•'"  dans  le  polynôme  de  même  nature 

Q(x)  =  BoX''"+  B, ,/■'"-'  +. .  .-^  B„,: 

soit  en  outre  ii^m. 

Si  nous  formons  la  différence 

P(x-)-C„.x-"-"'Q(.z;), 

nous  obtenons  un  nouveau  polynôme  en  ./-de  degré  inférieur  ou  égal 
à  //  —  ] . 

Ceci  donne  le  moyeu  d'ol)tenir  le  quotient  et  le  reste,  de  degré 
inférieurà  celui  de  P(^),  de  la  division  de  P(.x')  par  (^(x-),  et  cela  quel 
que  soit  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  Q^i^x).  Il 
est  dès  lors  possible  de  fonder  Talgorithme  dEuclidc  pour  des  poly- 
nômes de  la  nature  de  ceuv  que  nous  venons  de  considérer.  Les  con- 
séquences qu'on  en  déduit  sont  pour  ces  polynômes  identi(pies  à  celles 
que  nous  avons  énoncées  au  numéro  précédent  |)our  des  polynômes 
dont  les  coeffifieuts  sont  des  suites  rationnelles  eu  /(. 


S  3. 

I.    Poui'  (''ludicr  certaines  pro|)riélés  des  [)olynomes  eu  x,  tpie  sou- 
vent nous  mel trous  sous  la  foiine 


P(-^')  =  21^»P/'°'^'*' 
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il  est  avantageux  d'introduire,  en  correspondance  avec  chacun  d'eux, 
une  représentation  géométrique  qui  n'est  autre  que  celle  de  Newton 
pour  les  polynômes  dépendiint  de  deux  variables  x  et  y. 

A  chaque  terme 

Aa?p".rP 

de  P(x-)  et  après  avoir  choisi  dans  un  plan  quelconque  deux  axes  rec- 
tangulaires, nous  faisons  correspondre  un  point  M  dit  point  représen- 
lalif  du  terme  considéré.  L'abscisse  et  l'ordonnée  du  point  M  seront 
respectivement  égales  à  j3  et  a. 

Tous  les  points  correspondant  à  un  polynôme  P(^')  sont  situés  sur 
le  contour  ou  au-dessus  d'une  certaine  ligne  brisée  que  nous  appelle- 
rons polygone  ou  quelquefois  contour  relatif  à  P(a-).  Ce  polygone 
s'obtient  d'après  un  procédé  connu  sur  lequel  il  n'est  pas  nécessaire  de 
revenir  ici  (').  La  figure  formée  par  le  polygone  ainsi  défini  et  par  les 


points  situés  au-dessus  de  son  contour  sera  le  diagranimc  du  polynôme 


coiisKlere. 


(')  CJ.  y-ài-  c\.  Hknsel  el  Landsheug,  Théorie  der  algebraisclien  Funlaionen 
eiiier  Variabeln  undihie  Àmvciiddng  anf  algebraisclie  Kii/\c/t  und  Abclschi' 
Intégrale,  p.  43  6l  suivantes. 
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Au  polvnoiiie  P(j^)  correspondra,  par  exemple,  le  iliaijrainiiie 
donné  dans  la  figure  i . 

Les  points  représentatifs  d'un  quelconque  de  ses  termes  seront 
situés  soit  sur  le  contour 

YA„A,...  A.A.a, 

soit  à  son  intérieur.  La  ligne  brisée  A„  A,  Ao ..  .A5  peut  se  réduire  à 
une  droite;  dans  ce  cas  nous  disons  que  le  contour  est  recliligne; 
b/'isc  dans  le  cas  contraire. 

2.  En  fixant  sur  le  polygone  un  sens  de  circulation  po>itil'  lorscpTon 
va  du  j)oinl  A,,  au  point  A.  nous  serons  à  même  de  donner  une  défini- 
tion précise  de  V inclinaison  d'un  quelconque  des  côtés.  Ce  sera  la 
tangente  trigonométrique  de  l'angle  formé  par  la  direction  positive 
du  côté  avec  la  direction  négative  de  Taxe  des  abscisses. 

Dans  la  figure  i,  par  exemple,  les  côtés  A,  A^  et  A3  A,  sont  d'incli- 
naisons respectivement  égales  à 

Dans  la  suite,  nous  poserons  toujours,  /  désignaiil  uu  indice  rpiel- 
conque, 

—  sera  l'exijression  mise  sous  forme  l'éduile  du  ra|)|)orl  -^'-  Dans  le  cas 

■S/  '/ 

de  ki  =  o,  on  aura 

/.  =  A,,  s,  =  1 . 

5.  Nous  considérons  maintenant  les  diagrammes  (jui  correspondent 
à  deux  polynômes  donnés  P(x)  et  Q(x')  et  nous  nous  demandons 
quel  sera  le  polygone  relatif  à  leur  produit  l-'(.r)  Q(j;  ). 

Soient  A />*x'P,  \' p'^' x'^'  cU^vw  termes  quelconques  appai'lenant  lun 
à  y*{x),  l'autre  à  Q(a;),  leur  produit  est  égal  à  XA.' p'^*'^' x^^^\  de  sorte 
qu'en  groupant  entre  eux  tous  les  produits  analogues  pour  lesquels  la 
somme  des  exposants  de  p  est  égale  à  a  +  a',  celle  des  exposants  de  x 
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égale  à  [3  -H  ji',  oii  pouiia  iiicllre  P(.c)  Q(-'')  sous  la  forme 

Le  coefficient  L  peut  être  divisible  par/j;  il  ne  le  sera  pas  s'il  se 
réduit  au  seul  produit  AA',  puisque  ni  A,  ni  A'  ne  sont  divisibles 
par  p. 

C.eci  dit,  supposons  (/ig-  2)  les  diagrammes  relatifs  à  P  et  Q  et  au 


produit  PQ,  rapportés  au  niêrne  système  d'axes  de  coordonnées  [i,  a. 
Dans  la  figure,  seul  le  polygone  relatif  à  PQ  se  trouve  ainsi  représenté. 

Soit  Q  son  point  initial,  c'est-à-dire  le  point  de  coordonnées // -f- «', 
p  -)_  p'^  si  n  et  n'  sont  les  degrés  respectifs  de  P  et  Q,  p  et  2'  les  expo- 
sants des  plus  petites  puissances  de  p.  facteurs  de  x"  et  x"'  dans 
PelQ. 

Déplaçons  ensuite  les  diagrammes  relatifs  à  P  et  à  Q  parallèlement 
à  eux-mêmes,  de  façon  cjue  les  points  initiaux  de  chacun  des  poly- 
gones viennent  se  confondre  en  Q.  Les  axes  restant  parallèles,  mais 
leur  origine  étant  en  Q,,  les  coordonnées  du  point  M  transporté,  repré- 
sentatif de  A/J^x-P,  deviendront  respectivement  ^  —  /*  et  a  —  p  et  celles 
de  M'  transporté,  représentatif  de  A' p"^' x^' ,  égales  à  [ï'  —  n  et  a'  —  p'. 
Enlin  le  point  qui,  dans  le  diagramme  relatif  au  produit  PQ,  avait 
primitivement  ^  4-  [i'  et  a  -t-  -/.'  comme  coordonnées,  restera  immo- 
bile et  admettra  nuiintenant  p -4- [i' —  (n -t- n')  comme  abscisse, 
a  -+-  a'  —  (p  -f-  p)  comme  ordonnée.  On  en  déduit  que  ce  point  n'est 

Jouin.  de    Math,   ((i-  série),  lume  II.  —  Fasc.  III.  lyoG.  2() 
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pas  antre  chose  que  rextrémit*'-  de  la  résultante  des  vecteurs  ii\!  el 
iiM'  issus  de  Q. 

?S'os  trois  diagrammes  étant  donc  superposés  coninic  il  vii'ut  d'élre 
dit,  tout  point  représentatif  de  PQ  se  trouve  situé  sur  une  parallèle 
à  l'axe  des  ordonnées,  en  coïncidence  ou  au-dessus  de  l'extrémité  de  la 
résultante  de  deux  vecteurs  issus  de  Q  et  se  terminant  respectivement 
en  deux  points  représentatifs  l'un  d'un  terme  de  P.  l'autre  d'un  terme 
de  Q. 

Soient  inaintenant  deux  systèmes  de  vecteurs  [non  représentés  dans 
la  figure)  :  le  premier  composé  de  iîA,,  QA^,  Cl\,,  ...;  le  second 
de  ÙA\,  ÛA',,  OA'j,  ...,  et  tels  que  les  deux  contours  QAiAoA,, 
iîA'i  A.',  A,',. . .  soient  concaves  du  côté  des  ordonnées  positives.  Trois 
vecteurs  dans  chaque  système  sont  suflisanls  pour  fixer  les  idées. 

Supposons  ensuite  les  vecteurs  HA,,  A.A^,  AoA,  :  iîA, ,  A,  A.',, 
A1A!|  limitant  les  deux  contours  ci-dessus,  transportés  paralléliMuent 
à  eux-mêmes  en  ù,  puis  composés  ensemble  par  ordre  des  inclinaisons 
croissantes.  On  obtient  ainsi  la  ligne  brisée  QXYZRST  qui  jouit  des 
projiriétés  suivantes  : 

i"  Tous  ses  sommets  à  l'exception  du  premier  X  s'obtirnnent  et  cela 
d'uni'  seule  i'açoii,  par  addition  géomélritpie  de  deux  vecteurs  appar- 
leuanl  l'un  au  système  £2(A,AoA.,),  Paulre  au  système  ii(A',  A!,  A',). 
Le  jiiciiiici'  sommet  X  s'obtient  lui  aussi  d'une  manière  unique;  il 
n'est  autre  chose  que  l'extrémité  du  vecteur  de  moindre  inclinaison 
parmi  tous  les  vecteurs  des  deux  systèmes  que  nous  considérons. 

2"  M  cl  M' étant  deux  points  situés  respectivement  à  l'intérieur  ou  sur 
les  côtés  des  deux  figures  trapézoïdales  tQA,  A^  A.,y  et  (tQA',  A[,  A^y', 
rexlrc'Miilé  de  la  résultante  des  deux  vecteurs  QM  et  QM'  tombera 
toujours  à  l'intérieur  ou  sur  les  côtés  de  la  troisième  ligure  trapézoïdale 
cr£2X\ZKSTa.  Cette  extrémité  ne  pourra,  en  outre,  coïncider  avec 
l'un  ou  l'autre  des  sommets  O,  X,  Y,  ...  ou  T  que  si  M  se  confond 
avec  l'un  des  points  O,  A,,  A^  ou  A3,  et  M'  avec  l'un  des  points  Q, 
A',,  A',  ou  A!,. 

On  voit  dès  lors,  à  cause  de  tout  ce  (jui  précède,  que,  si  i2A,  A^A, 
et  ÙA\  A'.,  A'.j  sont  les  polyg;ones  respectifs  de  P  (x)  et  Q(x-),  QXYZRST 
sera  le  polygone  de  leur  produit.  Nous  avons  donc  la  proposition  : 

Le  polygone  relatif  au  produit  de  deux  polynômes  P  (•-«-■)  et  Q  (,-«-■) 
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s'obliriit  en  Iransportanl  pai-allèlcnient  à  eux-mémt's,  en  un  point 
quelconque,  les  côtés  des  polygones  de  P(x-)  et  Q(x)  construits 
respectivement  sur  un  même  système  d'axes  rectangulaires  et  en 
les  cojnposiint  ensuite  gè<jnti'lriquenient  par  ordre  des  inclinaisons 
croissantes. 

Cette  proposition  s'étend  ininiédiatenient  à  un  nombre  quelconque 
de  facteurs.  On  peut  Fénoncer  plus  hrièvement  en  disant  : 

Les  polygones  relatifs  à  un  produit  s'obtiennent  par  composition 
géométrique,  dans  l'ordre  des  inclinaisons  cioissantes,  des  côtés 
des  polygones  qui  correspondent  au.r  facteurs. 

4.  Les  seuls  diviseurs  à  polygone  rectiligne  Ali  que  peut  admettre 
un  polynôme  P(jt;)sont  ceux  pour  lesquels  AB  est  de  même  inclinaison 
que  l'un  ou  l'autre  des  côtés  du  polygone  relatif  à  P(x")-  ^^'<-'st  là  une 
conséquence  immédiate  du  tliéorème'  (|ui  pi'écède. 


H- 

I.  S(_)il  l'('')  un  polynôme  en  ./;,  (Failleurs  quclcon(jue,  dont  nous 
supposons  le  polygone  brisé  et  que  nous  écrivons  : 

V{x)  =yD?A„.r"+  A, Jc"-'  +. .  .+  A„. 

Les  A,,  A,,  . . .,  A„  sont  des  suites  quelconques,  A,',  une  suite  quel- 
concjue  également  mais  dont  le  premier  terme  est  indépendant  dep  et 
ne  se  réduit  pas  à  zéro. 

Nous  introduisons  un  nouveau  polynôme  Q("f),  défini  par  Tégalilé 

i'(-^-:>  =  A„Q(x-)  ip), 

et  remarquons  que  Q(a-)  et  I'(x-)  ont  même  polygone. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  ce  polygone  donné  pai'  la  ligure  i 
du  paragraphe  5.  On  a,  dans  ce  cas, 

n  =  l^-h  l.  -+-  /.,  4-  /j  -i-  /, , 
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et  si  nous  nous  rapportons  à  ce  (pii  a  été  dit  (§  5,  n"  2),  touchant  la 
signification  des  lettres  /r,,  /,,  A,,  /•„  *,,  nous  voyons  que,  dans  Q(-i'), 
l'ensemble  des  ternies,  dont  les  points  représentatifs  sont  situés  sur 
les  côtés  du  polvgonc,  peut  être  re])résenté  respectivement  par  les 
expressions  qui  suivent  : 
Pour  A„A,  par 

a;',+^-^',H  [rt,  .t'.//.  -}-. . .  -h  b,x^-J^''p''-J  ''-*  ...  -h  r, ]//.-*., 

pour  A, Ao  par 

x'^--^''-^'- \a,x'-p'''-^...-hO, j^^'-'^'^ p'^-J''  + . . .  +  r , J /)*. , 

poui'  Ao  A3  par 

pour  A3  A  1  par 

x'-  \  a .,  x''  -h...-^  h,x  '~J  '■''  pJ''  + . . .  H-  c ,  //  ^  J  />  '*  ' , 

pour  A  ,,  A.,  ]tar 

[  a,  x'^  +  ...^h„  :x^s~J)^^  pJ'-.  ^ . . .  ^  C5  />^  ]  /. . 

Dans  ces  exjiressions,  les  coefficients  extrêmes  a  et  c  sont  comme 
les  b  égaux  à  o,  i,  2, ,. . .  ou  />  —  i ,  mais  pour  eux  la  valeur  zéio  est 
toutefois  exclue. 

On  a,  en  outre, 

a,  =  I  ; 

Les  deux  exposants  A.,  et  /»",  sont  égaux,  nous  écrirons 
—  A-.,  =  —  k]  =  -h  k". 

Soit  maintenant  a,  le  coefficient  du  premier  terme  dans  le  polynôme 
entre  crochets  relatif  au  /''■'"' côté,  a.,  par  exemple  pour  A2A3.  Nous 
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prenons  le  nouihn'  a.^  di'lini  par  la  congruence 
«aa^^i  (modyo), 

et  formons  lexpresssion 

f, ( x)  =  x'' p'''-h...-h  />; ,r<'---''^» />'.-•''■.  -t- . . . -h  c, , 

dans  laquelle  les  coeflicients  . . .,  è!,,  .  • .,  c!,  sont  les  plus  petits  restes 
positifs  selon  le  module  p  des  produits  . . .,  a'^b^,  ....  a'^c^. 

A  chaque  facteur  entre  crochets,  à  chaque  côté  par  conséquent  du 
polygone  relatif  à  Q(x),  correspond  ainsi  un  polynôme  que  nous  dési- 
gnerons par  /",(ic)  et  qui,  dans  la  suite,  sera  toujours  représenté  par 
cette  notation-là. 

(Jeci  dit,  considérons  l'expression 

\[,p'"n/,(x),  . 

dans  laquelle  le  produit  s'élend  à  tous  les  facteurs /"((x)  et  où  k"  est 
lordonnée  du  point  h?  plus  bas  dans  le  contour  relatif  à  P(x).  Con- 
struisons le  polygone  qui  lui  correspond.  On  voit,  par  application  du 
théorème  du  paragraphe  5  (n"o),  que  ce  polynôme  est  identique  à 
celui  de  P(.t),  car  le  polygone  relatif  à  chaque  facteur  _/,(x')  est  une 
droite  de  même  longueur  cl  de  même  inclinaison  que  le  côté  A,_,A,- 
auquel  il  se  rattache.  Si,  ensuite,  nous  comparons,  dans  P  (x)  et  dans 
A„y/"liy,(xj,  ceu\  des  termes  dont  les  points  représentatifs  sont 
situés  sur  le  polygone,  nous  voyons  qu'ils  sont  identiques  (  '  ). 
Nous  pouvons  donc  mettre  ï'(x)  sous  la  forme 

(i)  l\x)  =  A„./"n/,^  X-)  -H  SA«p/.«û;P, 

dans  laqui'lle  le  sigiii'  1  s'étend  à  des  teiines  dont  les  points  représen- 


(')  Les  coefficients  des  diflTérentes  puissances  de  j  dans.  AJ,/?*' ny,  (.;■)  ne  sont 
à  vrai  dire  pas  Ions  égaux  à  o.  i,  2,  ...  ou  /j  —  i;  il  faut,  en  conséquence,  pour 
la  construction  du  diagramme  relatif  à  celle  expression,  commencer  par  déve- 
lopper chacun  des  coefficient-,  dailliMirs  positifs,  qu'elle  renferme  suivant  les 
puissances  croissantes  de  p. 
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tatifs  sont  sitii(''s  au-dessus  du  polygone  de  P(^)  et  (jui,  tous,  stjiil  par 
rapport  à  ./;  de  dei^rc-  inférieur  à  //.  le  dei^ré  de  V{x'). 

2.  Reprenons  le  même  ])olynome  P(.r),  mais  admettons  que  son 
contour  soit  rectiligne.  Dans  ce  cas,  par  application  de  la  formule 
précédente,  nous  pourrons  écrire 

(2)  \\x)  =  a;  //"/(^O  -t-  2:a,3p«x-p 

où  /(•»)  représente  un  polynôme  de  Fun  ou  Tautre  des  deux  types 

x'i/  + . . .  -h  hx^-->^'p'>-->"'  -H . . .  -H  c  . 
ou 

x' -h  . .  .-¥-  hx'J  ' f^^ -h  .  .  .-h  c//, 

dans    lesquels  les   coefficients    h,    c   ont    la    même   signilicalion    que 
plus  haut. 

Bornons-nous  à  considérer  Tune  de  ces  deux  expressions  et  suppo- 
sons f(x)  égal  à  la  seconde  d'entre  elles, 

f(x)  =  .f'  -H . . .  -h  />.r  "'-  ■'■'p^''  -(-...  -H  c//-. 

Dans  ce  polynôme,  faisons  la  sulislilulion 

puis  divisons  le  résultai  par//. 

On  ohlienl  alors,  puis(pie  /  =  7v.9,  A- =  A/-,  un  uouvimu  polynôme 
(pic  nous  pouvons  écrire 

^'■(/)  =  /■'  -f-  . . .  -i-  /;<!'->'  -)-...  -f-  c. 

Nous  admettrons  que  g(f),  décomposé  en  ses  facliMirs  ii  iM-diictiMes 
selon  le  module  p,  vérilie  la  congruence 

o-(O^IIl,:^,(Ol"'  (niod/,), 

dans  laquelle 

<r.Ç/)   =   /".  -I-  .  .  .  -h   />,.  /".-■'  -I-  ...-)-   C,-. 
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Nous  pouvons  écriic  aussi 

où  f(/)  représenlc  un  CLM'taiii  polynôme  de  degré  inférieur  à  X. 
Ceci  nous  conduit  à  Tégalité 


f(.r)  =  p^u\g,(Ç]Y--^f/ 


^(f 


fiui,  a  cause  de 


et  après  avoir  pose 


peut  s  écrire  encore 


Y,//,"i;=  X 


p"-'g,(f}  =  G,(x), 


f(x)  =  n[G,[x)\"'.  +  p' 

Mais  un  Iimmui;  ipiclconfjue  de 


'  \P'' 


sera  de  la  l'oi-nie 


/'"'-HïT^ 


où  //  •<  A  et  où  A  est  un  entier  qui  j)eut  èlre  divisible  par  p.  Si  nous 
nous  reportons  (/ig.  3)  au  diagramme  correspondant  à  /{x),  nous 


voyons  ipie   U'  p(jinl  re|in''seulalil  du  ternie  ci-dessus  admet  comme 
abscisse  la  longueui' .v//,  comme  oi-donnée  une  quantité  égale  ou  supc- 


2'i2  G-     DUMAS. 

ricuiT  à  A -f-  I  —  rh.  Ojinnio  on  a 

/. -hi  —  /•/;  _  ( ).  —  /Q /■  +  I  _  r  I  ^  ^' 

{l  —  h)s    ~       {l  —  h)s      ~s         (l  —  h's^s' 

le  point  considéré  se  trouve  au-dessus  do  AU. 

Les  polynômes  G,(a;)  ont,  d'aulrc  i>art,  tons  leurs  coefllcienls 
entiers;  leurs  contours  rclalivenicnt  à  p  sont  rectilignes  et  de  niènie 
inclinaison  que  AB. 

Dès  lors  nous  pouvons  écrire,  tenant  cunipli-  de  (  ?.), 

(3)  v(x)  =  a;//"  ni  G,(x-)l"'.  +  sA.p/-^r?. 

La  somme  1  ilynrant  ici  dans  le  second  menihrc  ne  |iorte  |)as  sur  les 
mêmes  termes  exactement  cjue  le  même  sii^ne  dans  (2  ).  Tout  point 
représentatif  d'un  ternie  quelconque  A^^p'^x^  est  cependant  situé  au- 
dessus  de  la  droite  qui  ici  correspond  à  P(x')  et  Texposant  |5  est  tou- 
jours au  plus  égal  à  (n  --  i). 

Les  lettres  A'g  et  A  '  ont  même  signification  que  pour  le  polynôme 
P(,z-)  du  n°  1.  Si  nous  avions  supposé /(a;)  égal  au  premier  des  deux 
types  signalés  de  polynômes,  nous  serions  arrivé,  |>ar  un  raisonne- 
ment tout  à  fait  analogue  au  uumuc  résultat. 

5.  Par  combinaison,  enfin,  des  fornmles  (1)  et  ('î)  et  çn  représen- 
tant les  polynômes  G,(.r)  par  la  notation  /ij(-v)  dont  le  but  est  de 
rappeler  que  /,y(.r)  se  déduit  de/,(j;j(le  la  même  façon  i|ue  G,(j:) 
de_/(.r),  nous  avons  la  formule  plus  géiu''ral<' 

(4)  P(..;  =  a;,  /"  ni  AA'Ol'"'  +  ^A,p/>«xP, 

dans  laquelle  P(./;)  est  un  polynôme  de  la  forme  considérée  au  début 
de  ce  paragraplie.  Sous  le  signe  S  ne  figurent  (pie  di's  termes  dont  le 
degré  par  rapport  à  ./•  est  au  plus  égal  à  n  —  i  cl  dnni  lis  points  repré- 
sentatifs dans  le  diagramme  de  V(x)  se  trouvent  tous  au-dessus  du 
polygone.  ' 

Dernière  reiuarque.  —  Les  facteurs  des  produits  dans  les  seconds 
membres  de  (i),  (3)  et  (4)  sont  déterminés  (Tune  manière  unique. 
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Cela  comme  conséquence  des  propositions  qui  seront  établies  (  §  a 
et  7). 

§  5. 

1 .  Tout  polynôme  en  x,  P(^),  à  coefficients  ordonnés  situant  les 
puissances  entières  et  croissantes  de  p,  dont  le  polygone  n'est  pas 
recti ligne,  est  nécessairement  réductible.  A  l'un  quelconque  des 
côtés  du  polygone,  A,_,A,  par  exemple,  correspond  un  diviseur 
de  P(x)  dont  le  polygone  se  réduit  à  une  droite  de  même  longueur 
et  de  même  inclinaison  que  A,_,  A,. 

PCj?)  est  un  polvnome  en  x  c{uelconque  satisfaisant  aux  conditions 
de  l'énoncé  ;  nous  mettons  le  coefficient  de  sa  plus  haute  puissance  sous 
la  forme  /J''A|,,  A„  étant  une  suite  de  puissances  de  p,  entière  par  rap- 
port à  p.  Le  premier  terme  de  A„  est  indépendant  de  p.  Après  multi- 
plication de  V{x)  par  la  suite  -tt  et  après  réduction  des  coefficients, 

nous  obtenons  un  nouveau  polynôme  Q{x).  P(j?)  et  Q^{x)  admettent 
des  polygones  identiques  et,  si  le  théorème  que  nous  avons  à  établir 
l'est  pour  Q(ar),  il  le  sera  ipso  facto  pour  V{x). 
Nous  écrivons 

Ç)(x)  =pPx"+  A,x-"-'  -T-...-H  A„ 

et  admettons  que  le  polynôme  de  Q(x'),  respectivement  P(x),  est  celui 
de  la  figure  4  (p-  229  j. 

Nous  avons  par  suite,  d'après  la  formule  (i)  (§  4,  n°  I), 

(i)  Q(-r  )  =  /?*"n/,(^;  -^  ^K^p'^xK 

La  possibilité  d'une  décomposition  en  facteurs  s'établira  relative- 
ment au  troisième  côté,  mais  la  démonstration  est  générale  et  se  rap- 
porterait à  n'importe  lequel. 

ii.   Soit 

X-j  k  \r  r 

/,  l         'i  s         5 

l'inclinaison,   prise   négativement,   du    troisième    côté   du   polygone. 

Journ.  de  .)fath.  (G*  série),  lome  IL  —  Fasc.III,   1906.  JO 
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Parallèlement  à  ce  iroisième  côté,  à  A, A 3  ifig-  4))  supposons 
tracées  toutes  les  droites  passant  par  les  points  à  cotes  entières.  La 
distance  de  deux  consécutives  comptée,  sur  l'axe  des  ordonnées,  est 

égale  à  -•  En  elTct,  |3,  a  et  {3',  a'  étant  les  coordonnées  respectives  de 

deux  points  à  cotes  entières,  la  distance  de  deux  parallèles  à  A, A, 
menées  par  ces  points  est  égale  à  la  valeur  absolue  de 

Mais  /■  et  s  sont  premiers  entre  eux  et  il  est  ainsi  possible  de  déter- 
miner quatre  quantités  a',  a,  j3',  ^  telles  que  l'expression  ci-dessus  soit 


5.  A2A3,  prolongé  de  paît  el  d'autre,  nous  donne  la  droite  Qy 
rencontrant  Oa  au  point  Q..  La  parallèle  à  iiy  menée  par  le  point 
représentatif  M  de  coordonnées  [5l  et  a,  rencontre  Oa  en  m.  Si  nous 
rapportons  M  aux  droites  iîa  et  Qy  que  nous  prenons  comme  nouveau 
système  d'axes,  nous  avons  m  M  comme  abscisse  et  Hm  comme  ordon- 
née,   nouvelles   de   M.    Un    changement    d'unités   permet    d'écrire 

/«M  =  p,  tandis  qu'on  a,  Tj  désignant  un  entier  positif,  Çini  =  -■ 
La  figure  montre  que  l'on  a 

Om  -oa  =  nm, 

c'est-à-dire 

-i.   Ceci  dit,  faisons  dans  Q(-x)  la  substitution 

(3)  x^yp  % 

et  voyons  ce  que  l'on  obtient,  lorsqu'on  forme  l'expression 
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Un  terme  quelconque  de  Q(^)  étant  X^^p'^x^,  celui  qui  lui  corres- 

pond  dans  Q\y,p'  ),  à  cause  de  (2),  sera  Aa^p'y^. 

Il  en  résulte  qu'avec  les  conventions  du  n°  5,  nous  pouvons  consi- 

/        i\ 
dérer  Ap  A , . . .  A  s  comme  polygone  de  Q  '  y,  p' )  (  '  ). 

La  formule  (  1  )  se  transforme  et  devient 

(4)  q{yJ)  =  Ilg/y,/)+lA^^i?yK 

Les  gi\y,  Pj  ?ont  égaux  respectivement  à  un  facteur,  puissance 

positive  ou  négative  de  p%  près  aux/,(ar)  transformés  par  (3).  Tous  les 
termes  auxquels  se  rapporte  S  ont  leurs  points  représentatifs  situés  à 
l'intérieur  du  polygone.  Sous  le  signe  1,  par  conséquent,  tous  les  expo- 
sants r,  sont  positifs  et  ditférentsde  zéro,  les  exposants  ^  égaux  au  plus 

k  n  — -I. 

-\ 
La  figure  nous  dit  (.'lle-mème  ce  que  sont  les  facteurs  g,   y,P/ • 

Pour  les  côtés  d'un  rang  supérieur  au  troisième,  pour  le  sixième,  par 

exemple,  on  a 

/  -  ;  -  )    - 

gJ  y-p')  =y'"^---+b.p  V"""'"+---+  c,/' ""% 

pour  les  côtés  d'un  rang  inférieur  au  troisième,  pour  le  second,  par 
exemple,  on  a 

gAy,f)  =  p''''y'"'^---^b.,p''  "^y^'-"^'4-...  +  c2, 

(')  Les  coefficients  des  polynoraes  lels  que  Q\V)jo'/  sont  des  suites  ordonnées 

suivant  les  puissances  croissantes  de/?'.  Il  est  à  peine  nécessaire  de  remarquer 
que  tous  les  résultats  du  |  3  sont  encore  vrais  pour  ces  polynomes-là.  Leurs  po- 
lygones s'obtiennent  de  la  même  façon  que  ceux  du.§3;  les  ordonnées  des  points 
représentatifs  sont,  en  particulier,  les  exposants  fractionnaires  de />.  Ce  ne  sont 

1 
pas  ici,  comme  on  pourrait  s'y  attendre,  les  exposants  entiers  de/)'. 
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pour  le  troisième  enfin, 

gÀy,p')  =  g{y)  =  y"' -h . .  .-h  by^-'^' -i- . .  .-h  c. 

Dans  ces  expressions  t  désigne  un  certain  entier  positif.  Les  coeffi- 
cients h  et  c  sont  égaux  à  o,  i ,  2,  . . .  ou  p  —  i  ;  les  6  peuvent  s'annuler, 
mais  les  t- sont  toujours  différents  de  zéro. 

/         '' 
a.   I^e  résultant  d'un  cjuelconque  des  polynômes  ,»",  '  v,  p"),  /  ^  3, 

et  de  g-i{y)  —  g{y)  n'est  divisible  par  aucune  puissance  de  p.  Un  tel 

résultant  peut  être  envisagé  comun'  un  polynouie  entier  en/?'  admet- 
tant un  terme  indépendant  de  p.  Four  /  =  6,  ce  terme  indépeiulaul 
se  réduit  à  &"■'',  pour  j  =  2  à  c'„'. 

(>.   Posons  ('  ) 

§^3 '>'>/-'')  =  H  (7), 
et  démontrons  qu'il  est  toujours  possible  de  décomposer,  dans  le  do- 
maine de  p%  Q\y,p/  en  un  produit  de  deux  facteurs.  On  aura 

(  5  )  Q.(r,  p')  =  y  (r-  /)  3e'  (7,  //)  (  /) , 

où 

y  (r>  P^)  =  G  '  7,  p'yl  +  s  A^p/j^yP, 

/  1  a 

3CA7>/J=     H(j)     +IA„r,/7p. 

Les  exposants  a  dans  les  deux  sommes  1,  d'ailleurs  distinctes,  sont 
tous  positifs  et  difîéreuts  de  zéro. 

Remarquons  d'ai)ord,que  le  résultant  de  II  el  (1  se  réduit,  (  n"  o), 

('  )  Toute  la  démonstration  du  n"  6  est  à  rapprocher  de  celle  du  §  2,  n"  4-. 
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à  un  polynôme  entier  en  p',  dont  le  terme  indépendant  est  un  entier 
non  divisible  par  p.  Puis  convenons,  en  vue  de  ce  ([ui  va  suivre,  que 
toutes  les  lettres  H,  et  G,,  affectées  d'un  indice  quelconque,  représen- 
teront des  polynômes  entiers  en  v  dont  les  coefficients  seront  eux- 

mêmes  des  polynômes  entiers  en  //.  Les  polynômes  H,  seront  tous 
de  degré  inférieur  à  celui  de  H,  les  polynômes  G,  de  degré  inférieur 
à  celui  de  G. 

Ayant  maintenant,  à  cause  de  (4), 


q(7,/>')=HG         (mod/>'), 


nous  n'avons,  pour  établir  la  décomposition  possible  de  Q\y,  p' ) , 
qu'à  montrer  qu'on  peut  toujours,  en  supposant  a  ^i,  passer  de  la 
consTuence 


((i)  Q 


\y^p')  =  '^'G'         [modp"), 


H  =H-^/>^H,-f-p^H.,  +  ...-4-/)  '  H,_,, 

1  2  a  — I 

G' =G  ^  p'G, -h  p'G.,-\-..  .-h  p  '  Go;_,, 
à  la  suivante 

(7)      Q(r,/>^y'  =  (H'  +  /Hj(G'^-/Gj  (modp^'). 

Or,  de  (6),  découle  r.existence  d'un  polynôme  entier  L(^),  de 
degré  inférieur  à  celui  de  Q,  à  coefficients  entiers,  et  qui  vérifie  la 
congruence 

Q{y,p')-H'G=p'L(y)         (modp^), 

de  sorte  que  (7)  aura  lieu  si  l'on  peut  trouver  deux  polynômes  Hj^ 
et  Ga  de  manière  à  avoir 

L  =  H  Ga  +  G '  H,         (  mod  p"  ) . 


228  G.     DUMAS. 

Ces  derniers  existent  efiectivement  ainsi  que  le  montreraient  des 
considérations  semblables  à  celles  du  paragraphe  2,  n"  i,  puisque  le 

terme  indépendant  de  p%  dans  le  résultant  de  H'  et  (i',  identique  au 
terme  analogue  du  résultant  de  H  et  G,  n'est  pas  divisible  |)ar  p. 
La  formule  (5)  est  ainsi  démontrée.  La  foi-me  mèmi-  (bi  fiicli'ur 

3e''^, /)'/  nous  montre  que  ce  polynôme  admet,  comme  polygone, 
une  droite  de  même  longueur  et  de  même  inclinaison  que  A^Aj.  11  en 
résulte  aussitôt,  en  tenant  compte  du  tbéorème,  paragraphe  5  (n"  5), 

relatif  à  la  composition  des  polygones,  que  celui  de  'j"\_>',  pj  sera  la 
ligne  brisée  A„  A',  A3  A4 . . .  A^  dans  laquelle  les  segments  Aj^A',  et 
A,  A3  sont  respectivement  égaux  et  parallèles  à  A„A,  et  A,  A^. 

7.   Dans  les  deux  expressions 
faisons  la  substitution  inverse  de  (3), 

Ceci  conduit  à  deux  nouveaux  polynômes 

3clx',  p' )     et     <j'\x-,  p'j 
dont  les  coefficients  sont  des  suites  ordonnées  suivant  les  puissances 

croissantes  de  p\ 

Nous  pouvons,  relativement  à  deux  axes  rectangulaires,  constiuire 
leurs  diagrammes  respectifs  en  convenant  de  considérer  comme  |)()inl 

a 

représentatif  d'un  terme  cjuelconcjue  Aap/>'a,'^  le  point  iralisrisse  el 
d'ordonnée  respectivement  égales  à  [3  el  à  -;• 

Si,  pour  la  construction  du  diagramme  de  (j'\.f,  p' )  nous  nous  ser- 
vons des  axes  ,30  a  de  la  ligure  4,  nous  obtenons  comme  polygone  de  y 
la  li"ne  A;.A:A.,  ...A.. 
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Le  polygone  de  3e  rapporté  à  d'autres  axes  rectangulaires  se  réduit  à 
une  droite  de  même  inclinaison  et  de  même  longueur  que  A2A3  dans 
la  figure  4- 

Il   nous   est  donc  possible   d'affiimer,    paragraphe  5,   n"  4,   que 


Fig-    I- 


3e' X.  p-"'  J  el(j  \  X ,  p'  )  n'ont  aucun  diviseur  commun  dans  le  domaine 


de 


Si,  d 'aulri;  |>arl,  au  diMjul  de  toutes  nos  considérations  nous  avions, 
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au  lieu  de  (3),  fait  la  substitution 

dans  laquelle  to  représente  une  racine  ^"""^  primitive  de  l'unité,  nous 
aurions  obtenu  la  relation 

Q(x)  =  3t[x,  ojp')  (j(x,  bip')  [p'), 

à  la  place  de  celle  que  nous  avons  ici  et  qui  résulte  de  tout  ce  qui  pré- 
cède, 

Q(x)  =  3t{x,  p^)  g(x,  p^)  ip'). 

Comme  3t\x,  w/?'j  et  (J\x,  (i>p' ) ,  ainsi  que  le  montreraient  leurs 
polygones,  n'ont  pas  de  diviseurs  communs  et  quil  en  est  de  même 

de  X.\x,  p' )  et  g\  X,  wp' ),  nous  avons  nécessairement,  puisque  la 
décomposition  de  Q(x)  en   facteurs  irréductibles,  dans  le  domaine 

de  p',  se  fait  d'une  manière  uniforme, 

jQ.\x,  p")  =3el^a-,  (i^p^j, 
q\x,  p'j  =  (.jix,  (Mp'j. 

Les  coefficients  dans  j<L\x,p')  et  d'I^ar,  p'j,  que  maintenant  nous 

pouvons  désigner  par  3C(x)  et  g{x),  ne  dépendent  donc  pas  de  p'  mais 
de  p  uniquement. 
Nous  avons  donc 

q_{x)^VL{x)q{x)  (p). 

Le  polygone  de  jt(x)  est  rectiligne,  il  se  réduit  à  un  segment  de  même 
longueur  et  de  même  inclinaison  que  le  segment  Aj  A3  de  la  figure  4- 
La  proposition  du  début  de  ce  paragraphe  se  trouve  ainsi  complclemeut 
établie. 

8.   Si,  enfin,  n.ous  désignons  par  P/(x)  le   diviseur  de  Q(^)  se 
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raLtaclmnl  au  /"'"^  côlé  du  pol3'gonc,  5C(./;),  par  c.vcmplo,  par  P^(./:), 
nous  avons  immoclialcmcnt  : 

(K.r)-//"n  ?,(,,■)  (,>). 

Le  produit  du  second  membre  s'élend  à  tous  les  diviseurs  P,(')  de 
0(.'.).  k"  représente  l'ordonnée,  prise  avec  son  signe,  du  point  le  plus 
bas  du  polygone.  On  a  d'autre  part 

r(.r)  =  A;,oc,,-)  (/,), 

et,  par  conséquent,  la  formule 

(8)  P(,r)  =  //"A;,nP,(a-)  {p), 

dans  laquelle  chaque  facteur  P,(.'C)  se  déduit  de  P(.r)  par  l'intermé- 
diaire de  Q(x-). 

§6. 

Considérons  le  polynôme  en  x 

P  (.r)  =  .r"  +  A ,  j.-"-'  H-  A ,.r«--  + . . .  +  A„. 

dans  lequel  nous  supposerons  les  coefficients  à  caractère  entier  jiar 
rapport  à  p.  Si  l'on  a 

A,  =  a,/;f.  +  a,+| /)?.'^'+...  («  =  i,  2,  . . ., //), 

on  aura,  par  consétjuent, 

Supposons  que  P(x")  soit  irréductible  dans  le  domaine  de  p.  Dans 
ce  cas  son  polygone  se  réduit  {fig-  :))  à  une  droite  AB  d'inclinaison 

ésrale  à  —  ■ 

o  U 

Tout  point  M  représentatif  d'un  terme  de  P(f  )  est  alors  situé  snii 

Journ.de  Math.  (0*  série),  tome  II  —  Kasc.  III,  igoG.  •  '  • 
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sur  AB,  soil  au-dessus.  Le  polygone  de  V(-c)  conduit  ainsi  aux  im 
galilés 


pour   i  —  },  -2,  . . .,  (ri  —  i).  Ce    fait   important   constitue,   dans    les 
recherches  de  M.  Henscl,  un  théorème  fondamental  (*). 


S  7. 


1.  Prenons  un  polynôme  quelconque  P(.<;-)de  degix'  /  dont  le  poly- 
gone soit  rectiligne  et  désignons,  comme  au  paragraphe  iî,.  n"*  1, 
par  A^/)P  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  .r,  tandis  que  k" 
sera  Fordonnée  du  point  le  plus  bas  du  polygone  de  P(a.).    ■ 

Nous  pouvons  alors  écrire,  après  introduction  de  Q(.r), 


(i) 


lY.r)  =  //"  a;,  Q (■'■)• 


Supposons  positive  linelinaison  de  la  droite  qui  correspond  à  l'(x); 
si  celle-ci  était  d'inclinaison  négative  rien  ne  serait  changé  à  notre 
analyse,  le  résultat  amjuci  nous  ahoulirons  étant  (TailliMirs  indépen- 
dant de  cette  hypothèse. 

Q(.r)  est  alors  un  polynôme  en  x  dont  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  est  l'unité.  Son  polygone  est  rectiligne,  c'est  un 
segment  de  droite  de  même  longueur  et  même  inclinaison  (pic  crjui 


(')   IIkxsel,  Ceber  eine  nciie  ncgriinduii^',  etc.  (milieu  de  la  page  i5). 
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qui  coiTcspoïKl  à   P(x).   Dans   la   llt;iirc'   G  nous  Tavons  représente 
f)ar  AB. 

ris.  G. 


c 

' -—Mit 

ifJi) 

B( 

►-_,^ 

K 

^^ 

t9?-ï=èf  =  f 

0 

) 

A 

(_]eci  dit,  Q('-),  par  application  de  la  formule  (3)  du  paragraphe  i, 
n"  2,  peut,  dans  riiypothèse  où  nous  nous  plaçons,  être  mis  sous  la 
tonne 

(2)  Q(x)  =  n[G,(.r)]"''  +  :^A.p/.«x-fs 

dans  laquelle  les  facteurs  G,(x)  égaux  à  des  expressions  telles  (|ue 

.X'"''*  -I-  .  .  .  +  biX'''TJ'i' pJ''  -)-...-!-  r .  p'." 

se  déduisent  du  polynôme  entier 

/(.r)  =  x'  +  ...+  h.ifi-J^'  pj'  +  .  .  .  -f-  ry/ . 

Certains  termes  de  Q(/')  ont  leurs  [)oints  représentatifs  sur  AU. 
Leur  ensendjle  constitue  le  polynôme  ./'(•'');  on  a  de  plus 

ï:'/.,/>i,  =  a. 
Si  nous  posons 

(3)  .      x^yp', 
les  ('t,(x)  se  transforment  et  deviennent 

p\'(y.-'  +  .  . .  +  l>.y\-J>^  4- . .  .  _H  c)  =  /)'■.'■  S(,iy), 
tandis  (jue  de  (2),  on  passe  à  la  nouvelle  égalité 

Q\yp  )  --=  p'-'^iy,  F') 
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dans  laiiucUi' 

('.)  S(,y,  //")  =  1I[ -(r)]"''  +  ^A,;,//y. 

Sous  le  sit;iu'l,  dans  le  second  nieiidire  de  (/)),  on  ne  rcnconlrc  que 
des  exposants  a  positifs  et  dillérents  de  zéro.  Dans  (2),  en  elTet,  un 
terme  quelconque  de  i!  (/ig'  <j)  a  son  point  représentatif  M  au-dessus 
de  AB;  son  e\[)0sant,  par  consétjuent,  vérifie  l'inégalité 

lleporlons-nous  ensuite  au  paragraphe  4,  n"  2,  aucpiel  sont  eni- 
prunlées  la  plupart  des  notations  dont  nous  nous  servons  ici.  Les 
polynômes  g^yO  sont  en  y'  ceux  que  nous  avons  appelés  gi(t)  de 
sorte  (p^il  suflit  de  remplacer  dans  les  premiers  y'  par  /  pour  obtenir 
les  seconds. 

Le  résultant  de  deux  quelconques  des  polynômes  ii'i(y')  est  en 
conséquence  égal  à  la  s^""'  puissance  du  résultant  des  deux  polynômes 
g',(i)  de  mêmes  indices  et  ne  peut,  de  ce  fait,  être  divisible  par />, 
puisque  deux  expressions  g,{f)  n'admettent  aucun  diviseur  commun 
selon  le  module  p. 

On  en  déduit  aussitôt,  comme  au  paragTa[)lie  i>,  n"  (î,  la  possibilité 

de  décomposer  S\_}^,   jf  ) ,  dans  le  domaine  de  //- ,  en  un  produit  d'' 
facteurs  de  la  forme 

d'où  nous  lirons,  dans  le  domaine  de  /)  et  par'  une  ntarclu*  analogue  à 
celle  du  paragraphe  i>,  n°  7,  les  diviseurs  l»,(r  )  de  Q(i'), 

(5)  ll,(.r)  =  [(^^(.i-)\"'-  -+-  ZA^^i^xK. 

Ici,  comme  toujours,  dans  le  second  membre  de  (5),  le  signe  i^ 
s'étend  à  des  termes  dont  les  points  re]irése  nia  tifs  sont  situés  au- 
dessus  de  la  droite  coustiluarit  h'  piilygone  de  H,(.'')  et  (pii  s'obtienl 
par  la  eonsidéraliou  seule  de  |  (  î,(,/-)|"'i. 

Le  i)roduit,  eulin,  des  dilléivnls  fadeurs  R,(^-)  est  égal  à  Q(.t')- 
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\ous  pouvons  donc  écrire,  à  cause  de  (i),  et  quelle  (juc  soil  rincli- 
naison  du  contour  recliligne  cjui  correspond  à  P (•'«-■), 

(6)  P(x)  =  /"A:nR,(x)  (p). 

*2.  Chaque  facteur  P,(j.),  dans  le  second  laeaibrc  de  la  formule  (S) 
du  paragraphe  o,  admet  uji  polygone  rectiligne.  Chacun  d'eux  est 
donc  décomposable  en  un  produit  de  facteurs  analogues  aux  poly- 
nômes R,(a;).  Si  donc  nous  désignons  par  P,^(x)  ces  diviseurs  des 
l'*j(x),  la  formule  (8)  du  paragraphe  o  se  transformera.  Par  appli- 
cation de  (6)  et  en  remarquant  que  pour  chacun  des  P,(â:),  />:"=  o. 
.\„  =  I,  on  obtient 

(:)  P(x)  =  /"A;nP,v(-^)  (p). 

Le  produit  s'étend  à  tous  les  polynômes  P,y(.r),  diviseurs  des  P,(a;), 
diviseurs  eux-mêmes  de  P(.ï). 

Cette  relation  (7)  comprend  la  formule  (G)  comme  cas  particulier. 
Le  polygone  de  P(>f),  par  conséquent,  peut  être  quelconque.  A  "  est 
l'ordonnée  de  son  point  le  plus  bas.  A^,  s'obtient  de  la  manière  indi- 
quée au  début  du  paragraphe  iî. 

Chaque  facteur  V,j(x),  est  de  l'une  des  deux  formes, 

{j/"'  -t-  .  .  .  -+-  bx''-''pj''  -I-  .  .  .  -f-  Cp"')'"-  -f-  2  A,;5  p^x^ 


{j?'p"-i-...+  h  x^-J''p''-J  ■'■  +  ..  .H-  c)"'-i-  IA^c/,^a;f, 

suivant  que  liiiclinaison  du  côté  auquel  il  se  rattache  est  positive  ou 
négative.  Dans  le  cas  de  /«  =  i,  le  polynôme  P,y(,r) correspondant  est 
irréductible  dans  le  domaine  de  p,  ce  cjui  n'a  pas  lieu  nécessairement 
lorsque  m  est  supérieur  à  lunité. 
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DEUXIEMi:  IWUTIi: 


s  8. 


1.   Soil 

/(,/■)  =  «0 if"  4-  a ,  ^l"-  '  H-  .  .  .  ^  rt„ 

1111  polviiome  à  cooflicienls  irilioimcls  (juclcoïKjues;  par  |ii)l\iinine 
('quivalent  à  f{x),  dans  le  domaine  du  nombre  premier  p,  nous 
enleiulons  le  polynôme  en  x,  que  l'on  obtient  en  rempla(;iinl,  dans 
f{x),  chaque  coefficient  o,  par  son  développement  suivant  les  puis- 
sances entières  et  croissantes  de  /;.  Ceux-ci  s'obtiennent  d'après  les 
méthodes  exposées  dans  notre  premier  paragraphe  (§  1,  n'^  7  spécia- 
lement). 

Si  F(a)  est,  dans  le  domaine  dc/j,  le  polynôme  équivalent  k/(x), 
on  aura 

(.)  /(^)  =  F(,r)  .      (p), 

et  les  diviseurs  de  F(x)  seront  dits,  par  extension,  diviseurs  de  /(.r) 
dans  le  domaine  de  p.  Le  diagramme  correspondant  à  F(.r)  et,  dans 
celui-ci,  le  polygone,  seront  désignés  également,  comme  diagramme  d 
polygone  de  f(x),  relativement  k  p  ('). 

îi.  Tout  diviseur,  au  sens  usuel,  de/(.r)  est  égal  dans  le  domaine 


(')  Dans  louies  ces  définiliotis,  nous  avons  fait  intervenir  le  polynôme  F{.r), 
équivalent  à /(.').  Ceci  paraît  conforme  à  la  nature  des  choses.  S'il  ne  s'ac;it 
d'obtenir  que  le  polygone  relatif  à  f{x),  on  peut  procéder  de  la  manière  sui- 
vante :  A.r!*  représentant  un  terme  quelconque  de/(.r),  on  prend  la  puissance 
entière  ^*  de  p,  diviseur  exact  de  A,  par  rapport  à  p.  Le  point,  d'abscisse  ^  et 
d'ordonnée  a,  est  alors  représentatif  de  Aj*P.  Ces  points  une  fois  construits,  le 
polygone  se  forme  de  la  même  manière  que  j)our  un  polviiome  en  .r. 


irhédvctibilitk   des   tolynomes   a   coefficients   rationnels.     2'i-j 
do  /),  au  produil  de  certains  diviseurs  invductibles  de  F(x').  Si 

//  À,- .s,  Si  '  )  -î  •  •  •  1         .' 

sont  les  inclinaisons  des  m  côtés  du  polygone  de  /(j:)  et,  si  d  repré- 
sente le  degré  de  l'un  des  diviseurs  de  F{./:)  dans  le  domaine  de  p,  on 
a  nécessairement 

1=1 

où  u.,  est  Tune  des  cjuantités  o,  i,  2,  ...  ou  X,.  Cela  en  vertu  du  théo- 
rème du  paragraphe  ô  (n"  5). 

ÎNous  sommes  donc  en  mesure  d'énoncer  la  proposition  : 

L  n  polynôme  f(x)  dont  les  côtés,  dans  le  polygone  qui  lui  cor- 
respond relali^enienl  à  un  nombre  premier  p,  sont  d'inclinaison 

/■,  _^  ).,/•,  ,    /•/ 

ne  peut  admettre  comme  diviseiiis  irréductibles  (au  sens  usuel  j 
que  des  disiseurs  de  degrés  égaux  respectivement  à  certaines  des 
sommes 

dans  lesquelles  a,  est  l'une  quelconque  des  quantités  o,  r,  2,  ... 
ou  A,  et  où  m  représente  le  nondjre  des  côtés  du  polygone  de  f{x). 

Les  quantités  />,,  /,,  A,,  /•,,  a-,  ont  la  signilicalion  cjui  leur  a  été 
attribuée  au  paragraphe  3,  n°  2.  Dans  le  cas  où  l'un  des  côtés  est 
parallèle  à  l'axe  des  abscisses  ou  se  confond  avec  lui,  on  prendra 
A,  =  /,,  Si  =  I . 

ô.  Si,  en  particulier,  le  polygone  relatif  à  /{■'■')  se  réduil  à  une 
droite  d'inclinaison  égale  en  valeur  absolue  à 

A-  _  Àr  _  r 
7         Xs         s' 
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les  seuls  diviseurs  irrécluclii)lcs  que  peut  aduiellre  /(x)  seront  de 
degrés  égaux  à  certains  dos  nombres  s,  -is,  3s,  . . . ,  (X  —  i).s. 

Lorsque  la  fraction  j  est  réduite,  on  a  I  ^  s,  f(-r)  par  conséquent 
irréductible. 

i.   L  ne  autre  proposition,  cousé([ueuce  immédiate  de  la  précédente 
et  (pie  nous  énoncerons  simplemeni,  est  la  suivante  : 

Si p,  p' ,  . . .,  jj''  sont  des  nonibn's  picmici's  quelconques  et  si 

liJ.,Si,     ^l^',s],     ...,     lu-'/'s-',     ...,     2  a,'"  s,'' 

représc/iteit/  les  sommes  qui  leur  correspondent  rcspeciiicment, 
lorscjue  pour  chacun  d'eux  on  construit  le  polygone  correspon- 
dant à  f{x),  seuls  les  polynômes,  dont  le  degré  est  susceptible 
d'êlrc  égal,  simultanément,  à  une  som/ne  de  la  forme  de  chacune 
des  expressions  Hu-^y^s']',  pourront  être  diviseurs  de  f(x). 

Ce  théorème  permettra  souvent  de  conclure  à  rirréducliliililé  de 
certains  [)olynomes,  nous  allons  en  donner  un  exenij)le. 
Soit 

/(x)  =  25a''  —  3x^  -f- 1  J.X-'-  4-  4  J) 

le  polygone  de  /(x\  relatif  au  nombre  5,  est  donné  dans  la  ligure  7, 


par  la([uclle  on  est  assuré  que,  sï/(x)  est  décomposable  en  facteurs,  il 
ne  Test  que  comme  produit  de  deux  polynômes  irréductibles,  l'un  du 
cinquième  el  lantie  Am  troisième  degré. 

Helativemenl  au  nombre  3,  le  polygone  {/ig-  S),  qui  correspond 


i 
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h  f{x),  nous  montre  que  /"(./■)  ne  peut  être  égal  qu'au   produil  d'un 
polynôme  du  sixième  degré  pai-  un  autre  du  second. 


3  it  5  s 

Il  y  a  contradiction;  /'(.v)  est  donc  irréductiltle. 


o.  Les  propositions  très  générales  qui  précèdent  contiennent, 
comme  cas  particuliers,  certains  théorèmes  énoncés  déjà,  mais  d'une 
manière  tout  à  fait  difiërente,  par  MM.  Kœnigsberger  cl  N"tto  ('). 


§  9. 


I.  Par  application  à  F(^)  de  la  formule  (7)  du  paragraphe  7,  n*"  2, 
on  pourrait,  dans  chacjue  cas  particulier,  et  d'une  manière  plus  précise 
que  par  les  considérations  ci-dessus,  être  fixé  sur  rirréduclibilité 
de  f\x  )  ou  le  degré  de  ses  diviseurs. 

Nous  retenons  le  plus  simple  de  tous  les  cas  cpii  peuvent  se  |)ré- 
senter. 

Soit  /"(a--)  un  polynôme  à  coefficients  rationnels,  éipiivaleiil,  dans 
le  domaine  de  p,  au  polynôme  en  x 

F(,r)  —  X-'  -{-  affx' -h  bp'-^  ■+-  LA^^p'^x*^, 


(')  Netto,  Vorlesungen  ueber  Algebra,  l.  1,  p.  56  el  siiiv.  —  Ueber  die 
IrraduklibililàL  ganzzakliger  ganzer  t'unklionen  {Mathemalische  Annalen, 
t.  XLVIII). 

K(ii:M(;suEii(a:it,  ichttr  dc.n  Kisenslein'schen  Satz  von  der  IrrediilUibililàt 
algubraiscker  Gleichungen  {Journal  de  Crelle,  l.  il5).  —  Ueber  die  Enl- 
wicklungsform  algebraischer  Funktionen  und  die  Irreduktibililàl  alge- 
braiscker  Gleichungen,  x"'  Mémoire  {Sitzungsberichie  der  Agi.  Akad.  der 
Wiss.  zu  Berlin,  t.  Il,  1898).  Idem,  2=  Mémoire  {Journal  de  Crelle,  l.  121). 

Jourii.  rie    yfat/i.  (  (i"  sùiio),  K.riie    II.  —    Fasc.  III,   1006.  ^  ■!■ 
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r  et  s  sont  prciiiicrs  cnli'e  eux,  h  égal  à  l'une  des  qiiaiililés  i,  2,  ...  ou 
(p  —  1)  de  même  que  a,  si  ce  cocfficicnl  ne  se  réduit  pas  à  zéro. 
SAstp/?'.»"^  représente  un  ensemble  de  termes  dont  tous  les  points 
représentatifs  sont  au-dessus  du  polygone  de  /(/■)  cpii,  ici,  se  réduit 

à  une  droite  d'inclinaison  égale  à  -• 

/(■v)  sera  irréductible,  au  sens  usuel,  aussi  bien  que  dans  le  domaine 
de  p,  s'il  en  est  de  même,  selon  le  module  p,  du  trinôme  /'- -i-  at  -+-  h. 
Si  yo  =  2,  ce  dernier  se  réduit,  soit  à  /-  -H  /  +  i ,  soit  à  /'-  -i-  i  ;  dans  le 
premier  cas,  ./(x)  est  irréduelii)le,  mais,  dans  le  second,  aucune  con- 
clusion u'esl  possible,  puisque 

/-  +  i^(/+i)"  (mod2). 


Si  p,  au  contraire,  est  un  nombre  premier  impair,  il  existera  tou- 
joius  un  entier  a  ,  vérifiant  la  congrnence 

la'^a         (mod^j), 

et  rirréduclilùlilé  de  /"(.r^  aura  lieu  cliaque  fois  «pie  a"- —  h  ne  sera 
pas  résidu  cpiadralique  de  p,  puisque 

t-  -h  at-h  b^{/  -h  a')-  —  [(a' y  —  b]         (modp). 

Lorsque  a"^  —  b  est  résidu  quadratique  de  p,  sans  être  divisible 
par  p,  /Çv)  est  certainement  réductible  dans  le  domaine  de  p,  mais 
il  ne  l'est  peut-être  pas  au  sens  usuel. 

Si,  enfin,  a"- —  b  est  divisible  par  p,  la  congruence  ci-dessus  se 
réduit  à 

/-  +  a/  +  Ass(/  -)-  a')-         (mo(l/>), 

et  il   pouiTa    très   bien   se    faire  que,   même  dans  h;  domaine  de  p, 
/(ou)  soil  iriéduetible. 

2.  Soil  niaiuienaul  /"(.i-- )  un  polynôme  (pielcon(|ue  et  'fij')  le  poly- 
nôme cpiOn  oblienl  eu  reuqihicaul,  daus  /^x'),  x  par  y  + /t ,  où 
//  re])i(''seMle  un  iMiliiM'  arbitraire.  !  .es  diviseurs  .irréductibles  do/(x) 
clzi{y)  se  correspoudeal.  Connue  souvent  le  polygone,  relatif  à /"(./;), 
se  confond  avec  l'axe  des  abscisses,  il  y  aura  avantage,  si  Ion  peut 
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déterminer  h  de  manière  à  avoir,  selon  le  module  p  ou  suivant  une 
puissance  supérieure  de  /j,/(//)sso,  à  substituer  dans  les  considéra- 
lions  o  (y)  à /"(x'). 

C'est  cette  remarque,  du  reste,  qui  semble  faire  le  fond  de  la  démon- 
stration d'Eisenstcin  de  Tirréduclibilité  de  l'équation 


dans  le  cas  où  p  se  réduit  à  un  nombre  premier  (  '  ). 

Si,  en  effet,  dans  le  premier  membre  de  cette  équation,  nous  rem- 
plaçons X  par  y  +  i,  nous  obtenons  un  polynôme  9  (y)  irréductible, 
puisque  le  polynôme  qui  lui  correspond  se  réduit  à  une  droite  d'incli- 

k            I 
naison  -r  = 

3.  Nous  appliquerons  Tobservation  ci-dessus  en  la  combinant  avec 
le  théorème  du  paragraphe  8,  n°  i,  pour  démontrer  Tirréductibilité  du 
polynôme 

/(x-)  =  x;'>-2x'+ 28. 

Le  polygone  de  celle  expression  est  donné,  pour  le  nombre  2,  par  la 

Kig.  9. 


figure  g.  Il  se  réduit  à  une  droite  et  montre  que /(x)  ne  peut  être 
égal  cju'au  produit  de  deux  facleuis  du  troisième  degré. 
On  a,  d'autre  part, 

/(i)^o         (mod3'), 


(  '  )  EisE.NSTEiN,  Ueber  die  Irreduklibilitàl  und  einige  aitdere  Eigenschaflen 
dcr  Gleickungen  von  ivelcher  die  Teilung  der  gaiizen  Lemniskate  abliàni(l 
{Journal  de  Ci  elle,  l-  39). 
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et  la  siibsliliilion  x  =^  y  -h  i  liaiisfonne  /"(x)  en 

Le  polygone  de  o{y)  relatif  au  noniljre  5  est  donné  par  la  figure  lo. 

Jl  se  réduit  aussi  à  une  droite  et  fait  voir  que  les  diviseurs  de  o(y), 
s'ils  existent,  sont  tous  du  deuxième,  ou  l'un  du  deuxième  et  Tautie 
du  quatrième  degré. 


/"(.r)  est  donc  irréductible,  ce  que  nous  nous  proposions  d'établir. 


§10. 

1.  Si,  dans  le  polygone  correspondant  à  un  polynôme  f{x)  et 
relatif  à  un  nombre  premier  p,  aucun  côté  n'a  même  inclinaison 
qu'un  côté  quelconque  du  polygone  correspondant  à  un  autre  poly- 
nôme g{x')  et  relatif  au  même  nombie  premier  p,  tes  deux  polv- 
nomes  f{x)  et  g(x  )  n'ont,  au  siMis  usuel,  aucun  diviseur  couimn/i. 

Cette  proposition,  dans  laquelle  /(x)  et  g(-c)  représentent  des 
polynômes  quelconques  à  coefficients  rationnels,  est  une  conséquence 
immédiate  de  celle  du  paragrapbe  5,  n"  3,  et  comme  lelle  n'a  besoin 
d'aucune  démonstration. 

2.  Le  tbéorème  ci-dessus  exprime  une  condition  nécessaire  pour 
que  deux  polynômes  admettent  un  diviseur  commun.  (Jelle-ci  toute- 
fois n'est  pas  suffisante,  mais  voici  comment  on  pourra,  lorstju'elle 
se  vérifie,  être  fixé,  dans  la  plupart  des  cas,  sur  l'existence  d'un  pareil 
diviseiu'. 
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Soient  : 

f{x)  =  f/o/^P.'-"  -^  a,x"-'  +.  .  .+  a„, 

g{.r)  =  ^„  //.f'"  +  /y, ./;'""'  -I- .  .  .  -t-  />,„ 

les  deux  polynômes  à  coefficients  rationii'ls  que  nous  considérons  et 
qui,  par  hypothèse,  admettent  dans  leurs  polygones  respectifs,  relati- 
vement à  />,  certains  côtés  de  même  inclinaison.  Dans  l'expression  de 
chacun  d'eux,  nous  avons  mis  en  évidence  la  plus  haute  puissance  de  p 
divisant  exactement  les  coefficients  de  x"  etx'".  «„  ot  />„  ne  sont  plus 
divisibles  par  p. 

La  formule  (4)  (§  i,  n"  5)  permet  d'écrire 

f{x)  =  «„/"n/,,(x-)  +  SA,p/>»..-P  {p), 

g(x)  =  A„/>n -,(•'-■)  +  ^  A„pp»x-P  (p). 

Si,  parmi  les  polynômes /,^(.i-),  il  n'y  en  a  aucun  qui  soit  identique  ■ 
à  l'un  des  polynômes  gij(x),  nous  sommes  assurés  que  f(x)  et  g(x) 
n'ont  aucun  diviseur  commun. 

Si  le  contraire  a  lieu  (ce  qui  ne  peut  arriver  cjue  poin-  des  f,j  et  g,j 
correspondant  à  des  côtés  de  même  inclinaison),  /{x)  et  ^(.r)  pour- 
ront admettre  un  diviseur  commun.  Son  degré  sera  au  pluR  égal  à  la 
somme  des  degrés  des  polynômes  identiques,  parni  i  les  f\j  et  g^j . 

Appli(|uons  ceci  à  un  exemi)le. 

5.  Supposons  que  les  deux  polynômes  à  coefficients  ration nelsy(.r) 
et  g{x)  soient,  dans  le  domaine  du  nombre  premier  5,  équivalents 
respectivement  aux  deuxièmes  mendjres  des  relations  (')  : 

f(x)  =  0,000  2.  .  .x"  -+-  0,000  2.  .  .  x'  -\-  0,02.  .  .  x''' 

-f-  o,o3. .  .x^  -h  o,o3. .  .x'  H-  3, .  ..x^ 

-+-   l  ,  .  .  .  X'^  -h  1 1  .  ■  .  X  -h  0,0i  .  .  .  ; 

g(x)  ^=  (),o3. .  ..2"  -I-  0,04. .  .X''  -f-  0,001. .  .x^ 

-h  3,..  .x'-'  -h  ^,..  .x'-  -h  0,4. .  .X  -h  0,004.  •  •  ■ 

(')  Dans  les  coefficieiils,  écrits  suivant  la  notation  de  M.  Hensei,  nous  n'indi- 
((uoiis  f[ue  le  premier  chiffre  parce  que  seul  celui-ci  importe  pour  le  inil  (|iie 
noii-^  nous  proposons. 


(j.     DUMAS. 


Les  polygones  respectifs  de  f{x)  et  g{j-')  sont  alors  donnés  par  les 
figures  1 1  et  la.  Comme  dans  ceux-ci  les  côtés  A,  Ao  ol  B„B,,  A^A, 
et  B.B^,  A,A,^  et  B,B.  ont  respectivement  même  inclinaison,  il  pour- 
rait se  faire  qucy"(.r)  et  g{.c)  aient,  au  sens  usuel,  un  plus  grand 
commun  diviseur  du  cinquième  degré.  Il  n'en  est  rien,  cependant. 


Dans  le  second  membre  de  /"(x),  le  polynôme 

¥{x)  =  •i.S''j:*  -+-  2.5-X-'  4-  3x-'  +  X-  ^  X  -f-  5" 
constitue   l'enscnihle  des  termes  dont  les  points  représentatifs  sont 
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situés  sur  le  contour  A„A,.  .  .A,  du  polygone  de  la  figure  ii.    Nous 
le  remplaçons  par  le  suivant  : 

F,(x)  =  5*a;*  -I-  j-x*-i-  4^'  -H  '3ar--t-  ix  +  '.i.5'-, 
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obtenu  en  rendant  éi;al  à  runilé  le  coefficient  du  terme  5^^"  dans  F(j;). 
!1  a  fallu  pour  cela  iiuilti[)lier  F(x')  par  le  facteur  3,  auquel  conduit  la 
congruence 

■2.3^1  (modj), 

puis  réduire  tous  les  nouveaux  coefficients  à  leurs  plus  petits  restes 
selon  le  module  5. 

Relativement  à  g(j-'),  les  polynômes 

G(x)  =  'd.D-x"  -+-  3x^-1-  4.i"'4-  4-5a:  -1-  4-5' 
et 

G|(./;)=   5-.//'    +  a-'  +  3a:-+ 3.5x  4- 3.5' 

ont  même  signification  que  F  et  F,  dans_/"(x). 
Or  on  peut  écrire  (§  4,  n""  1  et  2) 

F,(.r)  =  (5%//^-i-.)(^5^i-'  +  4)(j;4-3)(x-+4)(*-  +  5^)  +  2A^p5"xP, 
(i,(x-)  =  (5-.r^-f-  i)(.r  -+-  3)(,r  -+-  3)(x  -f-  5^)  +  2A,p5«x•^ 

ce  qui  montre,  à  cause  des  deux  facteurs  {x  -+-  3)  et  (x  -+-  5^),  com- 
muns à  ces  deux  décompositions,  que  f(x)  et  g(x)  ont,  au  plus,  un 
diviseur  commun  du  deuxième  degré. 

4.   La  remarque  (§9,  n°  2)  peut  trouver  ici  son  application.  C'est 
ainsi  que  les  deux  polynômes  : 

/(x)  =  j,-'  -I-    Gx^  -h    6x'-  -+-  27, 
g(x)  =  X-'  —  i-2x'  —  i5j:---i-  27 

n'ont  aucun  diviseur  commun,  bien  que  leurs  polygones  respectifs 
relativement  au  nombre  3  soient  identiques.  Si,  en  effet,  on  remarque 
(lue/(i)  =  4o,  ^(i)  =  r,  on  se  rend  de  suite  compte  qu'après  la 
substitution  x  =^  y  -h  1 ,  /(x)  se  transforme  en  une  expression  dont  le 
polygone  relativement  au  nombre  2  est  situé  au-dessus  de  l'axe  des 
abscisses,  tandis  que  le  jjolygone  de  l'expression  transformée  de  g(x) 
se  confond  avec  cetti'  droite. 


2  {6 


§11. 

1.  Soient  : 

f(x)  =  a^p^x"  -+-  a,.i."-'  +.  .  .-I-  <-/„, 
o-(x-)  =  ba  p^x'"  -\-  h,  x'""'  +  .  .  .  -f-  h,„, 

deux  polynômes  à  coeCficienls  rationnels  dans  lesquels  nous:  avons  mis 
en  évidence  les  puissances  de  p,  facteurs  de  x"  et  x'"  ;  «u  et  /^„  ne  sont 
pas  divisibles  paryo. 

Comme  conséquence  de  la  formule  (8)  du  paragraphe  iJ,  u"  8,  nous 
écrivons  : 

/(x-)  =  «„/;nP,(.r)  ip), 

.ir(.r)=:6„/;nQ,(x)  (p), 

les  l''i{x)  et  Qj{x)  étant  les  polynômes  (jui  se  rattachent  à  chacun  des 
côtés  des  polygones  de  /(x)  et  g(x),  relativement  à  /;.  A-,  et  k.^  sont 
les  ordonnées  des  points  les  plus  bas. 

La  notion  de  résultant  de  deux  polynômes  entiers  s'étend  immédia- 
tement aux  polynômes  en  x.  Si  donc  nous  désignons,  d'une  manière 
générale,  par  l\(o,  '\i)  le  résultant  de  deux  polynômes  quelconques, 
polynômes  en  x  ou  polynômes  entiers,  o  et  '1,  nous  avons  . 

I  R  (/,  g)  =  < K /'""'' ^"'' R  l n i\(x\  n o, (.r)] 

Cette  formule,  dans  le  deuxième  membre  de  laquelle  le  produit 
s'étend  à  toutes  les  combinaisons  possibles  de  deux  facteurs  P,  et  Qj, 
peut  servir  au  calcul  de  la  puissance  de  p  qui  divise  exaclemcut  le  ré- 
sultant U  (/,  ^-^  )  de  /  et  ^^'•. 

2.  Admettons  que  1',  et  Qj  correspondent  à  deux  côtés,  d'inclinai- 
sons distinctes,  des  polygones  relatifs  à  /{x)  et  g'(x).  Les  polygones 
(le  P,  t'I  (^),  sont  alors  des  droites;  soient  ^(x)  et  'j'(-i')  renscmble  des 
teruies  qui,    dans  chacun   d'eux,   ont   leurs  points  représentatifs  sur 
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celles-ci.  On  aura 

Q.=  Q  =  '}('0  +  ^A.p/>='./;P  (;,), 

avec  9(/')  égal  à  riiii  des  deux  polynômes 

'p'(x-)  =  .//"-(-.  .  .-t-  ù./:'^'~-"'pJ''  +  .  .  .  -f-  cp''^, 
cp"(x-)  =  x'-'p"'  -+-.  ..-h  Z>.i-<'-^> /)"■-■'""  +  ...-+-  c, 

et  'l'(x)  égal  à  l'un  des  deux  autres  polynômes 

■y(x)  =  .1^'''  -¥-. . .  -H  /yx'''-j"'pj''~h. .  .^c'p^''', 

'\'"(x)  =  x''''p''''  -h.  .  .-+-  b'x^'^'-J'''p'^'-'-J'"  +.  .  .+  c', 

les  coefficients  c  et  c   n'étant  [)as  divisibles  par  p.  Si  l'on  a  /■  =  o, 
s  =  1  dans  5'  ou  Ç/",  les  résultats  auxquels  on  aboutit  subsistent;  le 
signe  qu'on  attribue  à  une  inclinaison  nulle  reste  d'ailleurs  indifférent. 
Nous  distinguons  (juatie  cas  : 

Premier  cas  •'  9  =  '/,  '-]>  =  '•]>'.  —  Soit,  pour  fixer  les  idées,  —  >  -' 

et  faisons,  dans  P  l't  i),  la  sulistitulioii  x  ^  yp\  V  se  transforme  alors 
en  p"  V  t  où 

l> ,  =  y  •>  -f- . .  .  -H  by^-J''  -I- . . .  -h  c  -H  />"  M  (y) 
et  Q  en  p     ~  (),  où 

Q,=y"  -h..--\-  by"-    "-'p'  +...H-C/?'-  -Hyr-.N(/). 

Dans  ces  deux  expressions  M(^')  et  N(j^)  sont  des  polynômes  en  k, 

1 
dont  les  coefficients  dépendent  de  p'.  Ceux-ci  ne  renferment  aucune 
puissance  négative  de  cette  (juantité;  £  et  i'  sont  deux  (juantités  posi- 
tives différentes  di;  Z(''r(). 

Comme  maintenant,  d'après  la  tliéoi'ie  des  résultants,  on  a 

iiO^""''.,  /''Q.  )  =  />'"''''  i^(  P,  Q)  (p), 

Jnurn.  de  Matli.  (6' séiie),  tome  II.  —   l-'asc.   III.   1906.  ^-^ 
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tanflis  que,  d'autre  part, 

R  (p'-P„  p"'q,  )  =  /7^'-'"  R(P, ,  Q.  )  (p), 

on  aura 

(■2)  R(P,Q)  =  p>-'^'R(l',,Q,)  (/>). 

Mais  le  ri'suhaiil  K(F,,  Q,  )  ne  pont  r-ln-  qu'une  suite  à  caractère 
1 
entier  de  puissances  de  y>".  Srjn  premier  terme  est  égal  <à  c''"*';  ou  a  donc 

R(P,  (^)),  par  conséquent.  divisi!)le  exaclemcul,  dans  le  domaine 
de  p,  par  p'^''^' \  mais  ceci  suppose  rinégalité  —  >  -• 
Les  trois  autres  cas  se  traitent  d'une  manière  analogue. 

Deuxième  cas  :  o  =  o",  i/  =  -!>'.  —  On  trouve 

R(P,Q)  =  .:>'-  +  ...  (p). 

Troisième  cas  (identique  au  précédent)  :  o  =  ç,',  'i  ^  ■]/". 

R(P,Q)  =  c'^^-4-...  (p). 

Quulriètne  cas  ■'  o  ^  o",  'i/  =  "i/". 

R(P,Q)  =  c->>'^^'-'V...  (p). 

Ici,  comme  dans  le  premier  cas,  on  a  par  hypothèse  —  >  -• 

Soient,  en  conséquence  et  pour  résumer,  l'(x')  et  Q(  r)  deux  poly- 
nômes en  X,  dont  les  polygones  respectifs  sont  des  droites,  d'incli- 
naisons distinctes,  situées,  en  le  touchant,  au-dessus  de  l'axe  des 
abscisses,  l'une  d'elles  pouvant  se  confondre  avec  lui;  suivant  que 
les  deux  inclinaisons  sont,  ou  non,  de  même  signe,  le  résultant  de 
P(.r)  et  de  Q(x)  est,  ou  non,  divisible  par  p.  Si  les  deux  droites  ont 
des  inclinaisons  de  même  signe,  représentées  respectivement  en 
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vah'uv  al>tioliir  par  les  rapporlH 

k  X  /•  /•  k'        a'  /•'        /■' 

/         Xs         ï  ('         X'.ï'         s'  ' 

le  résultaiil  de  V{x)  ri  Q(x),  en  supposaiU  —  ]>  ->  est  loujours 
exactement  di\isi/>/e  pai'  pi''''''  =  //''. 

5.   Reste  enliii  le  cas  où  les  deux  ineliiiaisoiis  sont  égales,  -  =  — • 

Le  résultant  K(P,  Q)  est  alors  certainement  divisible  par  />'''';  mais 
il  peut  Tètre  aussi  par  une  puissance  supérieure. 

Si  nous  nous  plaçons  dans  le  premier  des  cas  examinés,  P  et  (^,  par 

la  substitution  x  =  yp%  se  transforment  et  deviennent  /^^P,  et  /'"Qi- 
P,  est  le  polynôme  du  premier  cas,  Q,  prend  la  forme 

0 ,  =  j^'^  + . . .  +  6'y5-'-»'f  + . . .  +  c'  4-  yo •'  N  (  j) . 

Le  résultant  de  P  et  Q  est  divisible  par  une  puissance  de  /?,  supérieure 
à  p*'',  lorsque  le  résultant  des  deux  polynômes  formés  par  les  termes 

indépendants  de  //,  dans  P,  et  Q,,  se  trouve  divisible  [)ar  p.  Si  la 
chose  a  lieu,  R(P,,  Q,)  dans  (2),  est  alors  divisible  par  une  puissance 
positive  de  p.   Pour  l'évaluation  exacte   de  celle-ci,  certains  termes 

de  p'M(j^)  et  de  p'^(y'),  dans  P,  et  Q,,  ceux  ([ui  dépendiMit  des 
plus  petites  puissances  de  p,  doivent  être  pris  en  considération. 

Une  conclusion  analogue  s'obtiendrait  en  partant  du  quatrième  cas. 

4.  Les  résultats  de  ce  paragraphe  donnent  en  conséquence  le  moyen 
par  l'intermédiaire  de  la  formule  (1),  et  par  l'examen  seul  des  poly- 
gones, de  déterminer  dans  des  cas  étendus,  ressortant  de  ce  qui  pré- 
cède, la  puissance  de  p  (pii  entre  exactement  dans  le  résultant  de  deux 
])olynoines  à  coeflicients  rationnels. 

§  12. 

I.    Sup[iosons  un  pol^  nome  en  ./•,  adnii;llant  ( /7i;'.  ij),  comme  [lo- 
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lygoue  une  droite  AB  doni  rinclinaisoii  iiiiso  sous  foinic  réduite  est 

ésrale  à  -  • 
^  s 

Fig.  i3. 


On  peut  alors  envisager  les  points  représentatifs  des  ternies  de  tout 
pohnonie  en  x,  à  coefficients  ordonnés  suivant  les  puissances  crois- 
santes du  même  nombre  premier/),  comme  répartis  sur  des  .droites 
parallèles  à  AB,  dont  la  distance  (§o,  n°  2)  comptée  sur  l'axe  des 

oi'données  est  égale  à  -• 

°  s 

ÎNous  numérotons  ces  parallèles  à  partir  de  AB  et  dans  l'ordre  où 
elles  se  pi'ésentenl  nous  les  ap|)elons  A,,  A.,,  A3,  ...,  en  désignant 
|)ar  A„  la  droile  AB  elle-même.  Les  indices  négatifs  resteront  réservés 
pour  les  autres  parallèles  à  AB,  situées  au-dessous  de  AB.  lùifin,  nous 
introduisons  une  notation  en  convenant  cpie  des  congruences  telles  (jue 

h(x)^o  (moilA/,), 

h{x)  =  l,'{x)         (modA,), 

dans  losfpielles  k{x)  et  h'(x)  sont  des  |)olynomes  en  x,  signifient  que 
les  points  représentatifs  de  h(x),  respectivement  de  h(x)  —  h'(x), 
sont  si  Inès  .sur  A/,  ou  au-dessu-s. 
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Si  Ji(x)  el  h'(./;'),  ou  seulemenl  riin  de  ces  doux  polynômes,  sont 
rnliers,  la  même  définilion  subsiste;  mais,  dans  ce  cas,  les  points  repré- 
sentatifs de  h[x)  et  /*'(*■)  seront,  par  définition,  ceux  de  leurs  poly- 
nômes en  X  équivalents  dans  le  domaine  de  j). 

Soient  maintenant  h{x)  et  g{x)  deu\  polynômes  entiers,  vérinmit, 
le  premier,  h(x),  la  première  des  congruences  ci-dessus,  le  second, 
g{x),  la  suivante 

g{x)=o         (modA,). 

Dans  ces  deux  congruenccs,  K  el  y  sont,  par  hy|)othèse,  aussi 
grands  que  possible. 

Nous  disons  alors  que  h(x)  n'est  pas  divisible  par  g{x),  le  long 
de  \,  s'il  n'y  a  aucun  polynôme  entier  o(x'),  cas  échéant  indépendant 
de  c,  de  manière  à  avoir 

/i(x)ssg(x)z,(x)         (modA^-,,). 

g(x)  de  son  côté,  sera  irréductible,  le  long  de  Aj,  s'il  est  impossible 
de  trouver  deux  polynômes  entiers,  de  degrés  respectivement  infé- 
rieurs à  celui  de  g(x),  l{x)  et  i\x),  donnant  lieu  à  la  congruence 

g{x)^l{x)r{x)         (inodAy^.,). 

Nous  faisons  ces  conventions,  autant  pour  sinqililier  l'énoncé  du 
prochain  théorème,  que  pour  mettre  en  évidence  le  rapport  qui  existe 
entre  les  congrucnces,  prises  par  rapport  à  un  nombre  premier  ^,  et 
celles  que  nous  considérons  ici.  Il  suffit,  en  effet,  de  supposer  (fig.  i3) 
que  AB  se  confond  avec  l'axe  des  abscisses,  pour  pouvoir  remplacer 
Aa  par/)*,  dans  toute  congruence  où  intervient  le  module  Ay;. 

Ajoutons,  enfin,  que  la  figure  i3  se  rapporte  au  polynôme  _/(.r), 
dont  nous  allons  nous  occuper.  AB  sera  le  polygone  recliligne,  A„, 
de /(x-),  relativement  à  p.  Ae  sera  la  O'''™"  parallèle  à  AB,  tandis 
que  A'„,  le  polygone  de  g(x)i  sérail,  dans  la  même  ligiiie,  une  certaine 
droite  d'indice  négatif. 

2.   Ces  préliminaires  éla!)lis  nous  avons  la  proposition  (')  : 

Suit  g(x )  un  polynôme  entier  qui  ne  dépend  que  de  x%  à  coejji- 

(')    PoLir  avoir  le  tliéorème  de  Sclioeiu'inaim  (M.  Baiku.  toc.  cit.)  il  siiflil  de 
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cicnis  ralionriels,  susccptihlr  d'i'tre  mis  sou.s  la  forme 

g  {x)  =  x"  +  b ,  x-f'-  "7/  + ...  -I-  hj  x'^-  ■"  '  pj' -{-... -^  by  p"~, 

dans  laquelle  b,,  b.,,  . . .,  b-,,  sont  des  entiers  par  rapport  nu  nombre 
premier  p,  If  derniej-  b)  n'étant  pas,  par  rapport  à  p,  divisible 
par  p\  soit  q  un  entier  positif,  /i(x)  un  polynôme  entier,  à  coeffi- 
cients rationnels,  cas'  échéant  indépendant  de  x  et  de  degré  infé- 
rieur à  «  =:  'kqs. 

Si  cela  est,  le  polynôme  entier,  de  degré  n,  et  dont  le  polygone, 

relativement  à  p,  est  une  droite,  A„,  d'inclinaison  égale  à  -, 

(.)  _/•(,,.)  _„.,^.,.)  +  A(.,.), 

est  irréductible,  lorsque  les  coiulitions  suivantes  se  trouvent  réa- 
lisées. 

a.  /i(x)^o  (modAo),  0  étant  égal  ou  supérieur  à  r unité  et  A^  la 

dernière  des  droites  A  entrant  dans  pareille  congruence, 

b.  g(x),  irréductible  le  long  de  son  polygone  rectiligne  A^, 

c.  /i(x),  non  divisible  par  g{x),  le  long  de  Ae, 

d.  le  plus  grand  commun  diviseur  de  q  et  0,  égal  à  l'unité, 

e.  le  discriminant  de  l'équation  Cî(/)=o,   non  divisible  par  p, 

0(y)  étant  le  polynôme  entier  défini  par  l'égalité 


"W7  =  /J^''^'(r)- 


supposer  que  le  |)olygone  cle/(.r)se  confond  avec  Taxe  des  abscisses,  ou,  ce  ijui 
revieiil  au  même,  de  faire  /  =  o,  i=;i,  dans  lYnoncé  que  nous  avons  ici.  Les 
conditions  a,  6,  c  se  transforment  alors,  conformément  à  ce  que  nous  avons  dit 
touchant  les  congruences  suivant  les  lignes  A/,..  Au  lieu  de  a.  on  auiail 

li(.r)~o  (niod//*),  .... 

d  reste  telle  quelle  et  e  se  trouve  satisfaite  d'elle-même.  Ajoutons  (|u"en  déter- 
minanl.  comme  dans  la  note  du  l)a^  de  la  page  286,  directement  les  points  repré- 
sentatifs des  polynômes  entiers,  on  ])eiit  donner  une  autre  définition  des  con- 
gruences le  long  des  lignes  A^,  absolument  équivalente  à  celle  que  nous  avons 
adoptée.  Celle-ci  rendrait  l'énoncé  du  théorème  indépendant  des  suites  de  Ilensel. 
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3.   La  suhslluitioii 

(2)  x=yif 
transforme  .^(r)  en  p"~ Çfiy)  où 

G  {y)  =  y"  +  b,y  '   ')'  +  ...+  b^y^'^-'^'  -^ . . .  +  hy. 

A  cause  de  {h)  et  comme  au  paragraphe  4,  n°  2,  on  verrait  que  le 
polynôme 

yr(l)  =  /'  -i-  /y,  />  -  '  -H  .  .  .  -1-  hj  Û~i  -t-  ...  -4-  6)., 

est  irréductible  selon  le  module  />,  irréductible  par  conséquent  au  sens 
usuel.  Si  donc  nous  écrivons 

(3)  ^'(0  =  0, 

les  racines  /,,  l.,^  ...,  A  de  celte  équation  seront  algébriquement  con- 
juguées. 

Remarquons  toutefois  que  lirréduclibilité  de  g'(l)  n'entraîne  pas 
nécessairement  celle  de  G(y).  On  a,  par  exemple,  /-  -h  /  -i-  i  irréduc- 
tible selon  le  module  2,  alors  que 

y'  -^ y  -h  1  =  {y-  -\- y  -h  i)(y-  -  y  -h  \ ). 

4.   Mettons  en  évidence  les  racines  de  G(y)  et  soit 

(4)  G,j)  =  (j-^.)(r-;a)...(r-^x,). 

liempiaçons  /i(x)  par  le  polynôme  en  ./.-,  H(x-)  équivalent  à  /i(x) 
dans  le  domaine  de  p. 

Décomposons  ensuite  H(.r)  en  deux  parties  et  écrivons 

(5)  lî(x)  =  h'{x)  -h  h"(x)  (jy); 

h'(x)  est  le  polynôme  entier  formé  des  termes  de  H(j;)  -dont  les 
points  représentatifs  se  trouvent  sur  Aq.  De  tels  termes  existent  tou- 
jours à  cause  de  (a).  Si  dans  H(u;)  nous  faisons  la  substitution  (:>.), 


^54  G.     DL'M\S. 

0 

nous  obtenons,  après  division  par/)  ',  en  correspondance  avec(5),la 
relation 

(G)  H  (y,  j?)  =  H'(  V)  +  ,^  II"  (y,  f))  (J), 

dans  laquelle  H  et  H"  sont  des  polynômes  en  j',  dont  les  coefficients  à 

caractère  entier  dépendent  de  p%  H'Cv)  un  polynôme  entier,  à  coeffi- 
cients égaux  à  1.  '2.  ..  .,  on  {  p  —  i  )  et  i  un  exposant  entier,  positif  et 

dillV'iciil  de  zéro.  L'exposant  Ary  H — ,  (jue  nous  venons  de  rencontrer, 

provient  de  ce  que  la  substitution  (2),  effectuée  sur  un  terme  A.p'^.v^ 
dont  le  point  représentatif  se   trouve  sur   la  droite  Ae+ei  transforme 

celui-ci  en  Ap  "   y^^. 

Si  h(.c)  était  divisible  par  «■(./;),  lelongde  Ao,  il  existerait  un  ]>oly- 
nome  entier  o(x"),  tel  que  la  congruence 

h'(x)^g(x)o(x)         (modAe^.,) 

soit  vérifiée.  On  en  déduirait  aussitôt,  par  Tintermédiaire  de  (2), 
Texistencc  d'un  polynôme  entier,  <P(y),  susceptible  en  même  temps 
que  9(-t')  de  se  réduire  à  une  constante,  et  tel  qu'on  ait 

H'(r)  =  <^'(7)^(7)         (modp). 

La  réciproque  est  vraie  également. 

L'bypothèse  (c)  entraîne  donc,  avec  elle,  l'existence  de  deux  poly- 
nômes entiers  a^(j')  et  ^{y),  à  coefficients  entiers,  vérifiant  la  con- 
gruence 

H'(7)^(7)  +  G(r;T(7)  =  i         {modp). 

On  a  donc,  à  cause  de  (4), 

H'a.)r^(l,)  =  i  (inod/j),  (/  =  I,2,  ...,  A.y), 

d'où  résulte,  ir(^,),  non  divisiijle  algébriquement  par  aucune  puis- 
sance entière  ou  fractionnaire  ch'  p.  Le  premier  ternie  dn  dévelopj)e- 

nient  de  II'  ïj,  p" ) ,  suivant  les  puissances  croissantes  de  p',  sera  donc, 

par  suite  de  (G),  différent  de  zéro  et  indépendant  de  p'. 
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iî.   [îne  première  conséquence  de  (  c),  c'est  le  t'ait  (|iie  les  résultants 
des  polynoMies  tels  que 

ne  sont  divisibles   algébritjueiuenl    |jar  aucune   puissance  entièiv  ou 
fractionnaire  de  p. 

6.    I.'éii-alité  (  i)  conduit  à  l'éfjuivalence 

(7)  l\x)=g''{j;)+ii(x)  (p). 

H(./;)  représente,  comme  plus  haut,  le  polynôme  équivalent  à  /?(x); 
F(.()  le  polynôme  équivalent  kf(x)^  dans  le  domaine  de/j. 

Appliquée  à  (7),  la  subslituliou  (2)  transforme  cette  équivalence 
en  une  nouvelle, 

(8)  Viy,  /)  =  [G(y)]''^fPH(y.  f^)  (p^). 

I 
Or  ici,  de  par  le  n"  o  et  parce  que  les  suites  en  p%  coefficients  des 
polynômes  qui  s'introduisent  dans  la  décomposition  en  facteurs,  elTec- 
liii'cs  comme  au  paragraplie  5,  n"  (î,   sont  du  type  considéré  (§  li, 

n"  (>),    nous   sommes   assurés  que   h\y,p")    est   réductible   dans   le 

1 
domaine  de  p". 

•  )n  pourra  toujours  mettre  F\  y,  p'  j  sous  la  forme 


(9) 


(10; 


¥{y,/)^R.iyJ)?>J,yJ)  (J), 


^,  est  une  racine  ipn-lconqnr  de   liMpialiou  (i(^)=:o.    H,  et  K,  des 

Journ.  de  Math,  (b"  série),  loiiie  11.  —  Kasc.  III,  lyoti.  j4 
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polynômes  cii  )',  doiil  les  coelTicitMits  (''fi;au\  à  des  suites" li'lh-s  r|iii,' 

I  2 

-  £'„"+£';>■'+£','>'+... 

sont  Ions  à  caractère  entier.  Le?  £„",  £,",  . . .  sont  tons  des  entiers  algé- 
l)ri(|nes,  par  lapport  à  p,  dn  corps  R(H,).  0,  enfin,  est  tonjonrs  la 
même  (|iianlilé,  celle  dont  il  est  (pieslion  dans  (a  ). 

Suj)|)osons  niaintenanl  r(''(pialioM  (!()')  =  o  iiii'diicliiili':  jinis 
considérons  le  corps  normal  ou  de  (  ialois  (pie  l'iui  i)l)liriil  par  adidiic- 
tion  de  tontes  les  racines  ç,,  ^.,,  ....  :>,  au  domaine  des  nombres 
rationnels.  A  cause  de  (e),  le  discriminant  de  ce  corps  n'est  pas  divi- 
sible par  p. 

Si  donc  a^,  a^+i,  ...  re])r(''sentent,  par  rappiut  à  /*.  des  unités  de  ce 

flernier,  la  décomposition  de  F'  v, />' ,)  en  un  pioduit  de  polynômes 
en  )',  iir(''duclil)les,  et  dout  les  coel'licieiils  seraieut  des  suites  telles  (pu' 

se  ferait  (§li,  n"  (>)  d'une  manière  unilorme. 

De  ce  dernier  type  sont  aussi  les  coefficients,  mis  sons  forme  réduite, 
des  polynômes  U,;  on  peut  dn  moins  les  envisager  connue  tels.  Deux 
(|uelconques  des  polynômes  lî,  n'ont,  en  outre,  auiuu  di\  isenr  commun 
(puisque  les  racines  £,  sont  toutes  distinctes);  ils  sont,  d'autre  part, 

tous  diviseurs  de  ¥\y^^p''j  et  la  somme  de  leurs  dei:r(''s  r<'S|)eclifs  est 
égale  à  celui  de  ce  polynôme.  ÎNous  avons  donc  ce  (pie  nous  voulions 
obtenir, 


(") 


^iyJ')=--ii'^^i^y^^)- 


Si  r(''(piatiou  G(y)^o  n'est  pas  iriéductible.  la  même  conclusion 
subsiste.  (Jn  le  voit  facilement  et  sans  avoir  à  modifier,  |ioui  ainsi  ilire, 
les  (pieltpies  remarques  qui  précèdent. 

7.    Donnons  à  /,  pour  iiver  b^s  idées,  une  valeur  [larticiilière  /  =  i 
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l't  reniaiijiioiis  (|ii(_'  de  (Sj  on  driliiit 

el,  par  conscqiieiil,  à  cause  de  (lo)  el  (i  i), 

Si  Ton  ordonnait  l<'  produit  suivant  les  puissances  croissantes  de  p% 
la  suite  qu'on  obtiendrait- conimencerait  par  un  terme  dilTérent  de 

zéro,  non  divisible  par  p\   On  sait  (n"  4j  qu'il  en  est  de  inêine  de 

H,'^,,///  et,  d'une  manière  générale,  les  expressions  H,\^i,  p" ) 
jouissent  donc  de  cette  même  propriété. 

8.   Remplaçons  maintenant  dans  R,,  J'  par  ;  +  ;,.  On  oblienl  alors 
un  nouveau  polynôme  que  l'on  peut  écrire 

on   H^   re[)résenle  un  certain  polynôme  en   ;:,  dont   les  coefficients, 

1 
suites  ordonnées  suivant  les  puissances  de  p%   sont  tous  à  caractère 
iMilier.  £  est  un  entier  pf)sitil  diflérent  de  zéro. 

I'>n  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  voir  relativemeiil  à  II,\H,,  p' ) 

le  polygone,  construit  en  portant  en  abscisses  les  exposants  de  J  et  en 

1  .  0       .         . 

oidonnées   ceux  de  p\   devient    une  droite    d'inclinaison     >   Iraction 

léduitc  à  cause  de  (d). 

On    en    déduit    aussitôt,    par    a[)plicatioii    du    lliéoiéme   du    para- 
graplie  5,  n"  3,  ou  [)ai'  extcMision  de  celui  du  paragrapbe  N,  u"  .">,  l'ir- 

riMlucliliilité  de  K^,  dans  le  domaine  de  /j';  par  suite,   celle  aussi  de 
ehacini  des  diviseurs  K,. 
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9.  Soient  maintonaiil  t/(.r)  un  divisiMir  de  /"(x),  D(:c)  le  polyixnne 
équivalent  à  d(x)  dans  le  domaine  île  p.  DC.r^  est  alors  diviseur 
de  V(x)  et,  coninie  tel,  on  pourra  écriie 

D  (x-)  =x^''-i-...-h  hx'^'-J"  /y  -H  . . .  +  rp'''-  +  I  A„p  yo'^xP, 
où 

et  où  SA^p/'"/'^  représente  renseMd)le  des  ternies  de  D(./;)  dont  les 
[)fiints  repiésenlalifs  sont  situés  au-dessus  du  contour,  rertiliji^ne  éga- 
lement, relatif  à  ce  polynôme.  Les  coel'lleients  h,  ...,  c  sont  égaux 
à  o,  1 ,  2,  . . .,  ou  ( />  —  i),  le  dernier  d'entre  eux  c  étant  dadleuis 
din'érenl  de  zéro. 

La  substitution  (2),  eHecluée  dans  J)(x),  conduit  après  simplilica- 
tiou  par  p^''  à 


L) 


(_)',  p'  )  =  y^''  +  ...-+-  ^jk'^'--"'  + . .  .  h-  0  +  p"  D' f  y,  p'  ), 


.OÙ  D'  est,  comme  toujours,  un  polynôme  dont  les  coet'iicieiits  sont  à 
caractère  entier,  i  est  une  quantité  |)osilive  iliilérente  de  zéro. 

Mais  l)\y,p')  est  diviseui'  de  Lv_X, />"/,  et,   comme   tel,    égal   au 
produit   d'un    certain    noud)re    de    t'acteuis    K,.    La    l'orme    même    de 

\i\y,  pj  nous  montre  (pie  ce  |)roduil  lioit  être  sUsceptdjlc  île  s'écrire 

Les  fj  sont  racines  de  l'équation  (  i)  et  le  signe  II  doit  être  étendu 
à  certains  des  indices /  =  i ,  2,  ...,  A.  T(  v  )  est  encore  un  poix  nome 
en  y,  dont  les  coi'flicients  sont,  comme  toujours,  à  caractère  entier. 

Les  suites  (pii  inulliplienl,  dans  D'  v,  ///,  les  dilTérenles puissances 

de  y,  suites  cpie  nous  représentons  ()ar  "^OL^p',  ont  d'autre  part  leurs 
{■oeflicients  a,  tous  rationnels.  Pour  que  cela  ait  lieu,  il  laul  ipie  le 
produit  ci-dessus  s'étende  à  tous  les  indicesy  =  i,  2,  ...,  A. 

(  )n  a  donc  X'  ^  \q,  d(x)  par  consétpienl  de  même  degré,  A.vy  —  «, 
M'"'/"''"'  ^lo"'^  rirrédncliliiliti'  est  ainsi  di'montrée. 
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Théorie   des  probahilitcs   continues 
Par  W.  Loiis  BACHELIER. 


Les  formules  disconlinues  dont  il  est  fait  usage  dans  la  théorie  élé- 
nieiilaire  des  épreuves  répétées  présentent  de  grands  inconvénients. 

Dans  les  cas  les  plus  simples  relatifs  à  ces  proljabilités  discontinues, 
on  obtient  facilement  des  formules  donnant  la  solution  des  divers  pio- 
hlèmcs;  mais,  comme  ces  foniuiles  contiennent  des  factorielles,  leur 
calcul  devient  impraticable  quand  le  nombre  des  épreuves  n'est  pas 
très  petit. 

Dès  que  les  données  d'un  problème  se  compliquent,  sans  cepen- 
dant que  le  problème  change  de  nature,  il  devient  de  plus  en  plus 
(liflicile  de  trouver  une  formule  qui  en  exprime  la  solution.  Deux  for- 
mules relatives  à  deux  [)rol)lènies  de  même  nature  peuvent  être  appa- 
remment très  diflérentes;  il  est  cependant  évident  que,  le  nombre  des 
épreuves  devenant  très  grand,  les  solutions  des  deux  problèmes 
doivent  être  représentées  par  des  mêmes  formules  ne  diflérant  que  par 
des  coefficients. 

Entin  les  formules  discontinues  ne  sont  pas  expressives,  elles  m' 
donnent  aucune  idée  des  lois  de  la  variation  des  |)rol)abililés  avec  le 
nombre  des  é|)reuves. 

(les  inronvéuients  sont  si  évidents  que  depuis  longtem|)s  on  eiiq)loie, 
[)our  la   théorie  des   é[)reuves  répétées  et  pour  le  problème  le  plus 
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simple  de  la  lliroric  du  jeu,  dcis  formules  approclx'cs  (]ui  sont  coulinues 
el  expiessives,  qui  ('onduisenl  à  des  calculs  sim[)les  el  (|ui  donuenl  une 
idée  très  nette  de  la  variation  des  probabilités  avec  le  nondn-e  des 
épreuves.  Ces  formules  que  l'on  déduit  des  formules  discontinues  ont 
toujours  été  considérées  comme  approcliées  et  c'est  pour  celte  raison 
que  leur  usage  est  resté  très  limité. 

Des  formules  approchées  ne  peuvent  servir  de  point  de  dé|);u't  jiour 
de  nouvelles  recherches  et  c'est  pourquoi  l'emploi  des  formules  conti- 
nues ne  s'est  aucunement  étendu  depuis  Laplace 

IvCs  problèmes  que  l'on  s'était  posés  ne  pouvant  admettre  comme 
solution  exacte  que  des  formules  discontinues,  l'idée  de  considérer  les 
probabilités  comme  continues  a  priori  fut  envisagée  seulement  il  y  a 
quelques  années  lorsqu'on  se  proposa  de  résoudre  des  problèmes  ana- 
logues mais  dont  les  solutions  exactes  devaient  être  nécessairement 
continues. 

La  théorie  édifiée  alors  était  relativement  [)articulière,  il  i'ailail  la 
généraliser  de  fa^on  qu'elle  conq)rit  les  résultats  connus  avec  beau- 
coup d'autres,  il  fallait  aussi  établii'  ta  classification  des  dillérents  pro- 
blèmes d'après  leurs  caractères  réels  et  poui'  cela,  si  possible,  les  consi- 
dérer tous  comme  des  cas  particuliers  d'un  seul  genre  de  questions; 
il  fallait  enfin  traiter  ces  questions  en  admettant  a  priori  la  continuité. 

l'ouï'  satisfaire  à  cette  dernière  condition,  nous  sujiposerons  une 
■'uile  d'épreuves  en  nond)re  très  giand,  de  telle  sorte  (pie  la  succession 
de  ces  ('pieuves  puisse  être  considéi'ée  comme  continue  et  que  chaque 
('■preuve  puisse  être  considérée  comme  un  ('lénient. 

S'il  s'agit  d'un  très  grand  nombre  u.  d'épreu\es,  on  peut  supposer 
(pie  celles-ci  se  suivent  à  niteivalles  de  leiiqis  niiiiiinn'nt  petits  égaux 
et  c(jnsidérer  la  variable  a  comme  représentant  le  tein|)s  total. 

C-ette  assimilation  fournit  une  image  |)récieuse  ipii  fait  coiiccxdir  la 
transformation  des  probabilités  dans  une  suite  d^'preines  coin  me  un 
pliéiiomène  continu. 

pour  montrer  l'extrême  avantage  de  cette  conception,  il  n'est  pas 
n(''cessair(;  de  faire  connaîti'e  les  résultats  qu'elle  a  [lerniis  d'obtenir, 
il  suffit  de  considérer  la  simple  définition  de  la  probabilité. 
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La  somme  (les  prohaliilili's  do  tous  Ifs  cas  possibles  a  pfnir  valeur ////, 
c'est  une  conséquence  immédiate  de  la  définition.  La  considéralion 
des  probabilités  continues  et  la  notion  du  temps  donnent  à  ce  principe 
stérile  une  forme  en  quelque  sorte  animée  qui  fait  naître  dans  l'esprit 
une  foule  d'assimilations  :  la  probabilité  est  une  sorte  de  matière, 
d'énergie,  ...  de  cbose  (pii  se  transforme,  mais  qui  jouit  de  la  pro- 
priété de  la  conservation  dans  le  temps. 

La  théorie  des  probabilités  continues  présente  ainsi  de  grandes  ana- 
logies avec  certaines  théories  delà  Physique  mathémali(|ue,  anaiogii's 
qu'il  est  même  possible  de  préciser  dans  certains  cas. 

La  variable  qui  représente  un  nombre  d'épreuves  peut  donc  être 
considérée  comme  exprimant  le  temps,  mais  cette  assimilation,  si  elle 
est  avantageuse,  n'est  pas  nécessaire  et  c'est  pourquoi,  dans  la  suite  de 
cette  étude,  il  n'y  sera  pas  fait  allusion. 

Afin  d'obtenir  l'unité  indispensable  pour  la  classification  des  diffé- 
rents problèmes,  nous  ramènerons  ceux-ci  à  un  seul  type  en  supposant 
toujours  qu'ils  se  rapportent  à  un  jeu. 

Lorsqu'un  problème  n'est  pas  explicitement  relatif  à  un  jeu,  on  peut 
le  considérer  comme  le  cas  particulier  dun  problème  relatif  à  un  jeu. 
Sans  chercher  la  preuve  de  ce  principe  dans  la  suite  de  cette  étude, 
il  suffit  de  remarquer  que  si,  dans  un  problème,  il  s'agit  par  exemple 
uniquement  des  probabilités  p,,  p,;  •  •  i  on  augmente  la  généralité  de 
ce  problème  en  supposant  qu'à  chacune  des  probabilités  corresponde 

un  gain  ou  une  perte  a,,  •x., Le  problème  proposé  n'est  que  le  cas 

particulier  pour  lequel  a,  ^  a.,  = . . .  =  i . 

La  théorie  des  probabilités  continues  pour  être  générale  devra  donc 
être  une  théorie  générale  du  jeu. 

Nous  imaginerons  un  jeu  fictif,  continu,  tel  que,  s'il  doit  être  joué 
[i  parties,  les  gains  ou  les  pertes  des  joueurs  soient  supposés  continus. 
Les  probabilités  correspondantes  s'exprimeront  par  des  fonctions  con- 
tinues et  enfin  la  quantité  u.  sera  continue  elle-même. 

Lors(|ue  nous  parlerons  de  la  a'''"'=  et  de  la  (a  -+-  i)"""«  partie  |ou  de 
la  u."'""^  et  de  la  ([x-h  i)'"'"''*  épreuve|.  il  faudra  entendre  (pie  dans  le 
second  cas  ix  est  remplacé  par  li.  -f-  du.. 
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Ce  que  nous  appellerons  Ira  conditions  du  jeu  /)oi/r  une  porlir.  ce 
sera  l'ensemble  des  variations  possibles  des  gains  ou  des  perles  des 
joueurs  entre  ij.  et  ix  -4-  dit.. 

Pour  bien  comprendre  la  continuité  de  la  quantité  ul,  il  suffit  de  la 
considérer  comme  désij^nant  le  temps;  nous  l'avons  déjà  remarqué. 

On  conçoit  aisément  les  avantaj^es  que  l'on  peut  tirer  de  la  consi- 
dération de  ce  jeu  fictif  :  sa  théorie  est  absolument  indépendante  de 
celle  des  probabilités  discontinues;  elle  est  mathématiquement  exacte 
et  ne  procède  ni  par  approximations,  ni  par  tâtonnements  ;  elle  permet, 
pour  toutes  les  questions,  l'emploi  du  calcul  infinitésimal;  ses  formules 
sont  simples  et  expressives,  et  absolument  générales. 

Les  problèmes  dont  s'occupe  celte  théorie  se  succèdent  dans  un 
ordre  logique,  d'après  une  classification  méthodique;  les  calculs  qu'ils 
nécessitent  sont  simples  et  leurs  résultats  peuvent  presque  toujours  se 
traduire  immédiatement  en  chitlres  par  les  Tables  de  Kramp. 

En  résumé,  les  principes  qui  servent  de  base  à  cette  étude  peuvent 
se  ramener  à  deux  conceptions  :  la  supposition  de  la  coutiiniité  it  ht 
réduction  de  toutes  les  questions  à  un  type  unique. 


Classification  des  probabilités. 

1.  Les  conditions  du  jeu  |)euvenl  être  identiques  dans  chaipie  élé- 
ment d\).  ou,  si  l'on  veut,  à  chaipie  j)artie,  on  dit  alors  que  le  jeu  est 
uuifornu'  ou  qu'il  y  a  uniformité. 

Les  conditions  peuvent  être  variables  d'une  partie  à  l'autre  suivanl 
une  loi  donnée  d'avance  dépendant  uni([uemeul  du  rang  occupé  par 
cette  partie  et  indé])endante  des  faits  ant(''rieuis  à  celle  partie.  On  dit 
alors  (pi'il  y  a  indépendance. 

Lorsque  les  conditions  relatives  à  un  élément  d\t.  ou,  si  Ton  veut,  à 
la  li.'""*  pallie  dépendent  des  faits  ([ui  p<Miveiil  se  prodiiii-e  antéiieure 
meut,  on  dit  qu'il  y  a  connexilé. 

2.  On  peut  établir  la  classification  en  se  ])laçant  à  un  second  point 
de  vue;  s'il  y  a  //  joueurs,  le  problème  dont  on  s'occupe  peut  être 
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relatif  à  la  détermination  des  «'•ains  de  un,  de  deux,  . . .  de  n  —  i  joueurs. 
On  dit  alors  que  les  probabilités  sont  à  une,  deux,  ...  («  —  i)  va- 
riables. 

3.  Une  troisième  classification  est  éo;alomenl  indispensable  ;  lorsque 
toutes  les  variables  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  de  —  oo  à  -4- ao, 
les  probabilités  sont  dites  du  piemicr  <i('nrc.  Lorsqu'une  des  variables 
est  limitée  dans  un  sens,  les  probabilités  sont  dites  du  srcond  arnre. 

Lorsqu'une  des  variables  est  limitée  dans  les  deux  s<-ns,  les  probabi- 
lités sont  du  troisième  genre. 

Les  probabilités  sont  des  genres  s- iipê rieurs  (piaiid  deux  ou  [ilu- 
sieurs  variables  sont  limitées. 

4.  Avant  de  débuter  par  liHude  des  probabilités  du  premier  genre 
à  une  variable,  il  est  nécessaire  de  faire  une  remarque  relative  à 
l'application  pratique  de  nos  formules  :  celles-ci  sup|)0senl  la  conti- 
nuité, leurs  résultats  ne  seront  donc  qu'approchés  quand  on  les  appli- 
quera à  des  jeux  discontinus.  L'approximation  sera  d'autant  plus 
grande  que  le  nombre  [x  des  parties  qui  floivent  être  jouées  sera  plus 
grand. 

Probabilité  élémentaire. 

i» .  Le  joueur  A  qui  possède  une  fortune  infinie  doit  jouer  u.  par- 
ties; quelle  est  la  probabilité  pour  que  sa  perte  soit  x? 

Nous  supposerons  l'indépendance  mais"  non  l'uniformité,  alors  la 
probabilité  pour  que,  entre  les  parties  u-a,  ap,  il  se  produise  une 
perte  y,  ne  dépend  que  des  quantités  \j.^,  !^p?.X>  ^^Ic  peut  donc  être 
représentée  par  ^\j.^,\3.^.)dy.  (Si  nous  supposions  l'uniformité,  la  proba- 
bilité ne  dépendrait  que  de  ul^  —  u.^,  y.  Nous  ne  ferons  pas  cette  bvpo- 
tlièse). 

Soit  Ts^^^dx  la  probabilité  pour  que  la  perte  soit  x  à  la  u.''""  partie 
(c'est-à-dire  pour  que,  à  celte  partie,  elle  se  trouve  comprise  entre  x 
et  a;  -H  dx). 

La  probabilité  pour  que  la  perte  soit  .r,  à  la  a,""™*  partie  est 
^0,  (1,.  j-,  ax  f . 

Jouin.  de  .Ifatk.  (6'  série),  loiiie  11.  —   Kaso.  111,   ujo6.  35 
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La  pi'ohabililc  pour  que  la  perle  soit  x  à  la  u."'"*  partie,  cette  perte 
ayant  été  x,  à  la  (J^, "■"'",  est,  en  vertu  du  principe  des  prol)al)ililés 
composées, 

La  probabilité  de  la  perte  a:  à  la  a"'™*  partie  s'obtient,  d'après  le 
principe  des  probabilités  totales,  en  intéfi^rant  l'expression  précédente 
pour  toutes  les  valeurs  de  or,  de  —  ao  à  -h  oc.  (^olte  probabilité  a  aussi 
pour  expression  cTb^  a-  dx^  on  a  donc 


'"'•'•*  ~i.. 


,  X    ^[J.,,|JL.J--..,  "■^C 


Telle  est  l'équation  de  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  la  proba- 
bilité élémentaire  du  premier  genre  xsdx. 

La  somme  de  toutes  les  probabilités  doit  être  éjjale  à  un,  on  doit 
donc  avoir 


/• 


CT,,  „  .  dx  =  i . 


(>.    On  vérifie  facilement  que  la  solution  de  ces  érpialions  est 


'\>-iV-.y 


^dy. 


Lidenlificalion    des    deux    memltres   de    r(''(piali()n    condilionnrl 
repose  uiiii|U('iiifnt  sur  l'éj^alité  roritiiii' 


f 


La  piobabilité  a  donc  bien  la  valeur  exprimée  ci-dessus;  '^'(a)  et 
'^'(\i-)  sont  des  fonctions  arbitraires  (dont  la  secoiidc  es!  positive);  ce 
sont  ces  fonctions  supposées  données  (|ui  cararlériscnt  le  jeu  dans 
l'intervaili'  <hx  ou  si  l'on  veut  à  la  ja"'""'  paille. 
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7.  INous  écrii'ons  siiiiplciueiil  comme  suit  l'expression  de  la  proba- 
bililé  élémentaire  du  piemier  yeiirc,  ou  prohabililé  pour  que  la  perle 
soit  X  à  la  jjl""""  partie, 

e        ?il^i        , 

^V.,x^=      j-    /— — -   "*■) 

et  nous  cousidérerous  les  roiiclioiis  '\i  cl  'i  C(uunir  arl)iliaiics  en  tenant 
compte  ijuand  besoin  sei'a  de  leur  propriété  additivi;;  les  fonc- 
tions 4'(F'^)  '-''-  îd-*-)  ayant  respectivement  pour  expression 


la  valeur  de  ces  fonctions  pour  [i.  parties  est  la  somme  des  valeurs  de 
ces  fonctions  poni'  cbacnne  des  a  parties  considérée  isolément.  La 
seconde  intégrale  a  tous  ses  éléments  positifs,  donc  îp(|J-)  va  sans  cesse 
en  croissant  avec  (x. 

8.    Il  est  facile  de  reconnaître  ce  que  représentent  les  fonctions  ^ 
et  i|^  :  le  gain  moyen  ou  espérance  malbématique  totale  est 


La  fonction  '\i\i-)  est  donc  res|)érance  mathématicpie  totale. 
La  valeur  moyenne  des  carrés  des  gains  et  des  pertes  est 

r*"        l'Vin.-i-..)' 


on  en  déduit  9(1^.)  =  2(E-' —  il'-),  donc  : 

La  probabilité  de  la  perle  x  à  la  \x'''""'  partie  est 

-=—===  dx, 
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li'  (''Ijuil    la  vali'iir  inoycniu'  dfs  gains  el  E"  la  valeur   iiioyenno  des 
carrés  des  gains  et  des  perles. 

9.  Nous  avons  vu  que  la  fonction  '|(;J-)  |)oui'  u.  parties  élait  égale  à  la 
somme  des  fonctions  analogues  relatives  à  chacune  des  parties  consi- 
dérée isolément.  La  fonction  ■\>{[J-)  est  l'espérance  totale  .;■  ;  donc 
l'espérance  totale  pour  fx  parties  est  la  somme  des  espérances  des 
[X  parties;  résultat  évident. 

La  fonction  ^(|ji.)  =  2(E'- —  >i'^),  cpie  nous  appellerons  la /"««c/Zo/i 
d'Inslahililè,  jouit  des  mêmes  j>i(>[)riétés  addilives,  de  sorte  (pie  la 
proliahililc  de  la  perte  x  à  la  a""""'  partie  a  pour  expression 


:dx. 


^i  est  l'espérance  malliémati(|ue  ou  gain  moyen  de  la  /'"'*  partie 
considérée  isolément.  I">,"  est  la  valeur  moyenne  des  carrés  des  gains 
el  des  pertes  de  la  i'""'  partie  considérée  isolément. 

On  doit  reniar(|uei'  ([ue  la  prohahilité  est  indépendante  de  l'ordre 
des  parties  jouées. 

Les  formules  se  sim|jliHent  lors(]u'il  y  a  uiiir()ruiil('';  nous  n'étudie- 
rons pas  sp(''cialemenl  ce  cas  |)ai'ticulier. 

10.  Si,  par  exemple,  à  cluKpie  partie,  deux  allei  natiM's  smmI  seuli's 
|i()ssil)l(^s;  si  ;i  la  /'""■  partie  le  joueur  a  proliahilitc  ji,  de  gagnei'  la 
somme  a,  et  probabilité  ^,  tie  peidre  la  somme  |i,,  on  a 

()ii  peut  supposer  aussi  (pi  uue  inlinilé  (rallernalives  soil  possible 
à  cliacpie  pallie;  (pie,  par  exemple,  à  la  /'""  partie  il  y  ail  probabilité 
'(,{y)dy  pour  (pie  le  joueur  perde  une  soiume^';^'  pouvant,  par 
exemple,  varier  de  —  e,  à  ~|-  s^.  On  aura  alors 
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1 1.  I.a  formule  du  n°î)  était  connue  de  Laplace,  la  difTérence  entre 
celte  formule  et  celle  du  n°  7  consiste  dans  la  conception. 

Laplace  considérait  sa  formule  connue  approchée,  nous  considérons 
la  nôtre  comme  exacte. 

La  formule  de  Laplace  constituait  le  but  de  sa  théorie;  elle  est.  au 
contraire,  le  point  de  départ  de  la  nôtre. 


Cas  où  il  y  a  symétrie. 

12.  Le  jeu  peut  être  équitable  dans  son  ensemble,  il  suffit  pour 
cela  que  4'(!^)  ^=  ^^i  soit  nul.  Si  à  chaque  partie  le  jeu  est  équitable, 
il  est  nécessairement  équitable  dans  son  ensemble.  La  probabilité  de 
la  perte  x  a  alors  pour  valeur 

ctx. 


V^v'?(t^) 


Si  Ton  change  x  en  —  x,  celte  formule  ne  change  |)as.  Donc,  lors- 
([u'on  suppose  la  continuité,  le  fait  pour  un  jeu  d'être  équitable  a  [)our 
conséquence  la  symétrie  de  la  probabilité. 

La  prohabilité  a'ij,,^  pour  que  la  perle  soit  supérieure  à  x,  ou  proba- 
bilité totale  du  premier  genre,  s'obtient  en  intégrant  l'expression  pré- 
cédente entre  x  et  x  et  en  posant  x'-  =  "a-o(  ix),  on  a 


I  12/ 

•'=    2~2^j„ 


Celte  probabilité  se  calcule  donc  facilement  par  les  Tables  de  Kranq). 

13.  (^onsi(l(Mons  l'intervalle  ±x  tel  (pu;  la  prohahililé  pniu'  que 
l'écart  soit  inférieur  à  x  soit  égale  à  une  quantité  doimée  «,  on  doit 
avoir 


/^X 


e-''(fA  =  u. 


2(38 


L.     BACHELIER. 


Cet  intervalle  x,  si  lu  [Hdhahililé  est  cmislanle,  \aiie  |>r(>|)()ilioii- 
iicllciiit'iil  à  la  racine  carrée  do  la  tonclioii  Jinslaldlile,  (loue  : 

Les  écarts  croissc/if  pruportioiirK'llciiK'nt  à  La  racine  carrée  d<'  la 
fo/iclion  d 'inslabililé. 

(Test  à  cette  propriété  que  la  fonction  d'inslahililé  doit  son  nom. 

La  fonction  '^(\J-)  croissant  conslainnniil,  li'>  ('•caris  mihI  sai:>  cesse 
en  croissant;  ils  crois.senl  indéliniinenlsi  ^(  a  )  tend  vers  Finlini,  autre- 
ment ils  tendent  vers  la  loi  asymptote  à  laquelle  correspond  ^(ac). 


Cas  général. 

I  i.  I.a  probabililé  du  pi'einier  <;eiire'i:^^^  ou  [irolialiililé  pour  (pie 
la  perte  soit  supérieure  à  x  à  la  li.""'"'  |)arlie,  s'obtient  en  intéj^rant  la 
formule  du  n"  7  entre  x  eX.  +30,  et  en  posant  '.j;(p.)  +  x-  =  X  \/ç([x), 
on  a 

(^etlc  probabilité  se  calcide  donc  facilemenl  pai'  les  Tables  d(^ 
Kramp. 

lîeprenous  la  fornmle  du  n"  7  et  posons  x' ^  x'' —  '-pf  [J-),  la  probabi- 
lité relative  à  x'  est 

dx  . 


v/itvnpô 


I^a  distribution  des  pi'obabililés  de  part  et  d'autr(.^  de  la  probabilité 
maxima  [  ./•  =^  —  '■|'(u-)]  est  donc  analogue  à  celle  (pic  nous  avons  étu- 
diée (n"  12),  nous  pouvons  donc  dire  : 

Le  gain  moyen  es!  égal  à  l'espérance  nia/hi-niatif/iic  futaie,  les 
écarts  en  plus  ou  en  moins  sont  proportiunnels  à  la  racine  carrée 
de  la  fonction  d'instabilité. 
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Application  à  la  théorie  des  épreuves  répétées. 

i'ô.  La  prohabililé  cVun  rvénPincnt  est  p^  à  la  première  épreuve, 
p^  à  la  deuxième,  p^  à  la  troisième,  ete.  Quelle  est  la  pi'ohahilile 
pour  que  Ué\'énement  se  produise  z  fois  en  [/.  épreuves  ? 

Supposons  qu'un  joueur  A  touche  uq  franc  chaque  fois  que  l'évé- 
nement se  p:oduit  et  qu'il  ne  touche  rien  quand  l'événement  ne  se 
produit  pas.  La  probabilité  pour  que  l'événement  se  produise  z  fois 
est  égale  à  la  probabilité  pour  que  le  joueur  gagne  z  francs,  probabi- 
lité qui  est  exprimée  par  la  formule  du  n°  9.  Dans  le  cas  considéré 

^i  =/o         Se-,  =  %p,         E,'  =  Pi, 
■i'L{E^~cr)=-2^{r-p)  =  aZpq 

en  posant  q  :=  \  —  p.   La  probabilité  pour  que  l'événenienl  se  jiro- 
duise  z  fois  en  [jl  épreuves  est  donc 


dz. 


16.  La  valeur  moyenne,  la  valeur  probable  et  la  valeur  la  plus  pro- 
bable du  noml)re  des  arrivées  de  l'événement  est  H/j.  Nous  représen- 
terons les  autres  nombres  des  arrivées  de  l'événement  par  leurs  diUc- 
rences  à  H/j;  nous  poserons  z  ^^'Lp  -^ x.  La  quantité  x  est  dite 
Véeart. 

\m  formule  ri-dessus  donne  la  prohaliilil»'-  pour  que  ;  soit  compris 
cnlre  z  qV  z  -h  dz,  la  proliahilili'  pourcpie  l'écart  .tsoit  compris  entrer 
et  X  -h  dx  est  donc 

dx. 


y/û  ^2  S,pq 


(Icllr  foirimli' alliil)ui''('  à   Poisson  n'est  donc  (piuii  cas  particulier 
(le  celle  de  l^aplace. 

Lorsqu'il  y  a  unifotiiiit('',  e'est-à-dii'e  lors(|ue  les  épreuves  soûl  ideii- 
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ti(|ii('s,  clic  se  rcduil  à 


.le  n'ai  pas  à  exj)()scr  les  roiisi'(|ii('iir('s  de  celle  lorimile,  celles 
soiil  (lévcl()|)|K''es  dans  le  cours  de  calcul  des  piolialiililés  d<'  M.  H. 
Poincaié. 

Lorsqu'il  n'y  a  pas  unifoiinil('',  les  conclusions  à  tirer  de  la  loiiinile 
sont  les  mêmes,  sauf  lors(|uc  ]S/jy  tend  vers  une  limite  lixe;  alors  les 
écarts  au  lieu  d'ausîmenler  indéfinimenl  avec  le  nombre  des  épreuves 
tendi'Ml  \cis  \]\]i-  liinile  fixe. 


PROBABILITES   CONNEXES. 

17.  .lusfpi'à  présent,  nous  avons  su|)|josé  riiuh'spendance,  nous 
avons  admis  que  les  conditions  pour  une  partie  étaient  indépendantes 
des  résultats  antérieurs  du  jeu. 

Lorscpron  essaie  de  s'alTrancliir  de  cette  hypothèse  on  rencontre  des 
difficultés  excessives,  de  sorte  <jue  certaines  classes  de   prohahilités  . 
connexes  semblent  seules  pouvoir  être  Tobjet  d'une  théorie. 

Nous  étudierons  ici  les  probabilités  connexes  du  premier  genre. 
Nous  dirons  qu'il  y  a  coiinexité  du  premier  genre  quand  les  condi- 
tions à  une  partie  dépendent  uniquement  de  la  perte  actuelle  et  du 
rang  occupé  par  la  partie.  Nous  supposerons  d'abord  l'uniformité,  de 
sorte  que  les  conditions  à  une  partie  ne  dépendent  que  de  la  perte 
réalisée  quand  on  commencera  celle  partie. 

18.  Si  les  conditions  d'un  jeu  sont  telles  (pie,  à  chatpie  parlic,  l'es- 
pérance totale  relative  à  cette  partie  soit  proportionmdie  à  la  perte 
actuelle  et  que  la  fonction  d'instabilité  soit  constante,  la  j)robabilité 
pour  (pie  la  perle  soit  .c  à  la  [x"'"*  partie  est 
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(p,  esl  la  fonction  (rinstal)ililé  relative  à  une  partie,  c'est  une  constante, 
nous  l'avons  suppose,  a  est  le  coefficient  correspondant  à  l'espérance 
totale;  quand  la  perte  actuelle  est  »,  l'espérance  totale  pour  la  partie 
suivante  est  ax. 

I^our  démontrer  celte  formule,  on  suppose  d'abord  que  lintcrvalle  jx 
est  divisé  en  deux  intervalles  [x,,  p-j.  Dans  chacun  d'eux  il  y  a  indé- 
[)endance;  dans  le  premier,  l'espérance  est  nulle,  mais  dans  le  second 
l'espérance  est  proportionnelle  à  la  perte  réalisée  dans  le  premier. 

On  suppose  ensuite  que  l'intervalle  \j.  est  divisé  en  trois  intervalles 
dans  lesquels  il  y  a  indépendance.  Dans  le  premier  l'espérance  est  nulle, 
dans  le  deuxième,  l'espérance  est  proportionnelle  à  la  perle  réalisée  à 
la  fin  du  premier  et,  dans  le  troisième,  l'espérance  est  proportionnelle 
à  la  perte  réalisée  à  la  fin  du  deuxième. 

On  suppose  ensuite  l'intervalle  a  divisé  en  une  infinité  d'autres,  et 
l'on  arrive  ainsi  à  la  formule  précédente. 

19.  Le  problème  considéré  paraît  particulier,  il  a  cependant  une 
grande  importance  parce  (ju'il  étudie  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  il 
existe  une  cause  accéléi-atrice  ou  retardatrice  des  écarts,  prf)[)orli(in- 
nelle  à  la  valeur  même  de  ces  écarts. 

Si  a  est  négatif,  une  perle  x  rend  plus  pi'obable  une  |ierle  plus 
grande;  les  conditions  du  jeu  rendent  plus  rapide  la  production  des 
écarts,  elles  sont  accélératrices. 

Si  a  est  nul,  il  y  a  indépendance. 

Si  a  est  positif,  à  une  perte  x  correspond  une  espérance  ax  positive 
qui  lend  à  diminuer  celte  perte,  les  conditions  du  jeu  oui  donc  une 
influence  régulatrice. 

Considérons  maintenant  le  cas  générai  des  probabilités  connexes 
du  premier  genre,  supposons  qu'il  y  ait  symétrie  dans  l'ensemble  (c'est- 
à-dire  que  la  perte  a;  en  [x  parties  ait  même  probabilité  que  le  gain  x) 
et  supposons  qu'il  existe  une  cause  tendant  à  régulariser  les  écarts. 
Celte  cause  se  traduit  par  une  espérance  mathématique  qui,  par  défi- 
nition, ne  dépend  (jue  de  l'écart  x-  el  (jui  peut  se  représenter  par  le  dé- 
velo[)[)ement  :  a„-\- ax  +  a„x'^ -\-. . ..  Puisqu'il  y  a  symétrie  dans 
l'ensemble,  a„  est  nul,  et,  si  l'écart  est  iiilinimeul  pelil,  Tespérance 
matliéuiali(pic  se  réduit  à  ax. 

Jdiuh.  de  Maili.   \i\'  s.-iicj,  l.iiiic  II.    -    l'asc.  III,    lyoO.  •'^t) 
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Le  [)r<)l)l(!iiio  considéré  psl  donc   très  iiiiportiiiil,  parce  (ju  il  ré^il 
tous  les  cas  où  les  écarts  restent  très  petits. 

'20.    La  pr()l)al)ilil(''  pour  (|ue  la  perte  soit  supérieure  à  x  à  la  u.""" 
pai'lie  s'olitient  en  intéjj;ranl  la  t'orniule  ci-dessus  enlic  .f  cl  -t- ce.  Imi 

posaiil  .1-  —  A  1/  2>, )  cetle  proOaliilile  a  poiii'  evpicssioii 


I  I      a       / 


e     dk, 


'lie  est  donc  lacile ni  calculai)le  par  les  Tahles  de  Kranip 

L'aniplilude  des  l'carts  est  mesurée  pai'  la  ipianlili' 


v/?'-^^ 


doni  le  car-r(''  pourrai!  èlre  wmwwi-  fond loii  d' iiislahilih'  lalalf.  (  lelte 
l'oiicti(^n  ne  jouit  pas  de  la  propru'-li'-  d'addilion  connue  lors(pril  y  a 
iiid(''j)endance. 

Î2l.  Nous  allons  su|)|)oser  (pie  a  auj^nienle  indi'-iininu'nl  el  nous  dis- 
(iiii^uerons  trois  cas  : 

i"  Les  condilions  du  jeu  soni  relardah'iccs  (a  >  o  )  ;  la  distriluilion 
des  prohaliiliti'-s  leinl  vers  la  loi  asyniplote 


-z=  dx. 


\    art 


I>cs  écarts  croissent  constamment,  mais  ils  tendent  vers  des  limites 
fixes;  ils  décroissent   indéiiniment  on  valeur   relative   (relativement 

2"  Les  condilions  sont  accélérati'ices  (a  <^  o)  :  Les  écarts  croissent 
en  valcui'  absolue  et  relative,  et  plus  rapideineni  (pn^  toute  (pianiili' 
al^éhritpie. 
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■5°  l)iiiis  le  cas  iiiterniédiaiic  où  a=^  o,  nous  retrouvons  la  loi  de 
liernoulli  el  la  formule  de  l^aplace  :  Les  écarts  croissent  indéfiniment 
en  valeur  absolue,  ils  décroissent  indéfiniment  en  valeur  relative. 

22. 'Supposons  qne  le  joueur  A  ait  perdu  actuellement  la  somme  z\ 
la  probabilité  pour  (|ue,  (!n  jouant  jj.,  nouvelles  parties,  sa  perte  totale 
soit  X  (ou,  si  l'on  veut,  [lour  que  dans  ces  \x.,  parties  il  perde  la  somme 
X  —  -)  est 


\    in 


flr. 


(,  _  e-««^) 


Si,  en  cllel,   on  désii^iic  par  crT|j,  .  ,    cette  proijabilité,  celle-ci  doit 
vérifier  Téquation  suivante  analogue  à  celle  du  n"  o 


-/  ^\X„0.z'^^,.Z.^- 


En  donnant  aux  (piantitcs  tn  la  valeur  ci-dessus,  rideritificalion  des 
deux  mendjres  ne  présente  pas  de  difficulté. 

25.  IJ urne  A  cuitlful  m  IkjuIcs  blanches  et  a  hoiilr-s  noires, 
Vuriie  B  coniienl  ni'  houles  blanches  el  n'  boules  noires;  chaque 
épreuve  consiste  à  tirer  une  boule  de  A  pour  la  placer  dans  B,  en 
même  temps  quà  lire?-  une  boule  de  B  phur  la  placer  dans  A. 
(Juelle  est  la  probabilité  pour  que,  après  a  épreuves,  les  urnes  A 
et  B  aient  une  composition  donnée  ? 

Nous  dirons  que  l'écart  est  x  si  les  nombres  des  boules  blanches  et 
des  boules  noires  contenues.dans  l'urne  A  sont  respectivement 

(  m  +  /«' ){r>i.-hn)  (  n  -i-  n'  )  (  /n  +  n) 

s  '  i  ' 

S  désignant  la  somme  m  +  m   +-  //  -t-  /i  des  boules. 
Si  l'écart  est  x,  il  y  a  au  |ii()cbaiii  tirage  probabilité 

(m  -h  m'  1  {m  +  "  ) (»  +  n'  ) (m'  -\~  n')-+-sx[{m-i- ni'){rn-i-n) -i-(n-h /i')(iii'  -^- ii'  )]  i-  .v'.r* 
(/«-+- /j )(  m' +  «' )** 
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pour  (lu'il  sorte  une  lioiilc  hlam'lic  de  riirin'  A  ri  iiiic  iioirt'  ilf  ruine  li 
et,  par  suite,  pour  que  l'écart  diminue  dune  unité. 
11  y  a  de  même  probabilité 

{n  + /z' )(/?;  +  «)  (m -f-  ni'){m'-+  n')—sa:[{n-^    /()(,/« -t- /() +  ^'" -t-  w  )  (w'-i- «')]+  .s'.r- 
(  w  + /!  )  (  m' -H  rt' )  s' 

pour  qu'il  sorte  une  noire  de  Furne  A  et  une  hlanelie  de  ruine  l>  et, 
par  suite,  pour  (jue  l'écart  augmente  d'une  unité. 

Supposons  qu'un  joueur  H  perde  une  somme  é^ale  à  lécarl.  Poiu' 
le  tirage  consid(''ré  son  espérance  mathématique  est  égale  à  la  flillV-- 
rence  des  probabilités  précédentes;  elle  a  donc  pour  valeur 


(//(  -t-  Il  )  (m'  +  li) 


elle  est  proportionnelle  à  x. 

Nous  supposerons  (pie  ///,  m',  n,  n' ,  ]x  sont  des  grands  nombres 
du  même  ordre.  Si  les  écarts  partaient  de  zéro  et  si  aucune  cause  retar- 
datrice n'agissait  sur  eux,  ces  écarts  seraient  de  l'ordre  \/a  (théorie 
ordinaire  des  épreuves  répétées)  négligeables  comparativement  à  w.  et, 
par  suite,  comparativement  à  m,  m',  /*,  n' .  Dans  le  cas  aeluel,  il  en 
est  de  même  à  plus  forte  raison  si  l'écart  initial 


mil  —  nt  n 


est  (comme  nous  le  supposerons)  négligeable  eouq)aralivement  à  p., 
m,  m',  n,  n'. 

Si  l'on  néglige  x  auprès  de  ///,  ni',  //,  //'  dans  l'expression  de  la  fonc- 
tion d'inslabililé  relative  au  prochain  liiagc,  celle-ci  se  réduit  à 

l^(m  -h  m')(n  -\-  n') 


I/espérance  étant  luoportionuclle  à  .r  et  la  lunelioii  d'inslabililé 
étant  constante,  la  probabilité  pour  (pie,  en  ;j.  é|)reuves,  l'écart  ait  une 
valeur  donnée  ./■  s'obtient  en  remiilaçaiil  dans  la  formule  du  n"  2*2  les 
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(|u;nilil(!'s  a,  z,,    cl  ;  par  leur  valeur;  la  probabililé  de  l'écart  .r  est 


onc 


,^-..^^1 


y  2(/7H-  m')  («  +  n'  ){m-\-  n)(m'  -h  n'  )  \  i  —  e     im  +  num'+nij 

Il  faut  remarquer  que  la  formule  du  n"  22  est  exacte,  tandis  que 
celle-ci  n'est  qu'approchée. 

Laplace  a  essayé  de  résoudre  le  problème  dont  nous  venons  de  nous 
occuper  (  7"Aeor«e  des  Prohabililés,  p.  292),  il  suppose  que  l'on  ait 
m'  -h  n'  =  m  -{-  n  et  m  -h  m'  =^  n -h  n' ,  il  établit  d'abord  une  éc{uation 
aux  différences  fîniespartiellesquiest  exacte,  puis  il  transforme  celle-ci 
par  des  approximations  mal  conduites,  il  arrive  ainsi  à  une  équation 
aux  dérivées  partielles  qui  est  inexacte. 

Sa  méthode,  convenablement  employée,  eût  permis  sinon  de  ré- 
soudre le  problème,  du  moins  d'obtenir  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles qui  le  ré^nt  :  Si  l'on  désigne  par  U  la  probabilité  d'un  écart  x 
en  u.  épreuves,  la  fonction  U  doit  vérifier  l'équation 

e  d^V         m  —  n    -  ^^irr  àl)         àU 

4        ax-         m  -\-  n  ôjc         o\>- 

et  plus  fi^énéralement,  quand  les  urnes  sont  quelconques, 


.v=  '  âx-         [m  -r-  u){m'  -h  n')  '  dx  ait- 

lexpression  donnée  précédemment  pour  la  probabilité  satisfait  bien  à 
celte  équation. 

Probabilités  non  uniformes. 

2i.  Il  est  possible  d'obtenir  l'i'Kprcssion  des  probabilih's,  (|uaii(i,  à 
iha(|ue  partie,  la  fonction  d'instabilité  dépend  uniquement  de  u., 
quand  elle  est,  par  conséquent,  de  la  forme    A(a)   et  quand,  d'autre 


I'j6  L.      ll.VCllEl-IbR. 

patl,  rt'sjx'raïuc'  iiiatlu'iiiatiijuo  |iour  une  parlic  csl  ('i,m1c'  au  pKxliiil 
de    la   poile    lolalc  x   iralisée   avaiil  celte    partie    par  une  fonction 

de[^,/(|J.). 

Le  cas  précédemment  traité  supposait  A(u.)  v.ifdi.)  constants. 

En  suivant  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n"  18,  on  est  con- 
duit à  ce  résultat. 

La  [)robabilité  de  la  perte  x  à  la  ij.'<'""^  partie  a  pour  e\|tression 


dx, 


i*'([i.)  élaiil  rinléi;rale  de  ré(pialion 

^  +  2/(a)F=A(a). 

^tî.    Mne  urne  contient  ///  boules  blanches  et  //  boules  noires;  on  en 
exilait  a  boules  au  liasard  sans  les  remettre  dans  ruine;  <mi  dit  (pie 

FécarL  est  x  si  en   a  tirages  il  est  sorti  -^ 1-  x  boules  blanches. 

Quelle  est  la  probabilité  de  l'écart  x  ? 

Supposons  qu'un  joueur  A  perde  une  somme  égale  à   lécart,  siip- 
|)osons  encore  que  p.  tirages  aient  été  efleclués  et  que  l'écart  soit  x. 

Au  tirage  suivant  il  y  a  probabilité 

(  //(  —  .v){ni  -^  II)  —  ni  \i. 
{m  -h  II) {ni -\-  Il  —  [j. ) 

pour  qu'il  MUle  iiiir  blanche   et,  pai-  suile,    pour  que  j'cMai i  aiigiiieiile 
(le   la   (iiianlilé ,  il  y  a  deiii("'iMe  |iii)bal)ili[é 

(  /«  -t-    ll)(ll  +  JU) /i  (A 

(m  -ir-  n)  (m  -\-  n  —  \i.) 
|)(nir  (piil  sorte  une  noire  et   qu'alors  l'écart  diniiniie  de  la  (piantilé 
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l/('s|)érance  inallirnialicjiio  du  joueur  A  |)our  le  tirage  considéré  est 


(Jonc 


elle  est  proportionnelle  à  .r  et  elle  est  de  la  l'oinie  x /"(ix). 
I^a  fonelion  (rins(al)ililé  a  pour  valeur 

2  [(  m  -h  /i}{m  —  .r  )  —  »^  |j.]  [(  /«  -h  «  )  (  "  -I-  -^  )  —  "  t^] 
(m  +  «)-(»(+«—  |jl)2 

^fous  supposerons  (pie  ni,  n,  [x  sont  de  grands  nombres  du  même 
ordre.  Si  aucune  cause  retardatrice  n'existait,  c'est-à-dire  si  à  cluupie 
épreuve  la  probabilité  de  sortie  d'une  boule  blanche  était  constante, 
l'écart  X  serait  de  l'ordre  de  \J[j.  (théorie  ordinaire  des  épreuves  répé- 
tées) et,  par  suite,  il  serait  négligeable  par  iap|)ort  à  u.  Puistpie,  dans 
le  cas  actuel,  les  écarts  tendent  d'eux-mêmes  à  diminuer,  .r  est  à  plus 
t'orle  raison  néglig(>able  comparativement  à  u.,  à  m  ou  à  n.  L'expres- 
sion de  la  ronetion  d'instabilité  se  réduit  à 


(  m  ~h  n  Y 


L'espérance  inalbémati(|ue  étant  de  la  l'orme  j:'/(u.)  et  la  fonction 
d'instabilité  de  la  forme  A(  |Ji),  on  peut  applicpier  au  problême  qui  nous 
occu[)e  la  formule  du  n"  24. 

I^a  probabilité  de  l'écart  x  en  ^  épreuves  est  donc 


,  ,      ; 2  |X        mil        m  +  n  -  |J. 

{m  -+-  «)  v'"'  -I-  "  c 


d:, 


(  ietle  formule  est  connue,  mais  il  faut  remarcpier  (prelle  constitue 
unesiiiipir  application  de  notre  thi'oric;  rlle  sera,  (Tailleurs,  généi'a- 
lisêe  coMi la  ihi'oric  (■Ile  même  dans  la  suite  de  cette  élude. 
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PROBABILITES   DU   SECOND   GENRE. 

*Hi.  D'apivs  notre  classification  dos  probahililôs,  celles-ci  .sonl  dites 
du  second  genre  f|uand  la  variable  (jni  exprime  la  somme  gaj^néc  on 
perdue  par  un  joueur  est  limitée  dans  un  sens. 

Nous  allons  donc  traiter  le  cas  où  un  joueur  A  qui  possède  seule- 
ment la  somme  w,  que  nous  appellerons  sa  fortune,  joue  contre  des 
adversaires  de  fortune  infinie.  Chacun  des  joueurs  devant  refiler  les 
dilTérences  après  chaque  partie,  il  pourra  arriver  un  moment  où  le 
joueur  A  aura  perdu  la  somme  ///  cpiil  possède,  nous  dirons  alors 
qu'il  est  ruiné. 

Les  prohabilités  de  ruine  du  joueur  A  dépendent  des  conditions  du 
jeu  (pii  lui  sont  propres  et  non  du  nombre  de  ses  adversaires.  Si  le 
joueur  A  a  un  seul  adversaire  B,  le  sort  de  B  se  déduit  immédialcinent 
de  celui  de  A. 

Nous  aurons  à  résoudre  les  questions  suivantes  : 

1°  Quelle  est  la  probabilité  W^,,,  pour  que  le  joueur  A  soit  ruiné 
exactement  à  la  u.'"™®  partie,  ou,  en  d'autres  termes,  quelle  est  la  pro- 
babilité pour  que  la  perte  m  soit  atteinte  pour  la  première  fois  à  la 
jj,ieme  partie. 

La  probabilité  n^,„  est  la  probabilité  élémentaire  du  second  lifeni'c. 

y"  Quelle  est  la  probabilité  P^„,  pour  que  la  ruine  se  produise  en 
ut.  parties?  P^„,  est  la  probabilité  du  second  genre. 

Il  est  évident  que  la  connaissance  d'une  des  probabilités  P  et  FI  en- 
traine la  connaissance  de  l'autre,  car  on  a 


=1  n. 


du.  et  IIm,  ,,,  =  — ^ 


3"  V.n  supposant  (pi'aucune  limite  ne  soil  assignée  pour  la  durée  du 
jeu,  (pielleest  la  durée  moyenne  de  celui-ci  et  la  probabilité  totale  P,,„ 
de  ruine  du  joueur"? 

4"  Quelle  est  la  probal)ililé  pour  (pie,  à  la  a"""'  partie,  le  joueur  A 
perde  une  somme  donnée? 

5"  Quelle  est  l'espérance  mathématitjue  du  joueur  A  ? 
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Cas  où  il   y  a   symétrie. 

27.  Nous  ctii(liei'ons  traborfl  \o  cas  on  \o  jeu  csl  ('•(|iiilal)lp  cl 
/ion  uiùfonne. 

Nous  avons  vu  (n°  12)  (jue,  si  l'on  suppose  la  conlituiilc,  le  l'ail  pour 
un  jeu  d'être  équilable  a  pour  conséquence  la  symétrie  des  |)robal)i- 
lilés.  Il  en  résulte  que  certains  problèmes  relatifs  aux  jeux  éipiilables 
peuvent  se  résoudre  par  simple  raison  de  symélrie. 

Va\  désignant,  comme  précédemment  (n°  12),  par  f^,,,  la  probabi- 
lité pour  que  le  joueur  perde  une  somme  su])érieure  à  m  à  la 
[/."'""'  partie  et  par  P|ji,„la  [trobabilité  pour  (pfil  soit  ruiné  avant  \i.  par- 
ties, on  a 

P       —  '>(i> 

*■  (i,m  —  -  *(j.,m' 

\\x\  effet,  la  perte  m  ne  peut  être  dépassée  au  bout  de  \j,  [)arlies  sans 
l'avoir  élé  antérieurement,  la  probabilité  «f  est  donc  égale  à  la  proba- 
bilité P  nuillipliée  par  la  probabilité  pour  que  la  perte  m  ayant  élé 
alleinle  avant  [j.  parties  soit  dépassée  à  la  u.""'*  partie,  c'esl-à-dire 
multipliée  par  ^,  on  a  donc 

T        —  -  P 

<  )u  eu  (|('"(bnl 

-"  cCk. 


P       —     i'       —     _    L    /^' 


La  probabilité  P,j^,„  se  calcule  donc  facilement  par  les  Tables  de 
Kramp.  <  )n  doit  reiuarcpier  (juelle  esl  indépenilanle  de  Tordre  des 
parties.  (Si  le  jeu  est  uniforme  cl  si  \j.  lend  vers  l'infini,  Pj^,,,  tend 
vers  un,  la  probabilité  de  la  ruine  est  alors  une  certitude.) 

28.  La  probabilité  élémentaire  lli^,,,  |iour  que  la  ruine  ail  lieu  exac- 
tement à  la  |j."'"*'  partie  a  [)our  valeur 

''••'"  <^l-^  v'™  <p(,x)v/<p(|^)      ^' 

Journ.  lie  Math,   (ti-  série),   lume  H.   —    l'asc.  lU,   lyuti.  ^7 
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celle  probabilité  est  proporliuimcllr  à  la  fonction  rrinstabilité  o'(  u.) 
de  la  (ieinière  partie  et  indcj)cndaMte  de  l'ordre  des  paities  anté- 
rieures. 

Quelques  intégrales. 

*l*i.  Le  pi'il(>  nt  ne  peut  être  atteinte  sans  (pic  la  |)crt<'  ///,  N-  soit 
d'abord  si  m  est  plus  ijrand  que  m,.  La  probabilité  pour  (|ue  la 
j)erte  m  soit  atteinte  pour  la  preniièn;  fois  à  la  ia'""*  partie,  la  perle  «n, 
ayant  été  pour  la  première  fois  atteinle  à  la  ij.,"'"'"  partie,  est,  en  vci  tu 
du  principe  des  probabilités  composées, 

llo.  (J.,.m,    -^    "[i.,.|Jl.m-»z,- 

\^n  perte  nt ,  pouvant  être  atteinte  pour  la  première  fois  à  toutes  les 
parties  depuis  zéro  jus(pi"à  a,  on  a,  en  vertu  du  principe  des  [)iobabi- 
lités  totales, 

Ho  a„,  ^  f        IT„  „,  „,  X  n^,  .„,_„,,  du.,, 
ou,  i-n  reni])laçanl  les  (piantilés  11  pai'  leur  valeur, 

, ^   I        ~7-- ,  -]=- ' — ,  — • — 'lix,\ 

\/Tçla)vo(,u.)       J^        \/7i=>(|x,)v/<i(|x,)   \/-[o(a)  —  ç(u,)]\/o(a)  --ç(,ji,)      ' 

celle  formule  peut  être  obtenue,  (pioique  péniblement,  [)ar  les  procédés 
ordinaires  de  l'Analyse. 

.Mais  le  calcul  des  probabilités  permet  sa  <;énéralisalion  immédiate  : 
on  peut  supposer  la  perte  m  divisée  en  un  nomlire  arbitraire  d'inter- 
valles égauv  ou  non  :  m„,  m„,,  ....  m,,  de  sorte  que 


le  premier  étant  atteint  à  la  (u.„_,  )''■■""  partie,  le  second,  à  la  (a„  .,  )'"""• 
partie,  le  troisième  à  la  (,"•„,)'''""'  partie,  . . .,  on  aura  alors 

X  n^„_,.pi„_,.,„.  ,  X  ...  X  IIji,^,  ,„,  X  n^,  p,  ,„,  r/a„. ,  ^/a„_a . . .  f/a, 
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OU,  L-n  remplaçant  les  quantités  II  par  leur  valeur, 


(»/,  4-  //(„  +  ...  +  //i.„)  !s'(  [jl)  e 


V/'T^tp(|J.)  v/ip(|x) 

'  ^  i-    .     /.f         1-       «j,m,  .  .  .  /«„tp'(|x)<?'(|x,)o'(|i,)  .     .9'(!J.„    ,) 


(v/-)" 


i?(^,-.)[9(iA,.-2)-?(i^,,-,)][<f{^,_:,)— ?(i^«-2  )]■■■[?(  i^)-?(  1^1  )];■' 

La  valeur  de  cette  intégrale  dont  V ordre  de  multiplicité  est  arbi- 
traire est  obtenue  sans  aucun  calcul. 

Je  rappelle  que  la  fonction  ç  (dont  ç.'  est  la  dérivée)  est  arbitraire 
sous  la  seule  condition  d'être  positive  et  croissante. 

50.  La  perle  m  ne  peut  être  atteinte  sans  que  la  perle  «/,  le  soit 
d'abord  si  /?/.  est  plus  grand  que  m,.  La  probabilité  [)oui'  que  la  perte 
soil  m  à  la  ijl"'""'  partie,  la  perte  m,  ayant  été,  pour  la  |)reniière  fois, 
alleinle  à  la  ;x,"'""  partie  esl,  en  vertu  du  principe  des  [uobabililés 
composées, 

La  perle  ///,  pouvant  être  atteinte  poni'  la  |)remiére  l'ois  à  toutes  les 
parties  depuis  zéro  jusipià  ;j.,  on  a,  eu  veitu  du  piincipe  des  [jrobabi- 
lités  totales, 

ou,  en  remplaçant  les  (piantités  ci  et  11  par  leui'  valeur, 

Sans  (pi'ancun  nouveau  calcul  soit  iK'cessaire,  on  |ient  i;<''nt''raliser 
cett(;  formule  comme  nous  l'avons  fait  [)récédemmeiil  ;  on  olil irni  ainsi 
une  intégrale  multi|)le  analogue  à  celle  du  n"  29. 
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Si,  clans  la  dernière  inléi;rale  simple,  on  pose 

•^   "~  m,  !f(ix)  —<f(\x,)' 

on  obtient  l'intégrale  connne 


y' 

en  posant  dans  celle  inlégrale  xy  =  a,  elle  devient 


/     e         ''  dx  = 

^0 


Cas  général. 

51.  Nous  ne  supposerons  pas  (jue  le  jeu  soit  é(iuital)le  ni  nnilnmie. 
Sans  traiter  le  cas  le  plus  général  où  il  y  aurait  indépendance  absolue, 
c'est-à-dire  où  l'espérance  et  la  ronclion  d'instabilité  seraient  indivi- 
duellement quelconques  et  variables  à  chaque  partie,  nous  suj)pose- 
rons  que  la  fonction  d'instabilité  soit  variable  et  (|uelcon(juc  et  que 
l'espérance  lui  soil  constamment  proportionnelle. 

Kn  désignant  comme  précédemnieul  par  9((J.)  la  fonclidn  d'instabi- 
lité cl  par  ']^{[J-)  l'espérance  loLale,  nous  aurons  donc  '^{\i-)  ^=  />s(a), 
A  <''laul  un  coelïicient. 

La  fonction  Çi(u.)  étant  eonstaininent  [losilive  et  croissante,  l'esjjé- 
rance  Acp(iJ.)  sera  constamment  croissante  ou  décroissanti'  suivant  le 
signe  de  k. 

Si  k  est  nul,  le  jeu  est  équitable  et  non  uniforme,  le  problème  con- 
sidc'ué  est  donc  ])lus  généiai  (|ue  celui  ([ue  nous  venons  de  tiaiter, 

l,ors(|ii(!  la  tonction  '^{\i-)  est  lin(''aire,  le  jeu  considéré  est  uniloiine 
et  si  •];,  et  o,  désignent  l'espérance  et  la  fonction  d'instabilité  relatives 
à  mie  partie,  ou  a 

(p  (  ij.  j  =  (7.^ , ,  '^  (  jjl)  =  u.'! ,  et  A  =  ^  • 
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Le  cas  le  plus  inipoi'tarit  de  beaucoup,  celui  du  jeu  unifoi'nie  cpnd- 
conque,  n'est  donc  qu'un  cas  |)arliculier  de  celui  que  nous  éludions. 

52.  La  perte  m  ne  peut  être  atteinte  sans  (|ue  la  [)eite  m,  le  soit 
d'abord  si  m,  est  inférieur  à  m. 

La  probabilité  pour  que  la  perte  soit  m  à  la  a"'"'*  partie,  la  perte  m, 
ayant  été  pour  la  première  fois  atteinte  à  la  [x,''™*  partie,  est,  en  vertu 
du  principe  des  probabilités  composées, 

"o,lJ.,.TO,  X    ^li,,|Jl.»,-m,' 

La  perle  m,  pouvant  être  atteinte  à  toutes  les  parties  depuis  zéro 
jus(ju'à  [x,  la  probabilité  pour  que  la  perte  soit  m  à  la  u.'""*  partie  est, 
en  vertu  du  principe  des  probabilités  totales. 


'l'elle  est  ré(|ualion  de  condition  à  latjuelle  doit  satisfaire  la  fonc- 
tion IL 

5Ô.    Les  probabilités  xs   sont  connues  (n"  7),  on  a,  par  exenqjle. 
puisijue  '\{[i-')  =  Ao(a), 


Il  est  facile  de  voii'  cpie  léijualion  conditionnelle  est  véritiée  si  l'on  a 


le  second  membie  de  réijuatiou  conditionnelle  peut  eu  efl'el  s'écrire  : 
l 'intégrale  esl  celle  que  nous  avons  déterminée  (n"  30),  et,  en  subsli- 
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liiaiil  sa  valeur'  dans  réqualion  coiulitioiiiielli'.  crili'-ci  dcviiMit  idoii- 
ti(jue. 

La  probabilité  de  ruine  à  la  ij.'""*  partie,  c'est-à-dire  la  pruhahllilc 
élémentaire  du  second  genre,  a  donc  pour  expression 


v^7tip(n)v/<f(:-i) 

elle  est  ind(''peiiilanlc  de  l'ordre  des  |)arlies  (|ui  pn^cèdeiil   la  |;."""'el 
pr()|p()ili()tnii'lle  à  la  l'oiiclion  d'inslaliililé '^'(u.  )  de  la  a"  ""^  partie. 


Probabilité  totale. 

5i.  La  probabilité  |)our  que  la  ruine  ait  lii'u  eu  a  pai'lies  s'obtient 
en  intégrant  l'expression  précédente  entre  zéro  et  u.. 

l'ai'  des  elian^enients  de  variables  on  obtient,  (pie!  (pie  soil  le  sij^ne 
.le  A, 

p,^,„=:  ^-  r    c-''^A+ -^r--^"'*  r    e  "dk. 

Telle  est  l'cîxpression  de  la  probahililé  totale  du  second  <j:i'nrc. 

Si  l'on  dillérentie  l'^,,„  par  rapport  à  [a,  on  obtient  ll|i,,„,  résultat 
évid(Mil. 

La  valeur  de  V^,_,„  se  calcule  iinuu''diatenHMit  |iar  les  Tables  de 
Kianip. 

F^orsque  le  jeu  est  uniforme  el  ipielcoïKpie,  on  a 

IV m  =  -4^/"°       e-'"d\  +  ^e    "''"    /  er'd'k. 

I.,()i'S(pie  le  jeu  est  équitable,  A  =  o  et  la  valeur  de  1^,^  ,„  se  léduil  à 
celle  (pie  nous  avons  déjà  obtenue  (u"  *27  ). 

3iî.  Sup|)()sous  (praucuue  limite  ne  soil  li\ée  pour  la  diii.'e  du  jeu  ; 
si  celui-ci  est  avantageux,  c'est-à-dire  si  A  est  positil  iM  si  de  plus  o(^;i.) 
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croit  vers  l'infini  avec  [jl,  on  a 

(li'tic  |)rol)al)ilil<''  ne  dc'jiend  pas  de  la  fonction  o(ix). 

Si  /f  est  néi^atif  et  si  o(u.)  croît  infléfinitiicnt,  on  a  P,  ,„  ~  i. 

I'",nlin,  si  "pt  [a)  ne  tend  pas  vers  l'infini  avec  a,  on  a 

P_„  =  4-_  r  e->'  ^A  +  ^ c  """  r  e- "  J'i. . 

Vît--  m  +  *OI«l  V'ÎT  •/„_ 


-*Ç|«>( 


Si,  en  pailiculiri-,  je  jni  csl  uniforme,  la  prohahilili'  tend  vers 
e        ''  r)u  vers  iiti,  siii\ant  (pie  ]>,  est  positif  ou  iK'^atif  («mi  nul  j. 

Durée  moyenne. 

5(>.  La  duri'-e  moyenne  d'un  jeu  est  lesjx'rance  matli(''niali(pii'  d  un 
joueur  H  (^ui  toucherail  um-  somme  éj;ale  au  noniluc  des  parlii's 
jouées. 

Nous  supposons  qu'aucune  limite  ne  soit  fixée  pour  la  flurée  du  jeu. 
Si  A'  est  posilif,  c'esl-à-diie  si  le  jeu  est  avantageux,  la  durée  moyemie 
est  infinie,  car  nous  venons  de  voir  qu'il  existe  alors  um-  prohahililé 
finie  pour  que  le  jeu  ne  se  termine  pas.  Si  A"  est  négalif  ou  nid.  la 
durée  moyenne  est  e\piiiiii!'e  jiar  1  liil(''t;rale 

ali^/a=    /      - — '—^ — =^ c/tjL. 

'  )n  ne  peut  la  calculer  sans  préciser  la  fonction  o{[x).  Si  le  jeu  esl 
uniforme,  en  remplaçant  cp([/.)  par  u.ç>,  et  A  par  —  et  en  posant 
m^  =  ULO,  A*,  l'intégrale  se  ramène  à  l'une  de  celles  {|ue  nous  avons  éta- 
blies et  la  durée  moyenne  a  pour  valeur  —  —  • 

I^or!i(jue  le  jeu  esl  iMpiilalile    cl   uuifoiine,   la    durée   moveiine  csl 
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Distribution  des  probabilités. 

."7.  I.ii  ronnaissance  de  la  prohabilitr  M,  pour  (|up  la  iiiiiif  ail  lirii 
à  une  partie  iiKli([uce,  ne  résoul  pas  friiiie  tiu/oii  romplèle  l(>  |)i(ililèiiie 
que  nous  nous  sommes  proposé;  il  nous  reste  à  ('tudier  les  prnlinlii- 
lilés  relatives  aux  cas  où  le  joueur  n'est  pas  ruiué. 

Nous  allons  donc  chercher  la  [M'obabilité  pour  que,  à  la  a"""'  partie, 
le  joueur  ait  [jerdu  la  somme  m  —  y. 

Si  le  joueur  ne  pouvait  être  ruiné,  la  ])rolialiilili''  p<>ui'  que  sa  pi'rle 
soil  m  —  V  à  la  jj.'""*  |)artie  serait 


\JlX\J'i{\l.) 


La  probabilité  cherchée  est  égale  à  celle  quantité  diiuinuée  d'une 
(piantilé  correspondant  à  la  possibilité  de  la  ruine  du  joueur  avant  la 
y,ieiiie  pjipiie^  quantité  que  nous  allims  calculer. 

Si  le  joueur  supposé  ruiné  à  la  [x,"'""*  partie  pouvait  continuer  à 
jouer,  la  probabilité,  pour  que,  dans  les  [x  —  pi,  parties  suivantes,  il 
gagne  la  somme  j,  et  pour  que,  par  suite,  sa  perte  soit  m  —  y  à  la 
(jt,'"™*  partie,  serait  Gî|j^ji_,. 

D'autre  part,  la  probabilité  pour  que  le  joueur  soit  ruiné  à  la 
p.,'™*  partie  est  Hi^,  ,„  d^x^. 

La  possibilité  pour  le  joueur  d'être  ruiné  à  la  u,"'"'  partie  diminue 
donc,  d'après  le  principe  de  la  probabilité  conq)osée,  la  probabilité 
f^ii,jji.»i-r  de  la  quantité  nji^,„nj^_j^_,  (^/jji, ,  et,  puisipie  a,  peut  prendre 
toutes  les  valeurs  de  zéro  à  (jl,  la  probabilité  cherchée  est,  en  vertu 
du  principe  des  probabilités  totales, 


L'intégrale  est  une  de  celles  que  nous  avons  étudiées  (n"  30).  Fina- 
lement, la  probabilité  pour  que  la  perte  soit  m  —  y  k  la  p."'»''  partie 
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est 


e'"^ 


Nous  connaissons  maintenant  les  probabilités  relatives  à  tous  les 
cas  possibles,  c'est-à-dire  la  distribution  des  probabilités. 

Lorsque  le  jeu  est  équitable,  la  formule  se  réduit  à  î^^u.m-)  — ^ti.m-y'i 
elle  peut  être  obtenue  par  simple  raison  de  symétrie.  (Consulter  mon 
Ouvrage  Suf  la  théorie  de  la  spéculation,  p.  65.) 

La  distribution  des  probabilités  étant  connue,  il  est  facile  par  des 
intégrations  de  calculer  la  probabilité  pour  que  le  joueur  gagne,  la 
probabilité  pour  qu'il  perde  une  somme  comprise  entre  zéro  et  m,  et 
enfin  lespérance  positive  et  l'espérance  négative. 

Par  des  changements  de  variables  très  simples,  on  rend  les  formules 
calculables  par  les  Tables  de  Kramp. 


Probabilités  connexes  du   second  genre. 

38.  Nous  dirons  qu'il  y  a  connexité  du  second  genre  quand  les 
conditions  du  jeu  à  chaque  partie  dépendent  de  la  perte  maxima 
antérieure  du  joueur. 

Nous  supposerons  que  le  jeu  soit  uniforme,  équitable  et  caractérisé 
à  chaque  partie  par  la  fonction  d'instabilité  o(,/;)  relative  à  cette 
partie,  x  désignant  la  perte  maxima  atteinte  avant  la  partie  con- 
sidérée. 

Si  le  joueur  possède  la  fortune  ni,  la  probabilité  pour  que  sa  ruine 
ait  lieu  à  la  a""""^^  partie  est  exprimée  par  la  formule 


/: 


r/c 


1/:^ 


V^  !■"• 


r?  ^         ai 


V> 


Pour  démontrer  cette  fornuile,  on  suppose  d'abord  .|ue  l'inliMNiilli 

Journ.  de  Math.  {6*  série),  tome  II.  —  Fasc.  III.  lyoG.  JO 
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zéro,  m  est  divisé  en  deux  inlervall<'s  :  zéro,  m,,  et  //^,  w,  la  fonction 
d'instabilité  ayant  la  valeur  (p,  tant  que  la  perte  est  inférieure  à  m,, 
puis  la  valeur  f(mt)  dès  que  la  perte  m,  est  atteinte. 

La  probabilité  pour  que  la  ruine  ait  lieu  à  la  [i.'""'  partie,  la  perte  m, 
ayant  été  pour  la  première  fois  atteinte  à  la  u.,""'"*  partie,  est,  d'après 
le  principe  des  probabilités  composées, 

et  la  proiiabilité  pour  que  la  luine  ait  lieu  à  lu  jjl"''"*  partie  est,  d'après 
le  principe  des  probabilités  totales, 


/' 


n„ ,.  X 11, 


„.,^p-<- 


L'intéi^ralion  s'elTectue  par  les  fornuiles  cpic  nous  avons  établies  au 
n"  29. 

On  suppose  ensuite  que  l'intervalle  zéro,  w  est  divisé  en  trois,  en 
quatre...  intervalles,  et  finalement  en  une  infinité.  On  obtient  ainsi  la 
formule  ci-dessus. 

59.  La  probabilité  P|j„,„,  pour  que  la  ruine  ait  lien  en  [Jt.  parties, 
s'obtient  en  intégrant  U^^,n  entre  zéro  et  pi.  En  posant 


=  1\ 


-^   I  e-"d'k. 


Celte  formule  se  calcule  par  les  Tables  de  kramp  dès  que  l'intégra- 
tion de  la  limite  supéiieure  est  efl'ectuée. 

Si  aucune  limite  n'est  fixée  pour  la  durc'e  du  jeu,  P„  ,„  a  poui'  valeur 
un,  la  ruine  du  joueur  est  certaine.  F^a  diii'ée  moyenne  du  jeu  est 
infinie. 


40.    Nous  supposons  maintenant  que  le  joueur  possède  une  fortune 
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infinie,  qu'il  joue  à  un  jeu  équitable  et  que,  à  chaque  partie,  les  condi- 
tions du  jeu  dépendent  de  la  perte  maxima  obtenue  avant  cette  partie. 
Quelle  est  la  probabilité  pour  que  ce  joueur  perde  la  soninie  -  en 
jouant  p.  parties? 

Nous  désignerons  comme  ci-dessus  par(p(j;)  la  fonction  d'instabi- 
lité relative  à  une  partie  quand  la  perte  maxima  antérieure  est  x. 

Une  analyse  qu'il  serait  trop  lonj^  de  rcproduii-e  conduit  au  résultat 
suivant  :  La  probabilité  pour  que  le  joueur  ait  perdu  la  somme  z  en 
a  parties  est 


V\J,       v'?MI         V?.-'lJ     , 

La  probabilité  pour  que  le  joueur  ait  J^agné  la  somme  :;'  est 

/^      dx  X^'J^ 

f       \/f(x)         K/ârx]        -7l\    f    T=  +  T= 

"        _      ^      _ LAi_!Je       l'L-^O     V'9MI        .'?-■■■' J    ^^. 

c/„  v'-^  |j.y/|X'i(j~) 

Ces  deux  formules  donnent  la  solution  du  problème  proposé.  Sup- 
posons, par  exemple,  ijue  ^(m)  ait  une  valeur  constante  p,  dans  lin- 
tervalle  zéro,  m  et  que  ^(-c)  devienne  nul  (et,  par  suite,  que  le  jeu 
cesse)  dès  que  x  atteint  la  valeur  rn.  Pour  obtenir  la  probabilité  du 
gain  s',  on  doit  considérer  la  seconde  formule  et  ell'ectuer  l'intégration 
entre  zéro  et  m.  En  posant  dans  le  résultat  y  =  rn  -\-  z',  on  obtient  la 
{)rol)al)ililé  pour  (juc  la  perte  soit  /n  —y,  c'est 


résultat  jjrécédcmment  obtenu  (  n"  57). 

-il.  Jusqu'ici,  nous  avons  supposé  le  jeu  équitable;  nous  ne  traite- 
rons relativement  aux  jeux  non  équitables  que  deux  problèmes  :  celui 
qui  consiste  à  chercher  la  probabilité  totale  de  ruine  quand  aucune 
limite  n'est  assignée  pour  la  durée  du  jeu  et  celui  qui  a  pour  but  de 
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dclcrminci'  la  durée  moyenne  du  jeu  (niaiid  aucune  limite  n'est  fixée 

pour  cette  durée. 

Occupons-nous  du  premier  prolilème  :  le  jeu  est  déliiii  i)()ur'  une 
partie  par  les  quanlités  ']t{x)  et  <f(x)  qui  expriment  Fcspérance  et  la 
fonction  d'instabilité  relatives  à  cette  partie,  x  est  la  perte  maxima 
antérieure  à  la  partie  considérée. 

I^a  [jrohabilité  totale  de  ruine  est 

p         --g     ''«    Çi-'» 

Dans  l'intégrale  doivent  fij^urer  uniipieinent  des  éléments  positifs; 
ceux  qui  sont  négatifs  doivent  être  considérés  comme  nuls. 

Pour  démontrer  celte  formule,  on  suppose  (pie  rinlervalie  zéro,  m 
est  divisé  en  deux  intervalles,  puis  en  trois,  ...,  puis  en  une  iniiuité.  Le 
raisonnement  est  analogue  à  celui  du  n"  58. 

42.  Nous  allons  maintenant  délei'miner  la  durée  moyenne  :  11  faut 
d'abord  remarquer  que,  si  les  conditions  du  jeu  sont  telles  que  celui-ci 
puisse,  à  un  moment  quelconque,  devenir  équitable  ou  avantageux, 
la  durée  moyenne  est  infinie  (n"  56). 

Nous  devons  donc  nous  borner  au  cas  où  le  jeu  est  constamment 
désavantageux;  alors  la  durée  moyenne  est  exprimée  par  l'intégrale 


/ 


d.c 


Pour  le  démontrer,  on  suppose  l'intervalle  zéro,  m  divisé  en  un 
nombre  infini  d'intervalles  ^/j;-;  les  durées  moyennes  relatives  à  cbacun 
de  ces  intervalles  s'ajoutent;  or,   la  durée  moyenne  entre  les  pertes 

maxima  x  et  x -h  dx  esl  —  rr— :('i"  5());  la  duiée  moviMine  totale  a 

donc  bien  la  valeur  ci-dessus. 


PROBABILITES  DU  TROISIEME  GENRE. 

45.   1)  après  notre  classilicalion,  on  dit  que  les  probabilités  sont  du 
troisième  genre  quand  elles  sont  relatives  à  une  variable  x  qui  exprime 


THEORIE     DES     PROBABILITES    CONTINUES.  291 

les  gains  on  les  pertes  (Fiin  jououi',  celle  quanlilé  .1:  élanl  limiléo  dans 
les  deux  sens. 

Nous  supposerons  donc  un  joueur  A  possédaiil  la  foiliine ///,  jouanL 
contre  un  adversaire  B  possédant  la  fortune  //,  cliai;un  des  joueurs 
devant  régler  les  dillérences  après  charpie  pai'tie. 

Si  fx  parties  doivent  être  jouées  au  niaxiniuin,  trois  cas  peuvent  se 
présenter  :  Le  joueur  A  peut  être  ruiné,  le  joueui-  i>  peut  èlie  ruin('', 
ou  enfin  les  deux  joueurs  peuvent  n'être  ruinés  ni  l'un  ni  l'autre. 

Les  principaux  problèmes  ipie  nous  aurons  à  résoudre  sont  les  sui- 
vants : 

i"  Quelle  est  la  prohabilité  Ilii,,,,,  pour  ipic  le  joueur  A  stjit  ruiné 
exactement  à  la  u.'""  partie? 

La  probabilité  TT|;,,,„„  est  la  probabilité  élémentaire  du  troisième 
genre. 

La  probabilité  pour  que  le  joueur  B  soit  ruiné  exacleineiit  à  la 
jj^uine  paptie  s'exprime  par  Q.^„,„. 

n|j.,,„,„  et  0^,„_,„  se  déduisent  Tun  de  l'autre  en  substituant  lu  à  n  et  n 
à  m,  et  en  remarquant  que  les  conditions  du  jeu  relatives  au  joueur  B 
sont  l'inverse  des  conditions  relatives  au  joueur  A. 

Lorsque  le  jeu  est  symétrique,  on  peut  écrire  simplement  II|j.,„.,„  au 
lieu  de  Du,,,,,,. 

La  probabilité  pour  que  le  jeu   prenne   fin   à  la    u.' "'"  partie   est 

1°  Quelle  est  la  probabilité  P|j.,,„,„  pour  que  le  joueui'  A  soit  ruiné 
en  [X  parties?  P(j.,m,„  est  ta  probabilité  du  troisième  genre. 

Les  probahilités  P^,,„,„  et  ITp,_,„„  se  déduisent  l'une  de  l'autre,  on  a 

P,.,„,.  -^■'n,,,„.„./a      et      n,„„.„  =  '^. 

La  probabilité  pour  que  le  joueur  B  soit  ruiné  en  u.  |)arties  se  dé- 
signe par  (^|j,„  ,„,  on  a  évidemment 

Q,,„,,„=y'0,,„,„,./a,  et  0^„„,  =  ^S^. 

La   probabilité    [xnir  que   le  jeu    prenne   iin    avant    a   parties  est 
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r*!i.,«.n  "t"  Q[iH.m-  ^^^  probabililr  pour  que  le  jeu  ne  soit  pas  Icrtniné  en 
u.  parties  est  i  —  Vy.,,n,„  —  Qii.«.m- 

Probabilité  élémentaire. 

4i.  Nous  supposerons  que  le  jeu  dont  il  s'agit  est  celui  qui  a  été 
décrit  au  n"  51  el  qui  est  plus  général  (pruu  jeu  uniforme  (pielcomjue 
et  qu'un  jeu  équitable  non  uniforme. 

Nous  résoudrons  d'abord  le  problème  suivant  : 

Lr  joueur  A  posscdanl  la  somme  m  cl  le  joueur  R  la  somme  n. 
quelle  est  la  probahilitc  pour  que  le  jeu  se  termine  à  la  a""""'  partie 
par  la  ruine  du  joueur  A  ? 

Si  le  joueur  Li  possédait  une  fortuui'  inliiiie.  la  prolialiilili'  de  ruine 
du  joueur  A  à  la  a""™*  partie  serait  (n"  55) 

IXç.jll-t-ml' 


V'^ç(jx)\/o(|x) 

Lorsque  le  joueur  B  possède  la  somme  /^  la  |>rn]iabilité  cherchée  a 
pour  valeur 

n      —  n      /'"'*n 

"iJL.m.n  —  "[i.ni.œ  "^         •'[Ji.m+2n.» 

_,      „(lm+-,«:*  TT  __    „{«m+8«)A     TT       • 

1^^  "|i..nm  ^2n.«  '  "(j..3m+4n.« 

,      „(8nn-8«Ari  _    ,(8m+i2n,,A  IT  _, 

^^   "•  "lJ...',;/n-ln.«  '-  "(jL.S/n+C/!.*  ^^  •  ■  •  • 

En  effet,  la  probabilité  ITji,,, „  est  égale  à  la  probabilité  !!„. „,^  dimi- 
nuée de  la  probabilité  relative  aux  cas  où  le  joueur  B  est  ruiné  avant 
la  fin  des  u.  parties. 

Le  joueur  B  peut  être  ruiné  à  la  partie  d'ordre  fi,,  ([a,  <^  a),  cette 
éventualité,  d'après  le  principe  de  la  probabilité  composée  diminue 
n,i,m.„  de  la  quantité  O^  „„,  x  lI[i,,jj..i„+„„,.,  car,  si  le  joueur  B,  ruiné  à  la 
jji^iemc-  partie,  pouvait  continuer  à  jouer,  la  probabilité  pour  qu'il  ruinât 
le  joueur  A  à  la  u.""""  partie  serait  n^^  ^„^„  ,. 

La   ruine   du  joueur  B  pouvant  avoir  lieu  depuis  \^.^  =  o  juscju'à 
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[ji,  =  [j.,  la  possihililo  de  la  ruine  antérieure  du  joueur  1>  diminue  la 
probahililé  n^,,„ ,,  de  la  quantité 

.1^ 


/ 


0 

On  doit  donc  avoir 


Telle  est  récjuation  de  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonc- 
tion n. 

On  vérifie  sans  grande  difliculté  qu'elle  devient  identique  si  l'on 
remplace  les  quantités  H  par  leur  valeur.  O^  „  ,„  s'obtient  en  rempla- 
çant dans  l'expression  de  n^j,  ,„ „  m  par  n,  n  par  //*  et  k  par  —  A. 

L'équation  contient  une  suite  d'intéf^rales  analogues  à  celles  que 
nous  avons  étudiées  (n"  29)  ;  je  ne  crois  pas  utile  d'en  écrire  les  for- 
mules, qui  sont  quelque  peu  complicpiées. 

L'expression  que  nous  avons  donnée  pour  li^,,,,,,,  est  donc  exacte,  on 
doit  remanpier  (pi'eile  est  proportionnelle  à  ^'(p-),  c'est-à-dire  à  l'in- 
stabilité de  la  tlcrnière  partie  et  qu'elle  est  indépendante  de  l'ordre 
des  parties  antérieures. 

On  voit  que  les  probabilités  du  troisième  genre  s'expriment  par  des 
séries  de  probabilités  du  second  genre. 

r^orsqne  le  jeu  est  équitable,  A  =  o  et  l'expression  de  la  probabilité 
^\j.,m,n  se  réduit  à 

formule  que  l'on  peut  démontrer  par  simple  raison  de  symétrie,  en 
suivant  un  raisoimement  analogue  à  celui  que  j'ai  enqiloyé  autrefois 
(^Annales  de  l'Ecole  Noirnale  supérieure,  1901,  p.  201  ). 


Probabilité  totale. 

45.  Le  joueur  A  possédant  la  soinine  ni  et  le  joueur  B  la 
soninie  n,  quelle  est  la  prohabilité  pour  que  le  jeu  se  lernii ne  avant 
\x  parties  par  la  ruine  du  joueur  A  ? 
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Lit  prol);ibilil('  rherrlu'-c,  iWXi'  pi-ohnliilih'  du  Iroisième  g<'r>rrP^^^  „, 
s'ohiiciil  CM  iiil(''i;i-iuit  II,j.,,„.„  ciitro  zéro  (M  a;  on  a  donc 

,,;  i/«-i-8//lA:  p  _,     ^(8mH-8«)*  p  ,,;8nn-l  ïnA  p  _, 

Les  qiiaiililés  P,j..;,^  se  calciilcnl  |iar  la  toiiimlc  tlii  ii'^  5i 


(Ta, 


dont  la  valeui'  nuin(hi([iie  s'ol)ti(Mil  par  les  Tables  de  Krani[). 

46.  Si  ancuiie  limite  nest  lixée  poui'  la  dnré'e  du  ji'ii,  (|n('lli'  est  la 
probabilité  de  la  ruine  du  joueur  A? 

Sio(u.)  tend,  l()rs(pie  a  devient  infini,  vers  une  limite  lixe,  ç.(oc), 
les  formules  |)réeédenles  font  connaître  la  valeur  de  P. .„,.„,  il  snlTit 
d'y  remplacer  o(a)  par  o(cc). 

Si  S'([jl)  tend  vers  l'infini  (comme  nous  le  supposeions  toujours 
dans  la  suite)  et  si  le  jeu  est  avantageux  pour  le  joueur  A,  (/»  >  o), 
on  a 

et,  par  suite, 

Q-\»m^tiik  _|_    g-(l2/H-t-8n  A-  .   .   .  . 

Les  termes  d(î  rang'  pair  forment  une  pi'oi;ression  i;éométri(|U(>  de 
môme  (|ue  les  termes  de  raiii;'  Impair,  f^a  [)robabililé  de  ruine  est 

1»  =    '- - 

T.,a  [)robabilit(''  tic  ruine  du  joueur  i?  est 

()        =  _! ! 

Ces  pr()babilit(''s   ne  (l(''[)endi'nt  |)as  de   la  louetion    o(a).    Si  A"   est 
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nt'-gatif,  le  jeu  avantage  le  joueur  B  et  les  probabilités  s'obtiennent 
sans  plus  de  difficulté. 

47.  On  est  conduit  au  même  résultat  en  employant  le  raisonnement 
suivant,  applicable  également  lorsqu'il  y  a  discontinuité. 

Nous  supposons  que  le  jeu  est  uniforme  et  qu'il  avantage  le 
joueur  A.  Si  le  joueur  B  avait  une  fortune  infinie,  la  probabilité  de 
ruine  du  joueur  A  serait  P^,„,^. 

Pour  obtenir  la  probabilité  P,,„„de  ruine  du  joueur  A  quand  le 
joueur  B  possède  la  somme  «,  on  doit  de  P„,,„,,  retrancher  les  pro- 
babilités correspondant  aux  cas  où  le  joueur  B  d'abord  ruiné  aurait 
ensuite  ruiné  le  joueur  A  si  le  jeu  avait  pu  se  continuer,  c'est-à-dire 
retrancher 

(i-P.,.,„)P<,„,.„,.. 

En  effet,  aucune  limite  n'étant  assignée  pour  la  durée  du  jeu,  la 
probabilité  pour  tpie  B  soit  ruiné  avant  A  est  la  probabilité  totale  de 
ruine  de  B,  c'est-à-dire  i  —  P«„,„,  et,  d'autre  part,  la  probabilité  de 
ruine  du  joueur  A  quand  il  possède  la  somme  rn  -h  n  est  bien  P,,,„^_„  .. 
On  a  donc 

p         ^P,.,„..- P.  „.,„.. 
'■"■"  1  — H. ,„,-„.. 

Cette  formule  est  exacte  qu'il  y  ait  continuité  ou  non,  elle  n'exige 
pas  la  connaissance  des  probabilités  P„  ;.„. 

S'il  n'y  avait  pas  uniformité,  la  formule  serait  encore  exacte,  mais 
il  faudrait  d'abord  démontrer  que  P.  ,„„  -+-  Q.„.„  =  i  et  que,  de  plus, 
P„  .  ,„  est  indépendant  de  u.. 

Si,  dans  la  formule  cjui  précède,  on  remplace  les  (juantilés  P  par 
leur  valeur  (  n°  ôii),  on  oblient  le  même  résultat  que  précédemment. 

48.  Lorscpie  le  jeu  est  étpiitable,  fi  =  o  et  les  formules  deviennent 
indéterminées;  en  leur  appliquant  la  règle  connue,  on  oblient 

P  _      »  Q         _      "' 


Ce  résultat  se  démontre  directement  d'une  manière  fort  simple  par 

Journ.  de  Malh.  (<>•  scrie),  turae  II    —  l'asc.   lU.  igofi.  -J'J 
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la  considoralion  de  rcspcrance  mathématique.  Le  jeu  étant  équitable, 
roppérance  du  joueur  A  o>l  uullo.  or  colle  espérance  est 

coiinnc  P,,„„  +  Q^nm  ^^^  u'i)  'c  résultat  précédent  est  démontré. 

11  serait  encore  vrai  dans  le  cas  d'un  jeu  constamment  équitable  et 
connexe,  après  cependant  que  l'on  aurait  démontré  1  égalité 

Durée  moyenne. 

41).  Supposons  que  le  jeu  soit  uniforme  et  désavantageux  pour  le 
joueur  A,  ('ji,  <  o). 

Soit  \j„,,„  la  durée  moyenne  chcrcliée:  si  le  joueur  B  avait  une  for- 
tune infinie,  la  durée  moyenne  du  jeu  serait  U,„  ,.  Le  fait  de  la  ruine 
possible  du  joueur  B  diminue  cette  durée  moyenne  U„, _„  d'une  quan- 
tité que  nous  allons  déterminer. 

La  probabilité  pour  que  le  joueur  B  soil  ruiné  est  Q,  „,„  et  au  mo- 
ment où  il  est  ruiné,  s'il  pouvait  continuer  à  jouer  possédant  une  for- 
lune  infinie,  la  durée  moyenne  du  jeu  serait  U„+„  ,. 

La  possibilité  de  la  ruine  du  joueur  B  diminue  donc  la  flurée 
moyenne  de  la  <]uantité  Q«_„,„,  X  L„,^„^.  Celte  ilurée  moyenne  est  donc 

^n..n=    Vm,-   Q«,,,.„.  U,„^„..  . 

Cette  formule,  dont  on  peut  lemarqucr  la  simplicité,  ne  suppose  pas 
la  connaissance  des  cpianlités  IJ„,„,  L,„,„  ,  ni  celle  des  probabilités 
P  et  Q. 

Elle  esl  exacte,  que  les  probabilités  soient  contiiuies  ou  discoulinues. 

Les  quantités  U^^  et  L„,^.„^  ont  respectivement  pour  valeur  — 
et ; On  a  (n°  ih) 

o ^""^-'-'    ■'.-■ 
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La  subslilulion  de  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente  donne 
rexpression  explicite  de  la  durée  moyenne. 

Lorsque  le  jeu  est  équitable,  ]/,  =  o  et  l'expression  de  la  durée 

moyenne  prend  la  forme  -;  en  lui  appliquant  deux  fois  de  suite  la  règle 
connue,  on  trouve 


La  durée  moyenne  est  proportionnelle  au  produit  des  fortunes  des 
joueurs  et  inversement  proportionnelle  à  la  fonction  d'instabilité. 


Distribution  des  probabilités. 

oO.  Il  nous  resterait  à  étudier  la  distribution  des  probabilités  et 
l'espérance  niathématicjue. 

Les  formules  relatives  à  ces  questions  présentant  rpiclque  complica- 
tion, nous  nous  conlenlerons  de  faire  connaître  le  résultat. 

Si  le  jeu  est  uniforme,  la  probabilité  pour  que,  à  la  a!''""'  partie, 
aucun  des  joueurs  n'étant  ruiné,  le  joueur  A  ait  perdu  la  somme  x,  est 


M?,    _  f. 

?i 

e          i^?' 

i4,,  „,+„_,, 

e 

„„  +  .„_,.-^^.!,,,= 

-h  c        •' 

V-T'l                             _ 

*•!;,,  "+..•! 

|2 

"  +  ■>— m4.'' 

Avant  de  passer  à  d'autres  (picsiions,  une  remarque  n'est  peut-être 
pas  inutile  :  nous  avons  résolu  d'une  façon  complète  tous  les  pro- 
blèmes de  la  tbéorie  géni''rale  du  jeu  relatifs  aux  cas  de  deux  joueurs 
en  admettant  (jue  le  jeu  soit  uniforme  ou  qu'il  soit  équitable  et  quel- 
con(|U('.  La  liiéorie  de  ces  jeux,  qui  constitue  la  question  la  plus  impor- 
tante au  [loiiit  de  vue  malbémaliiiiie  du  calcul  des  probabilités,  peut 
donc  être  considérée'  connue  cnlièremenl  connue  et  comme  arrivée 
aujourd'Iiui  à  un  de^ré  (]••  |)crl'e(tion  (|ui  semble  définitif. 


L.     HVCHELIEH. 


PROBABILITES  A  PLUSIEURS  VARIABLES. 

iil.  Comme  nous  l'avons  remarqué  au  déhul  de  celte  cluile  et 
comme  Font  déjà  démontré  les  résultats  qui  précèdent,  c'est  par  l'assi- 
milation de  toute  question  de  prohabilité  à  un  problème  relatif  à  un 
jeu  (pie  Ton  obtient  la  généralité  la  plus  grande.  La  théorie  des  pro- 
babilités à  plusieurs  variables  sera  donc  dans  ses  questions  les  plus 
générales  la  théorie  d'un  jeu,  les  autres  problèmes  qu'elle  traitera  et 
qui  pai'aitroul  les  plus  importants  et  les  plus  cuiieux  S(.'r()iit  eu  réalité 
des  cas  particuliers.  Ramener  toutes  les  (pieslions  à  un  type  uuicpie, 
tel  est  un  des  principes  de  la  théorie  des  probabilités  continues. 

Nous  résoudrons  d'abord  le  problème  suivant  : 

Trois  joucufs  A,  13,  C  possédanl  chacun  une  forlunc  infinie 
doivent  jouer  p.  parties,  quelle  est  la  probabilité  pour  que  le 
joueur  A  perde  la  somme  x  et  le  joueur  IJ  la  somme  y  ? 

Nous  supposerons  qu'il  y  a  indépendance,  c'est-à-dire  que  les  con- 
ditions du  jeu  à  chaque  partie  ne  dépendent  pas  des  résultats  anté- 
rieurs du  jeu,  mais  /tous  ne  supposerons  pas  l'uniformité,  les  condi- 
tions du  jeu  pourront  varier  d'une  partie  à  l'autre  d'a[)rès  une  loi 
qnclconque  dépendant  seulenieni  du  rang  occupi'  par  la  partie  consi- 
dérée. 

A  cluupie  partie,  par  exenq)le  à  la  a"'"",  le  jeu  sera  caractérisé  : 
pour  le  joueur  A  par  son  es])éranee  totale  '-j^,  ([^)  lelative  à  cette 
jjiiciiic  pQptie  et  par  la  fonction  d'instabilité  o\{ii.)  relative  à  la  même 
partie. 

De  même  pour  le  joueur  B,  le  jeu  seia  caractérisé  à  la  a"""  pai'tie 
par  les  fonctions  '^ !,([;.)  et  ^'.,{\*-)  <'t  pour  le  joueur  i\  par  les  fonc- 
tions ^[;;(u.)  et  cp;  ([/.). 

Nous  désignerons  par  /"(a,,  y..,  ./■,)')  la  |)i'(iliabilil(''  |iour  (pic  le 
joueur  A  perde  la  somme  x  et  le  joueur  1!  la  somme  j' entre  les  par- 
tiels a,  et  y.o. 

La  probabilité  pour  que,  à  la  ut.,"""' partie,  le  joueur  A  ait  perdu  la 
somme  .r,  et  le  joueur  1?  la  somme  j^,  est  /(o,  u.,,  X|,_y,). 
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La  [iioltalillili'  pour  que,  cnli'c  la  a.,'""''  cl  la  y.'"""'  |)artic,  le  joueur  A 
ail  perdu  la  soinuie  x  —  x^  et  le  joueur  Ij  !a  soni0ie  y  — _X,  est 

La  probabilité  pour  que,  à  la  a"""'  partie,  le  joueur  A  ait  perdu  la 
somme  x  et  le  joueur  ii  la  somme  y,  les  pertes  de  ces  joueurs  ayant 
étéx-,,^,  à  la  [/.,'"'•' partie,  est,  en  vertu  du  principe  des  probabilités 
composées,  /(<•,  u^,r  -(-'m  Xi)  x/(,"-i?  [^-î  -p  —  ^1) .?'  ~  Yi)- 

Les  pertes  x,,  y,  ayant  pu,  à  la  u.,"""^  partie,  avoir  toutes  les  valeurs 
de  —  ce  à  -4-  oc,  la  proi)abilité_/(o,  u.,  x',  y)  pour  que,  à  la  ix"'"'"  partie, 
le  joueur  A  perde  la  somme  x  et  le  joueur  B  la  somme  y  est,  eu  verlu 
du  principe  des  [)robabilités  totales, 

/(■o,  f/.,x,j)=y        f^      /(o,  a,,x-,,j,) 

X  /(."■. .  [^>  ^  -  -i'i ,  r  -  7.  )  dx,  dy, . 

Telle  est  l'équation  de  condition  à  lacjuelle  doit  satisfaire  la  fonction/". 

La  somme  des  probalnlités  de  tous  les  cas  possibles  doit  avoir  pour 
valeur  un;  la  fonction  /  relative  à  un  intervalle  a,,  u.,  quelconque 
doit  donc  vérifier  Tégalité 

52.   Ces  conditions  sont  véri(i(''es  par  la  fonction 


La  (piantité  K-  ayant  pour  valeur 


K= 


/      -^\{u.)du. 
j      o.',(a)c/u. 


[("?;(,^)<'^   r'-fX,-^)^/!^] 
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La  yrrification  est  quelque  peu  priiiblo,  mais  elle  ne  présente  aucune 
sérieuse  difficulté,  elle  s'cfFectue  par  la  même  intégrale  (pie  celle  du 
n°6. 

S'il  s'agit  de  la  probabilité  dans  l'intervalle  zéro,  a,  on  peut  rem- 
placer les  intégrales  telles  que  /  o'(u.)du.  par  o(a  )  et  finalement  la 
probabilité  cherchée  a  pour  i>aleur 

f(o,u.,x,y) 

_    ?,iltllj+4'iif''l'-^t?'ii'''  +  ?i'l^i  — ?''i^'ll-^+'!'i'l^'llr-'-'K'M-'!->-?i'H-'i''-'-'T'»'i^'l' 

2  e  S9il|AI?jlill+!?il|ll?>'lll-l-2!>,(tl.|9,l(l.|-3f  l[l|  — ?;|[I.1-3JI[1) 

=  z  ■  tlx  dy 


Indépendance  des  fonctions  d'instabilité. 

a5.  La  somme  des  trois  espérances  ■\y{\x)^  ■|o(a),  '■i'.i(^'-)  ^st  nulle 
quel  que  soit  a.  Ce  résultat  est  presque  évident;  pour  le  démontrer  en 
se  basant  sur  la  formule  précédente,  il  suffît  d'écrire  que  la  probabilité 
pour  que  A  perde  la  somme  j;  et  B  la  somme  y  est  la  [)robabilité  pour 
que  A  perde  la  somme  x  et  C  la  somme  —  (a;  +/■)• 

Les  fonctions  d'instabilité  çi,(ix),  ^^(u.),  «paCu.)  dépendent  des  con- 
ditions du  jeu,  mais  la  connaissance  de  deux  d'entre  elles  n'entraîne 
pas  la  connaissance  de  la  troisième. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  jeu  se  compose  d'une  seule  partie, 
qu'il  soit  équitable  et  cjuc  o,  =  o..  Dans  ces  conditions,  s,  peut  avoii' 
toute  valeur  entre  zéro  et  49.- 

La  valeur  limite  ©3^0  correspond  au  cas  où  les  joueurs  A  et  B 
jouent  seuls  entre  eux,  (>  ne  jouant  pas. 

O3  peut  avoir  même  valeur  que  o,  et  o^,  par  exemple  paria  supposi- 
tion que  cliacun  des  joueurs  ail  une  chance  sur  trois  de  gagner  la 

somme  ^^ — —■,  une  chance  sur  trois  de  perdre  la  même  somme  et  une 

chance  sur  trois  de  faire  jjartie  nulle.  Dans  ces  conditions,  eu  elTet,  la 
fonction  d'instabilité  relative  à  cliac{ue  joueur  est  o,. 

La  valeur  limite  03  =  4?!  serait  obtenue  en  supposant  que  les 
joueurs  A  et  B  ne  jouent  pas  entre  eux,  le  joueur  C  faisant  la  contre- 


TiiÉoniE   DKS   i'noii\iiii,iTi':s  continues.  3oi 

parlio  de  ces  deux  joueurs.  Vax  clTel,  soil  'C(ii)flu  la  prohabililé  pour 
que  le  joueur  A  perde  la  somme  u.  Si  A  perd  la  souiine  m,  Iî  perd  ii'j^ix- 
lement  la  somme  u  elC  ^a^me  la  sommes?/.  Les  fonctions d'inslabililé 
relatives  aux  joueurs  A  et  C  sont  donc,  par  définilion, 


■^,  =  ■2      i/'-'Ç(i/)du         et         '^.■^■=  1  j  (^iuyÇ(u) 


du 


cp,  peut  donc  prendre  toute  valeur  entre  ^p,  et  4^i' 

Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  qui  correspond  à  ^5=2©,. 
On  pourrait  par  exenqile  le  réaliser  en  supposant  que  chacun  des 
joueurs  ait  une  chance  sin-  trois  de  gagner  :  lorsque  C  gagnerait,  il 
recevrait   i'"'  de  B  et   i''"'  de  A.   Lorsque  A  gagnerait  il  recevrait   i'"' 

de  C  et  ^^ de  B.  Lorsque  B  gagnerait,  il  recevrait   i'''  de  C  et 

de  A.  Dans  le  cas  considéré,  on  aurait 

2         2 

?i  =  ?2  =  i         et         9,=  2  =  2cp,. 

La  formule  précédente  (|ui  fait  connaître  la  prol)nl)ilité_/"(o,  u.,,  x,y) 
pour  que  le  joueur  A  perde  la  somme  x  et  le  joueur  B  la  somme  y  se 
réduit  lorsque  ç,  =  cpn  et  cp,  ^  25,  au  produit  des  probabilités  qu'au- 
raient séparément  les  joueurs  A  et  B  pour  perdre  les  sommes  .c  et  y. 
Donc  dans  ce  cas  la  connaissance  de  la  perte  de  Tun  des  joueui's  A 
ou  B  n'inflnc  pas  sur  les  probabililés  relatives  à  l'autre  joueur. 

En  résumé,  dans  le  cas  général,  la  connaissance  de  deux  fonctions 
d'instabilité  ne  détermine  pas  la  troisième. 


Cas  particuliers. 

oi.  Lorsqu'il  y  a  uniformité,  les  fonctions  o,(p.),  o,([ji.),  0:,([i.) 
et  '^,([j.),  'j>^(p.),  'j'3(u.)  ont  respectivement  pour  valeurs  aç»,,  aOo, 
p.^.,,  [jL'I^i,  [JL'^^,  u.'-}/;,;  cp,,  9;,  cpa  et  'j-,,  -pa,  ■\i3  étant  les  fonctions  d'insta- 
bilité et  les  espérances  relatives  aux  trois  joueurs  pour  une  partie  ;  alors 

_  4  [  9.,  I  .'■  t-  pj;,  1'  +  1 9,  +  y,  -  qi,  K  ■■■  +  H'{/|  )  (.y+  niji,  )  +  f,  ir  +  H'j/,  l'I 
/(o.    II.,   X,y)   =:    2e  |ii2  9,?,  +  2?,?,  +  î?,?.-çî-?î-9S)  _ 

t:  |J.  v'a  tpi  Oj  4-  2  <f ,  (pj  -H  2  yj  <f>3—  tp|  —  o*  —  fl 
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L()rs(|iie  le  jeu  esl  équitable  pour  les  Irois  joacuis,  les  fonelions 'ji 
son!  nulles.  Lorsque  le  jeu  est  syméui(iue,  c'esl-à-dire  égal  pour  les 
trois  joueurs,  il  est  nécessairement  écpiitable  et  la  fonction  /  a  pour 
valeur 


2e    3?.(.,"-^''-''-^^' 


f(o.  a,  r,  y)  = ^^= dx  dy 


Surface  de  probabilité. 

i>[>.    Supposons    craltord    ipic    le    jeu    suit    /'(piilahli'    d    iiiiifiiriue, 
'équation 


(|ui  ('\|iiiuic  la  [)iol)al)ilil(''  pour  (jue  les  perles  soient  .r  et  )'(M"  reni- 
j)lacc  la  quantité  20,  ç;^  +  20,  9.,  4-  '-iOoO,  —  o";  —  o\  —  oi;'),  représente 
une  surface  dont  chaque  section  passant  par  l"a\e  des  :;  est  une  courbe 
de  probabilité  de  la  forme  connue. 

La  surface  de  probabilité  préseule  la  forme  d'une  sorte  de  cloche 
elliplir|ue  reposant  sur  le  plan  des  xy  et  en  réalité  asymptote  à  ce  plan  ; 
elle  se  déforme  très  vile,  car  la  hauteur  de  son  sommet  diminue  ])ropor- 
lionneilenieiil  à  a.  Les  coordonnées  des  points  .c,  y  (pii  ont  même 
probabilité  sont  liées  par  l'équation 

o,x--  +  (0,  +  9,  -  9.-,)-9'  +  ?!/'="'• 

Les  courbes  d'égale  probabilité  sur  le  plan  des  xy  sont  donc  des 
ellipses  homotliétiques  ayant  l'origini'  |)Our  centre. 

A  cluupie  valeur  de  ir  correspond  une  couronne  ellipli(pi(-'  élémen- 
taire et  la  probabilité  sur  celle  couronne  esl 

,.  _  8     i^»''  a  du 
~  ^' 

La  |)r(il»abilité  entre  l'('lH[)se  //  el  rinfuii  a  pour  valeur  c    '^"'. 
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La  valeur  moyenne  de  u  est 

^Mv/â  =  o.',f^rM  V'â, 

hi  vali'iir  |)i'ol)ali|e  de  u  esl 

o ,  4  I  *  >  M  \  Ui-  • 

La  ronronne  élémentaire  fie  jirobahilité  inaxima  s"()l)lict\l  en  annu- 
lant la  dérivée  de  LI,  ce  ijui  donne 

u  :=  — =  M  v'u'-  =  o,  i5  )  M  \  u.. 

'^^.  La  surface  de  piohahililé  est  à  courbures  de  même  sens  dans  le 
voisinaj^e  de  son  sommet  et  à  courbures  opposées  près  du  plan  asymp- 
tote :r  ^  o,  elle  se  compose  donc  de  deux  régions  séparées  par  une 
ligne  de  points  paraboliipies.  La  projection  de  celte  ligne  <nr  le  |)lan 
des  xy  a  pour  équation 


a.r-  i)y-         \dj()v) 


o..i--t-(9,  -f-  9.  -  9,)a;v  +  ç),>'-  =  '-g-- 

(Test  l'équation  d'une  ellipse  analogue  à  celles  que  nous  avons  con- 
sifléréfîs.  Dans  l'espace,  la  ligne  des  points  paraboliijues  est  donc  une 
ligne  de  niveau  de  la  surface  de  probabilité. 

Il  faut  remarquer  (jue  la  valeur  de  u  correspondant  à  cette  ellipse 
est  la  même  (pie  la  valeur  obtemie  pour  la  couronne  de  pi'obabilité 
maxima.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  tliéorème  suivant  : 

La  prohahiiilé  sur  une  couronnr  éUnientairc  esl  maxima  quand 
pplU'  couronui'  r.orrrspond  à  la  ligne  des  points  paraboliques  de  la 
surface  de  prohahiiilé. 

Ainsi  se  trouve  généralisé  le  théorème  relatif  aux  points  d'inflexion 
de  la  courbe  des  probabilités  (juand  il  n'y  a  qu'une  variable,  ((lonsulter 

Journ.  de  Math,  (ti'  série),  tome  11.       K,isc.  111.  iMuli  1" 
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mon  Étude  sur  la  théorie  de  la  spéru/afio/i.   p.   a6,  el  les  Annales 
de  l'École  Normale,  190 1 ,  p.   1  tç).) 

37.   Consiflérons  la  prohahllil»'-  comprise  à  l'intérieur  de  l'ellipse  u 


Pour  (|ue  celle  prohahililé  reste  conslanle  lors(pie  a  croll.  il  taul 
(jue  u'-  varie  proportionnellement  à  [jl. 

En  d'autres  termes,  les  aires  des  ellipses  isoninhahles  croissent  pro- 
portionnellement à  Li.  et  les  rayons  liomolofi;ues  proporliomielli-inenl 
à  \JiJ..  Ces  rayons  diminuent  donc  relative/neut  à  a. 

Si  nous  considérons  une  elli|)sc  de  ^ramlrur  (i\e.  la  |irolial)ililé 
relative  à  cette  ellipse  décroil  indélinimeiil  ius(prà  /.tTo  lorsipx' 
a  croit. 

i>8.  T^orsque  le  jeu  est  uniforme  et  non  (Mpiilahle,  la  icprésenlalion 
géométrique  des  prohahilités  est  toujours  la  même,  mais  la  surface  des 
probabilités  est  alors  animée  dans  son  ensemble  d'un  mouvement  rec- 
tiligne  qui  est  uniforme  si  l'on  assimile  la  vaiialile  a  au  temps. 

Lors(pie  le  jeu  n'est  pas  luiiforme,  la  sur  lace  de  pi'obaliililé  se  dé- 
iniine  suivant  des  lois  plus  complexes  (pi:  di'prndeiit  des  fondions 
dinslabilité  et  des  espérances;  les  axes  des  ellipses  de  probabilité  ne 
siint  |>lus  lixes,  leur  orientation  est  variable.  Si  le  jeu  n'est  pas  é(pii- 
table,  la  surface  de  probabilité  est  animée  d'un  mouvement  de  trans- 
lalion  sans  cesse  variable,  et  les  eonq)osantesde  sa  viless(>  soûl  à  chaque 
inslaiit  '1',  ([i.)  et  ^'..{l»-)- 

Si  les  fonctions  d'instabiliti-  ne  croisseni  pas  à  I  infini  avec  a,  la 
surface  de  probabiliti'  ne  Imd  pas  à  se  confiindic  am-i-  le  plan  d<'s  .vy, 
sa  forme  se  rapproche  sans  cesse  de  celli'  d'uni'  siiiTaee  as\  mplole. 

Généralisation  de  la  théorie  des  épreuves  répétées. 

;»î).  Trois  êvênemenls  s'e.rcluenl  iiiiiluelirmeni ,  Iri/r.s  prc/xihi- 
li.lés  sont  respectivement  /j,,  q^^  r,  à  la  première  épreuve,  />.,,  (j.,,  r., 
à  la  seconde,  .  .  .,  p,^.  (/,,,.  /■,,  à  la  a""'"'.  Quelle. est  la  p/ohaliilité  pour 
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qui',  fil  \j.  c/tr<'u\(:s,  le  pic/// HT  se  produisi'  X  fui.s-  et  le  second 
Y  fois? 

Supposons  que  trois  joueurs  A,  B,  C  jouent  aux  conditions  sui- 
vantes :  A  chacune  des  parties  successives  le  joueur  A  a  |)rol)al)iliti'' 
/j,,  p.^,  ...,  p^l  pour  perdre  i '''  et  prohabilité  (i  —/?,),  (i  —p.),  .-., 
(  I  -  p^)  pour  gagner  2" . 

Lejoueur  B  a  lesprohal)ihlés</|,  q.^,  --^q^f.  de  perdre  i"et(i  —  y,), 
(i  -  q,),  . .  .,  (i  -  Yix)  Jl'  gagner  ^!'■■. 

Le  joueur  (]  a  les  prol)abilités/-, , /\,  ...,  /-^  de  [x-rdie  1''  (ji^i  —  /•,  ), 
(  1  -  r,),  .  .  . ,  (i  -  z-^)  de  gagner    ■2''. 

(Pf  +  'h  ^  ''i  ^  ',  /'2  +7.  +  '"2  =^  I,    •■  •)• 

(  )n  suiipose  que,  à  ehiupie  partie,  Tini  des  joueui'S  gagne  la'"',  chacun 
(h;s  lieux  autres  pei'dant  1". 

dherehei'  la  piohahilité  pour  (pie,  en  \}.  épreuves,  révéneinent  qui  a 
poni'  prohabilités  successives  yo,,  p.,^  . . ., p^^se  produise  X  fois  et  révé- 
neinent de  probabilités  q,,  q.^,  ...,  q^^,  \  fois,  revient  à  chercher  la 
probabilité  pour  que,  en  [i.  parties,  lejoueur  A  ait  perdu  X  parties  et 
le  joueur  B,  Y  parties. 

Or,  si  le  joueur  A  a  perdu  X  parties,  il  en  a  gagné  a  —  X  et  sa 
perle  totale  est 

X-2(p.   -X)   =3X-2[JL. 

Si  lejoueur  B  a  perdu  Y  parties,  sa  perte  totale  est 
3Y-2[x. 

La  question  revient  donc  à  chercher  la  j)robal>ilité  pour  ipic,  en 
ij.  parties,  lejoueur  A  ait  |)erdu  la  somme  3X.  —  j  ui  et  le  joueur  B,  la 
somme  3  Y  —  2[ji..  La  formule  du  n"  o2  donne  la  solution  de  la  ques- 
tion, on  a 

•I, (;..)=  2^-.  =  2:[2(.  _  ^)  _  p]  =  1(2  -  3p), 

■\>,(a)^j:('2-3q),  'h,{^.)  =  L{3p  +3y  — 4), 

=  2Z |7>  +  u  1  - p) -  (2 - :v)1  =  - 1 ^p( '  - r)^ 

(p,([7.)=i:icSy(i  -  q),  93(0.)  =2:i«(i  -/>  -  q){p+q). 


^o()  L.     HACllKI.IKR. 

La  probahililt-  pour  que  rovént'iiicnl  de  |ii()l)al)ililrs  //,,  />^,  ...,  p^ 
se  produise  X  lois  et  l'évéueuient  de  pr()l)al)ilili''s  y,,  q.,,  ...,  y,^.  V  fois 
eu  [j.  épreuves  est  donc 

2      -j^  ;(S7ii-,,i]fx-i;,.i=+i:!,"7i''--/'Kï--'/i+i-/'i'-/"i'v-i;7i'!   ...    ... 

K- désiiiiianl  la  (juaiilité 

K^'=2|I/;(i  ~/j)J|Iy(i  -  Y)|  4-  2|1/m'i       /^i||1/{i        /■)] 

(>().  La  plus  jirande  probahililé  a  lieu  iorsipie  \=l/>etV=Zy. 
I^a  valeur  moyenne  de  X  est  ^p,  la  valeur  uioveune  de  Y  esl  ïy. 

Les  ipiantités  "^p  et  'Lq  so-nl  doue  les  valeurs  normales  des  noudtres 
des  airivées  des  événemenis.  Si  le  premier  événement  se  produit 
'^pzizx  lois  et  le  second  ^q  -i^ y  lois,  on  dil  (pie  les  ccarls  sont 
X  et  y. 

La  prohahilllé  poiii'  (pie  les  écarts  soiiMil  -h  x  el  -h y  esl 

3^  g  dxdy. 

(]ettc  formule  généralise  ctllc  ipii  a  été  ohicniic  au  ii"  H». 
<>  I .   r.llc  se  simplitie  ipiaiid  les  ('preuves  soiil  i(leiiti(pies,  elle  de\  ieiit 

illolS 

dx  dy. 


1  ,a  pi  (ilialiilil(''  est  susceptible  dèlre  représentée  ii;éométri(|ue- 
iiieiit  1  u"  i>ô  ),  SI  fou  coiisidt're  les  eHi|ises  is()|)i'ol)al>les,  Taire  de 
cell(^s-ci  eroil  iiroporlioiiiiellemeiit  à  a,  les  rayons  lioiiiologues  crois- 
sent proporliouiiellement  à  \  u.  et  décroissent  donc  rciatncmi'nt  à  a. 
C'est  une  trénéralisation  du  théorème  de  IJernoulli. 
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Probabilités  mêlées. 

ii'I.  La  prohahilili'  pour  que  Véséncmcnl  A'  se  produise  si-id  c.sl 
/>,  à  la  prcrtiiri-e  épreuve,  p^  à  La  deuxième,  . . .,  p^  à  la  ;j."""'. 

La  prol>al)il!té pour  que  l'événement  B'  se  produise  seul  est  y,  à  la 
première  épreuve,  q.,  à  la  deuxième,  . . .,  q^  à  la  (jl'"'"'. 

Il  y  a  de  même  les  prohahililès  successives  r, ,  r.,,  . . .,  /■  pour  que 
les  évcnemenls  A'  el  B'  se  produisent  tous  deux  et  les  probahililés 
f,,f„,...,l^  pour  qu'aucun  des  événements  ne  se  produise. 

Quelle  est  la  probabilité  pour  que,  en  jx  épreuves,  l'événement  A' 
se  produise  \  fois  et  U événement  B',  \  fois? 

Supposons  quo  trois  joueurs  A,  B,  C  jouent  au\  comlilions  sui- 
vanlcs  :  Le  joueur  A  a  successivcuienl  les  proliabililés  (/;,  -i-  /•,  ), 
(/*..-!-/■.),  ...,(/j^-i- Tjji)  pour  perdre  i  f'' et  les  probabilités  i  ~p,—/\, 
1 — Pi—  ''il  ■■  •)  '  ~P(A  —  Tjji  pour  faire  partie  nulle. 

Le  joueur  B  a  successivement  les  probabilités  (y,  4-  /•,),  (y,  +  /•.,),  ..., 
('/(j. +  />•)  pour  perdre  !"■  et  les  probabilités  i--q,—r,,  ..., 
1    -  7|j.  —  'V  pour  faire  partie  nulle. 

Lejoueur  C  a  successiveiueut  les  probabilités  r,,  r.,,  .  .  ..  /■  poui- 
.^■,vrncv2'''-,{p,-hq,),{p.,-hq,),  ...,  (/>,,+  y^)  pour  fi-a-iier  i"et/,, 
/^,  .  .  .,  /p,  pour  faire  partie  nulle. 

La  probabilité  pour  que  révénement  A'  se  produise  \  fois  el  Tévé- 
iiemenl  B',  Y  fois  en  a  épreuves  est  la  probabilité  pour  (|ue  lejoueur  A 
perde  X  francs  et  lejoueur  B,  Y  francs  en  a  parties. 

(^etle  probabilité  est  donnée  par  la  formule  du  n"  ii'2.  On  a  dans  le 
cas  actuel 

•|.(P-)  =  2(- />-/•), 
■|,(a)->:(-y-r), 

■]/,(  fj.)  =  I(ii/-  +  />  +  y), 
9,([i.)  =1-Mp-}-  r){i  -  p  —  r). 
Pa(!-«-)  =I'-i|  y  -+-  /•)(  I  —  y  —  /•). 
?,([x)  =  22[/>+y  ■+-  \r-{-2r  +  p  +  qy\. 
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Kii  ili'sij^iiaiit  pai'  K-  la  ijuanlilé 

29,(;x)9,((j.)  -H  ■29,(a)s3(a)-f-29,(u.)o,(u.)— oX.u-)  -   9^' (."■) -?3  (."■>' 
la  [inihahilili'  cliercliée  a  [Kiiir  ex[)r('ssi(>ii 

I      --j^  1  ;i;i./+/-Mi-</-/-'  ix-i;i/,+/-i!--+ii;uip</-/-(.i,x -1,/'+/'  iï-i:i7+»-ii+ii:ip+»-Mi-p-»-iiiv-Si?-4-r)i'i 

r.K 

(».">.  La  |)liis  i;iaii(li'  |pic)l)al)ilit<'  a  liiMi  lois(|ii('  \=1(/J+/')  et 
Y=^(^-l-/-).  La  valeur  iiio>eiiMi'  df  \  rsl  I(//^/),  la  valeur 
moyeiiiie  de  Y  esl2^((/  +  /). 

Les  (|uaiililés  !(/>  -l-  /•)  elli{(j  -^  r)  soiil  iloiic  les  xalcins  iioiiuales 
des  nombres  des  arrivées  des  évéïiemeiits. 

Si  le  |iri'iiiierévénenieiil  se  pioduil  |-(/'  4-  /'  )|  ±  .f  lois  el  le  second 
1-1  y  +  '')|  ±_X  foi^j  •^"  dit  (]iie  les  c'crt/VA-  sonlx'oly.  La  |iruhaliilité 
|Miiii-  ([lie  les  écarts  soient  -i-  ,/;  el  ->- y  est 


-K 


'  ""  dxdy. 


(>4.  Lorsque  les  épreuves  sont  identiques,  la  formule  se  simiilifie,  la 
|)i  obaliililé  pour  que  les  écarts  soient  x  e\.  y  en  ii.  épreuves  est 

2        --Î    i-.(,,  +  ,-,a-</-'-i->»+*i/"/-'"'r+^</'+'-ii'-/'-'-'.'"    ■      y 
■it[jiM 

VI-  (i<'siL;naiil   la  ijuaiiliti' 

La  [irohahilite  est  susceptible  d'être  représentée  <^é()mélri(pie- 
iiienl  (n"  ii.i);  si  l'on  considère  les  ellipses  iso[)robables,  l'aire  de 
celles-ci  croit  proportionnellement  à  a,  les  rayons  homolo^'ues  crois- 
sent proportionnellement  à  \  a  et  décroissent  donc  reialivemenl  à  ia. 
(Test  une  généralisation  du  llu'oième  de  Bernoulli. 
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Probabilités  du  second  genre. 

65.  Le  joueur  B  possède  la  somme  y  et  les  joueurs  A  et  C  une 
somme  infinie  ;  quelle  est  la  probabilité  pour  que,  à  la  a"="'*  partie 
exactement,  le  joueur  B  soit  ruiné,  le  joueur  A  ayant  perdu  la 
somme  xi 

Désignons  comme  précédemment  par  /"(o,  ja,  x,  y)  la  probabilité 
pour  que,  à  la  [x'"™*  partie,  le  joueur  A  perde  la  somme  x  et  le  joueur  B 
la  somme  y  et  par  y  (o,  a,  j7,  y)  la  probabilité  cherchée.  Nous  allons 
écrire  de  deux  façons  différentes  la  probabilité  /(o,  ji.,  x,y). 

Le  joueur  B  ne  peut  perdre  la  somme  y  sans  avoir  perdu  précédem- 
ment la  somme  y,,  si  y,  est  inférieur  à  y.  La  probabilité  pour  que,  à 
la  pL,'™*  partie,  le  joueur  A  perde  la  somme  x,,  la  perte  j',  étant  pour 
la  première  fois  atteinte  par  le  joueur  B,  est  '/(o,  u.,,  j;,,  y,). 

La  probabilité  pour  que,  à  la  ja/'^"*  partie,  le  joueur  A  perde  la 
somme  .r,,  la  perte  ^i  étant  pour  la  première  fois  atteinte  par  le 
joueur  B,  et  les  pertes  finales  des  deux  joueurs  étant  x-  et  ^  à  la 
yi.uie  partie,  est,  en  vertu  du  principe  des  probabilités  composées, 
•/.(<>•  F-M-^n  V,)x/([i,,  a,  X  —  x,,y—y,). 

La  pertey,  pouvant  être  pour  la  première  fois  atteinte  à  toutes  les 
parties  de  zéro  à  a  et,  d'autre  part,  la  perte  x-,  pouvant  avoir  toute 
valeur  de  —  oc  à  ~h  x,  la  probabilité  pour  que,  à  la  ij.'"""  partie,  le 
joueur  A  perde  la  soinim'  x  et  le  joueur  B  la  somme  v'  l'st,  eu  vertu 
du  principe  des  probabilités  totales, 

/(o,  a,  x,y)=  l      l       -/(o,  u.,,  X,,  7.) 

•'o     *-^—  • 
X  /(  a, ,  a,  X  —  ./■, ,  y^y,)  (Ix-,  du., 

Telle  est  l'équation  de  condition  à  bujuelle  doit  satisfaire  lafonction  y. 
(i(î.    Nous  supposerons  (pie  le  jeu  soit  symétrique,  alors 

ill.i--j-,i--»-(.r-  ■>■,  il.v  -.V|I  +  I.V-  r.l'i 

/(y.,,  a,  X  -  X,,  y  ^y,)=  -— 


^lO  L.      H\CI1K.I,IKK. 

L'équation  de  coiirlilion  est  idfMlifjiit'incnl  vérifiée  en  posant 

•/(o,  [/.,,aT,,  x,)=  -vfT-/(<>,  u.,,  .r,,7,). 

La  vérification  se  fait  de  la  façon  suivante  :   on   intétrre  le  second 
membre  par  rapport  à  x',,  puis  on  jiose 

et  l'on  est  ramené  à  une  intégrale  de  la  forme  ronime  (  n"  rJO  ). 
La  probabilité  demandée  est  donc 

2,  œ'(|x)e~'T^'''-''^''*'^''' 


Trv/3[<f(|Ji)f 

()7.  Les  joiu'urs  \  cl  (Z  fMssi'drn/  une  sornttK'  in  finie  et  le  joucurW 
possède  la   sommr   ni;    (jnelie   c.sl    la   pruhiibilitr  pour  (jur,    à  la 
leiiie  p(ifil(>^  Ip  joueur  A   mi  perdu  la  somme  x  el  le  joueur  13  la 
somme  y  ? 


Nous  supposerons,  comm<'  dans  le  |irol)léme  précédeiil,  ipie  le  jeu 
est  symétritpie. 

l'ar  un  raisoiinemfiit  analoi^ue  à  celui  du  n"  .">?,  et  pai'  des  calculs 
trop  longs  pour  être  i-epi'oduils,  on  ohlifMit  poiii'  t-xpiession  de  la  pro- 
babilité clierchée  • 


TI(f(fA)v/3 


Probabilités  des  genres  supérieurs. 

(»8.  D'après  noire  classification,  les  pi'obahililc's  sont  dites  des 
genres  supérieurs  (\\\i\\u\  les  fortunes  de  plusieurs  joueurs  sont  limi- 
tées.  Dans  ce  cas,  il  seudjic  difficile  d'exprimer  les  probabilités   de 
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mine  de  ces  joueurs.  Quand  ceux-ci  sont  au  nombre  de  trois,  on  peut 
déterminer  la  durée  moyenne  du  jeu. 

Les  joueurs  A,  B,  C,  possédant  les  sommes  a,  h,  c,  jouent  jusqu'à 
la  ruine  de  l'un  d'eux;  quelle  est  la  durée  moyenne  du  jeu? 

Nous  supposerons  que  le  jeu  soit  symétrique  et  uniforme,  caracté- 
risé à  chaque  partie  par  la  fonction  d'instabilité  <p,. 

Nous  rappelons  que  la  durée  moyenne  d'un  jeu  est  l'espérance 
mathématique  d'un  joueur  II  qui  toucherait  i''''  par  partie  jouée. 

Par  des  considérations  qu'il  serait  trop  long  d'e.xposer,  on  est  con- 
duit au  résultat  suivant  :  Si  Ton  désigne  par  \{x,y)  la  durée  moyenne 
quand  le  joueur  A  possède  la  somme  x  et  le  joueur  B  la  somme  y 
(et,  par  suite,  le  joueur  C  la  somme  a  -h  b  -h  c  —  x  —y),  la  fonc- 
tion A  doit  vérifier  l'équation  aux  dérivées  partielles 

Jj-'         ày'         dx  dy        tp, 

et  les  conditions  aux  limites  X(o,  y)  =  o,  X(x-,  o)  =  o  et  X  =  o  pour 
x~i-y^a-^-b-\-c. 

Ces  équations  sont  vérifiées  par  la  solution 

-  4XK(a -h  A -<- c  —  X — v) 

^  =^  — '' — ; z ; '■ — ' 

(a  -(-  è  -l-c)-i, 

qui  est  d'ailleurs  unique. 

Puisque,  au  début  du  jeu,  x  =  a  eiy  =  b,  la  durée  moyenne  cher- 
chée a  pour  valeur 

l\abc 
■<ix{a  -+-  6  H-  c) 

Si  l'un  des  joueurs,  lo  joueur  (\  |)ar  exemple,  a  une  fortune  infinie, 

la  durée  moyenne  du  jeu  est  ^ Si  deux  des  joueurs  ont  des  fortunes 

'f'i 

infinies,  la  durée  moyenne  est  infinie. 

On  peut  traiter  des  problèmes  analogues  lorsqu'il  y  a  discontinulli'': 
on  est  alors  conduit  à  des  équations  aux  différences  parlielles  qu'il 
est  possible  d'intégrer. 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  lomc  II.  —  l'asc.  III,   190'î.  4' 
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69.  Li's  joueurs  A,  R,  C,  r/o/?/  les  foi-lunrs  sont  a,  h,  c.  jouent 
jusqu'à  ce  que  deux  d'entre  eux  soient  ruinés,  quelle  est  la  durée 
moyenne  du  jeu  ? 

Nous  supposerons  que  les  conditions  du  jeu  soient  les  mêmes  que 
précédemment  et  caractérisées  par  la  fonction  o,,  puis,  qu'après  la 
ruine  de  l'un  des  joueurs,  les  deux  autres  jouent  à  un  jeu  équitable 
caractérisé  par  la  fonction  o^. 

En  désignant  comme  précédemment  par  \(^x,  y)  la  durée  moyenne 
totale  du  jeu  quand  le  joueur  A  possède  la  somme  x,  le  joueur  B  la 
somme  y  et  le  joueur  V.  la  somme  s  —  x  —  y,  (s  =  a  +  b  -\-c),  on  a 
toujours 

d-y^         dn         '^     ,    A  — 

dx'^        Ox  dy        ày-         o,  ' 

mais  les  conditions  aux  limites  ne  sont  plus  les  mêmes. 

Lorsque  x  ^  o,  le  joueur  A  est  ruiné,  et,  si  le  joueui'  B  possède  la 
somme  ^^'j  le  joueur  C  possède  la  somme  s — y. 

Ces  deux  joueurs  devant  jouer  jusquà  la  ruine  de  lun  deux,  la 
durée  moyenne  de  ce  nouveau  jeu  est  (n"  49) 

--iy  (■■''  — j), 

Le  même  raisonnement  s'applique  au  cas  où  lun  des  joueurs  B  ou  C 
serait  ruiné  le  premier,  les  conditions  aux  limites  sont  donc 

Pour  x  —  o X  -  rZilZlZ], 

_  ,  2  .T  (  i x) 

Pour  >';=o A  = ^^- -, 


Pouri  —  jc  —  y  ^=  o X^ 


2vi/ 


On  reconnaît  facilement  que  l'équation  indéfinie  et  les  conditions 
aux  limites  sont  vérifiées  si  Ion  pose 

-^  _  lixy{s  —  x  —  y) 
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Celte  solution  est  d'ailleurs  unique. 

Au   début  du  jeu,   x  ^  a,y  ^  h,  s  —  x — y  =  c,   donc    /a  duivr 
moyenne  du  jeu  a  pour  expression 


A  abc 


?i(" 


^.^^a  +  b  +  c)  t"^("  +  b)  +  ac{a  4-  c)  +  bc{b  +  c)\. 


La  première  partie  de  la  somme  exprime  la  durée  moyenne  jusqu'à 
ce  que  l'un  des  joueurs  soit  ruiné;  le  second  terme  exprime  la  durée 
moyenne  quand  les  deux  autres  joueurs  jouent  jusqu'à  la  ruine  de  l'un 
d'eux. 

On  obtient  des  résultats  analogues  en  supposant  le  jeu  discontinu, 
on  est  alors  conduit  à  des  équations  aux  différences  finies  partielles. 

Il  est  regrettable  que  la  place  nous  manque  pour  exposer  le  raison- 
nement qui  a  permis  d'obtenir  la  dernière  formule  :  ce  raisonnement, 
dont  l'exposition  prendrait  plusieurs  pages,  est,  croyons-nous,  un  des 
plus  curieux  du  calcul  des  probabilités. 

Probabilités  connexes. 

70.  Nous  avons  admis  jusqu'à  présent  l'indépendance,  c'est-à-dire 
que  nous  avons  considéré  les  conditions  relatives  à  une  partie  comme 
indépendantes  des  parties  antérieures. 

Nous  allons  étudier  maintenant  les  probabilités  connexes  du  premier 
genre  à  deux  variables.  Nous  dirons  qu'il  y  a  connexilé  du  premier 
genre  quand  les  conditions  à  une  partie  dépendent  uniquement  de  la 
perte  actuelle  des  joueurs  et  du  rang  occupé  par  la  partie  considérée. 

Nous  supposerons  que  les  fondions  d'instabilité  çj,,  Çj,  ^,  relatives 
aux  trois  joueurs  sont  constantes  et  que,  pour  chacun  d'eux,  l'espé- 
rance relative  à  une  partie  est  égale  au  produit  de  sa  perte  actuelle  par 
une  quantité  a  qui  peut  être  variable  d'une  partie  à  l'autre,  mais  qui, 
à  chaque  partie,  est  la  même  pour  les  trois  joueurs. 

Si,  par  exemple,  à  la  [j.'''""  partie,  les  joueurs  ont  perdu  les 
sommes  x,  y, — (x-\-y),  leurs  espérances  pour  la  partie  suivante 
sont  oa.',  ay,  —  a(x  +  y)- 

Le  jeu  considéré  est,  comme  on  voit,  uniforme,  relativement  aux 
fonctions  d'instabilité,  mais  non  nMalivfiiHMit  an\  espérances. 


3l4  I-     BACH  ELI  EU. 

Le  jeu  étant  ainsi  défini,  une  analyse  analogue  à  celle  du  ii"  2i, 
mais  plus  laborieuse,  conduit  au  résultat  suivant  : 

La  probabilité  pour  que,  à  la  y.'''"'*  partie,  le  joucui-  A  ail  perdu 
la  somme  x  et  le  joueur  B  la  somme  y  est 


Ça .r' -4-19,-4-93—  9,1  jy-ï-ç,  v' 


ilx  dy, 


F(lJ-)  étant  l'intégrale  de  l'équation  diffèrenlicUe 


2aF=   \/2?l92+    -?l?3-'-    •'•?2?3    -    ?"    -    ?o    —    ?3 


Si,  en  particulier,  a  est  constant,  on  a 


ia  V  /• 

Nous  appliquerons  ce  résultat  à  la  résolution  approchée  du  prohlème 
suivant  : 

71.  D'une  urne  qui  contient  m  boules  blanches,  n  boules  noires 
et  k  boules  rouges,  on  extrait  successivement  [/.  boules  sans  les 
replacer  dans  Vurne.  Quelle  est  la  probabilité  d'une  composition 
donnée  de  l'urne  1 

Si,  en  u.  tiratres,  il  sort ~ y  -+-  x  boules  blanches, 7  -l-  y 

boules  noires,  et ■ 7  — >r  —  v  boules  rousjes,   nous  disons  que 

'        m  -h  n  -h  k  ■'  '  ' 

les  écarts  sont  x  et  y-  La  (piestion  posée  consiste  à  chercher  la  proba- 
bilité pour  que  les  écarts  soient  j?  &\.y  en  ^  épreuves. 

Sujtposons  que  trois  joueurs  A,  B,  C  perdent  respectivement  des 
sommes  égales  aux  écarts  x,y,  et  — (a;  +^)-  Supposons  encore  que 
[JL  tirages  aient  été  effectués  et  que  les  écarts  soient  xç.\.y. 

Au  tirage  suivant,  il  y  a  probabilité 

(s  —  n)  'M  —  iX 

S(S  —  IJ.) 
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(*  désigiuinl  la  somme  m  -\-  n  -\-  k)  pour  quil  sorte  une  l>lauchc  et 

par  suite  pour  que  1  écart  x  augmente  de  la  quantité  — Il  v  a  de 

même  probabilité 


S  {s  —  a  ) 

pour  qu'il  ne  sorte  pas  une  blanche  et  par  suite  pour  que  Tccart  x 

diminue  de  la  quantité  —  • 

L'espérance  mathématique  du  joueur  A  pour  le  lirajije  considéré  est 

donc L'espérance  mathématique  du  joueur  B  est  de  nièaie  — ^^ — • 

Les  espérances  mathématiques  des  joueurs  A  et  B  sont  donc  con- 
stamment proportionnelles  à  leur  perte  totale  et  la  quantité  précé- 

demment  désignée  par  a  est  -^ 

La  fonction  d'instabilité  relative  au  joueur  A  a  pour  valeur 

V  in{s  —  ;ji )  f  s  —  m)  -\-  xs-i-is  —  m )  x°-       1 

Si  les  probabilités  de  sortie  des  boules  étaient  constantes,  les  écarts 
X  el  y  seraient  de  Tordre  de  \  a ,  et  |)ar  suite  ils  seraient  négligeables 
comparativement  à  a.  Il  en  est  de  même  à  plus  forte  raison  dans  le 
cas  actuel,  puisque  les  écarts  ont  une  tendance  à  diminuer  d'autant 
plus  grande  tjue  ces  écarts  sont  plus  grands  eux-mêmes  ;  x  et  y  sont 
donc  négligeables  comparativement  à  u.  et  par  suite  comparativement 
à  ni,  n,  k  qui  sont  de  grands  nombres  supposés  du  même  ordre 
({ue  a. 

La  fonction  d'instaliilité  relative  au  joueur  A  se  réduit  doue,  en 
négligeant  x,  à  la  quantité 

2  m  (  s  —  /;/  ) 

?.= 7^ 

Les  fonctions  O2  et  O3  ont  de  même  pour  valeurs 

2/i(.Ç—  «)  2Â(.S  —  X) 


3i6 


BACHELIER. 


Les  fonctions  d'inslahilitc  élanl  constantes  et  les  espérances  étant 
proportionnelles  aux  pertes  actuelles,  on  peut  aj)pliqucr  au  problème 
dont  il  s'agit  la  formule  du  n"  70.  La  fonction  V([J.)  est  l'intégrale  de 
l'équation 

('F  2  F  ,      I  mnk 

on  a  donc 

■  0 


,,  ,     ,  ,      1  mnk  u  (.s  —  u) 


La  probabilité  pour  cpie  le  joueur  A  perde  la  somme  x  et  le  joueur  B 
la  somme  y^  c'est-à-dire  la  prohabilité  pour  (pie  les  écarts  soient  x 
et_y,  a  pour  expression 


— î — = dx  dy. 

2  71  \^mnk  \i.{s  —  jjt) 

^.  ,,         ,  ,    .  ,  .    ,     ni     n     k    1.  ■  •    I 

bi  1  on  désigne  par  p,  y,  r  les  quantités  —  >  ->     >  1  expression  ci-dessus 

s'écrit 

.ç„-- 2117:77 '■'''■-'' '■'-^-''''■'"'"+''''-'''-'■'1  izr;^ 


-■i.\Jj>'/r(s—ix) 


dvf/y 


En  comparant  ce  résultat  à  celui  (pii  a  éli''  oi)lenu  au  11"  Gl  et  qui 
serait  relatif  au  cas  où  l'on  replacerait  les  boules  dans  l'urne  après 
cliatpie  tirage,  on  voit  que  les  écarts  sont  diminués  dans  le  rapport 
lie  \'s  ~  a  il  \s. 

72.  lleprenons  la  (piestion  relative  aux  joueurs  (u"  70)  :  si  l'on  sup- 
pose que,  [X,  parties  ayant  été  joik'cs,  les  joucui's  A  et  lî  aient  perdu 
les  sommes  X-,  et_y,,  quelle  es!  la  probabilité  pour  (pic  ces  joueurs 
perdent  en  tout  les  sommes  x  et  y  après  une  nouvelle  série  de 
u.  [larlies? 

l'oiir  résoudre  ce  problème  (pour  le([uel  nous  supposerons  la  quan- 
tité (t  conslanle,  c'esl-à-dire  le  jeu  uniforme),  nous  écrirons  de  deux 
i'a(;ons  différentes  la  probabilité  pour  (pu;  les  joueurs  A  et  15  aient 
perdu  les  sommes  x  et  /  en  u.,  -l-  ut.  parties. 
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(  j'Uc  piobiiljilitc  a  pour  valeur 

_8  , 9i.r'-nffl,  +  ip,  — 9,ljy+iyiy' 

/(•[..,  +  IX,  o,  o,  .r,  y)  =      ^^"'       (^?.?.^^?.?.^^?.?.-T;-9i-9S)(.--^^'°'^--^')     ; 

Soil /(u.,  .<■,,  jK,,  ./■,  jk)  Ifi  l»n»l)al)ilil(''  cliercliéc  ;  la  [)n)l)al)ililt''  pour 
que,  en  [;.,  parties,  les  pertes  soient  ./•,  elj^,  et  pour  qu'elles  deviennent 
ensuite  x  et  y  après  les  ^  parties  suivantes  est,  en  vertu  du  prineipe 
des  probabilités  conq)Osées, 


4ae       (3ç,9,+29,tp,  +  2ci),?,-ç-;-?i;--ç3)(i-,.  -l'O 
— ,  X  /(  y.,  x'i,  y,,  .T,  Kj- 

Ttv/a  <pitp2+ 2'i,ç3+ 2tj),(p, —  (pj_^,2  —  ^|(, — e--"V-i)      ' 

En  intégrant  cette  expression  pour  toutes  les  valeurs  de  .r,,  y,,  on 
obtient,   d'après  le   principe  de  la   probabilité   lolale,  la  probabilité 
|)our  que  les  pertes  soient ./;  et  k  en  [j.,  -i-  u.  [)aiLies  ;  on  doit  dcjiic  avoir 
/([J.,  +  a,  o,  o,  ./;,  y) 


'.Cl 


?-,'î  +  i?i  +  ?.-?:,l 


4«e         (29,cp,+2ç,9,+2?,?j~îJ-9?-o5)d-c  ■°>'i) 
ry/2!p,(f2+  2-i,  cfj  H-  2'4)2'-?3  —  9 1   —  92  —  tpa  (l  —  e^-"^) 


Telle  est  l'éciualion  de  condition  à  hupielle  doit  satisfaire  la  fonction  y". 
Cette  équation  est  satisfaite  si  l'on  pose 

/{[>■,  X,,  y, ,■('■,. y) 

^^?.(.-;r,.-^)'  +  (9,  +  9,-?,,)(.-..-,e-"l-)(.r-.v..-i^)-4-9,(.r-,v,<--°'^)' 
4«e  {29i9î  +  29,9j+29,9»— 9i  — 9î-93)(i— e--"!*) 

■^V'atpiCfîH-  2!f,93-i-  2cf293— <p;  —  (p;  —  tf^  (i— g-^"!^) 

Telle  est  l'expression  de  la  probabililé  cberchée. 

75.  Jj'urnc  A  conlienl  m  boules  blancJics,  n  houles  noires  et 
A  houles  /■ous(es  ;  l'wne  B  contient  m'  houles  hianches,  n'  houles 
noires  et  k'  houles  rouges.  A  chaque  r'/^/vv/iv,  on  lire  une  houle 
de  A  que  l'on  place  dans  B,  en  nicnie  temps  qrio//  tire  une  houle 
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de   l>  (jiii'  l'on  pJdic  ihins  A.   (hicllr  est  la  prohahil lli-  pour  qu(\ 
après  a  cpiwines,  Ir.s  urnes  aient  une  composition  donnée? 

Désignons  par  s  la  somme  ni  -h  n  •+-  k  -h  r/i'  -h  n'  -+-  k'  de  toutes  les 
boules;  nous  disons  ([ul'  les  écarts  sont ./;  et  j'  quand  il  y  a 

{m  ■+-  m')  (m  -\-  n  +  k) 


boules  blanches  dans  l'urne  A  et 

(n  +  n')  (m  -i-  n  -\-  k) 


y 


boules  noires  dans  l'urne  A. 

La  question  peut  s'énoncer  ainsi  :  les  écarts  ayant  inilialenient  les 
valeurs  données  x,, y,,  quelle  est  la  probabilité  pour  que  leurs  valeurs 
soient  x  et  y  après  a  épreuves. 

Si  les  écarts  sont  x  et/,  il  y  a 

(k  -h  k'){ m  -h  /«  ^-  A  ) 

j;  —  y 

s  •' 

boules  rouges  dans  l'urne  A  ;  de  même  dans  l'urne  B,  les  nombres  des 
boules  blanches,  noires  et  rouges  sont  respectivement 

(m  -t-  m')  {m'  +  n'-l-  k')                        (n  -+-  n')  (/«'-H  n' -+■  k') 
.r, y, 

(A- +  Â')  (//('  +  «'-+- A')    , 

■^^ — -h  X  +  y. 

s  •' 

Supposons  que  trois  joueurs  H,  K,  L  perdent  respectivement  des 
sommes  égales  aux  écarts  .r,  y,  —  (x  +  y)  et  sup[)osons  (pie  les  écarts 
soient  X  cly. 

Au  prochain  tirage,  il  y  a  probabilité 

(m-^- m'){m  +  n-i- k)  +  .rs  f,  ,        ,         i  ,\  /      ,  ,        ,,,  i 

— ; —      ,  ,, — ; — tt:  \(/i  -+-  n' -+-  k  -+-  k)(in  -+-  n'  +/>•)  +  x^\ 
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pour  que  l'écart  x  diminue  de  un.  11  y  a  de  même  prohabiliti- 

(m -+- m')  (m'+ «'-4- A') —  r.? ,  ,  >        i         i,    /  i-  i 

s-(ni  -h  n  -h  k){m' -^  n' -^  A')  '^  '  -  ^  '■ 

pour  que  l'écart  x  augmente  de  un. 

L'espérance  mathématique   du  joueur  H  pour  le  procliain  tirage 
est  donc 


(  //i  H-  «  -h  A"  )  (  r)i'  -^-  n'  -+-  k'  ) 

Celle  du  joueur  K  est  de  même 

■«y 


{m  -+-  n  -h  /v){  m'  -h  n'  -+■  k'  ) 


Ces  espérances  sont  proportionnelles  à  ./;  et  à  jet  la  quantité  précé- 
demment désignée  par  a  a  pour  valeur 


( m  +  n  +  k)( m'  -+-  n' -+-  /'  ) 


\ous  supposerons  que  m,  ii,  k,  m',  n',  k'  sont  de  très  grands  nombres 
auprès  desquels  les  écarts  initiaux 

m  n  '  —  m' n  -i-  //;  k'  — ■  /ii'  k 
X,  =  

.V 

et 

/(/,' —  n'  k  +  nm' —  /l'rn 

r,  = ^ 

sont  négligeables.  Les  écarts  ./•  et  y  seraient  de  l'ordre  de  \  a  (que 
nous  supposons  de  l'ordre  de  yw,  \/i,  . . .)  si  aucune  cause  retardatrice 
ne  tendait  à  en  diminuer  l'amplitude  ;  ils  seraient  donc  négligeables 

comparativement  à  m,  n, Dans  le  cas  actuel,  ces  écarts  sont  à 

plus  forte  raison  négligeables  comparativement  à  m,  n,  ...  et,  en  les 
négligeant  dans  l'expression  de  la  fonction  d'instabilité  relative  au 
joueur  II,  celle-ci  a  [)Our  valeur 

4  (  w  -t-  m'  )  { n  -h  n'  -h  k  -h  k'  ) 


Journ.  de  Malli.  (C  série),  lonic  II.  —  Kh5c.  III.  >.jci6. 
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on  a  de  iiièiiie 


4(rt  -t-  n')(/i  -h  k' -T-  m  -r-  ni')  4(^"-t-  ^'')("i  -i- />«'-)-  n  -<-«') 

; cl        O.,  =^  ^, — ■ — ■ 


Les  espérances  nialliématiques  des  joueurs  étant  constanimeat  pro- 
portionnelles à  leurs  perles  et  les  fonctions  d"instal)ililê  étant  cons- 
tantes, la  probabilité  pour  que  les  joueurs  H  et  Iv  perdent  finalement 
les  sommes  x  el  y  ou,  en  d'autres  termes,  la  probabilité  pour  que  les 
écarts  ayant  initialement  les  valeurs  r,  et  y,  prennent  les  valeurs  x 
et  j^  après  [jl  épreuves  est  donnée  par  la  dernière  formule  du  n°  72 
dans  laquelle  on  doit  remplacer  les  quantités  x^,  y,,  a,  ç»,,  ç.,,  o,  par 
les  valeurs  que  nous  venons  dohlenir. 

74.  Dans  certains  cas,  il  est  possible  d'obtenir  l'expression  des  pro- 
babilités, quoique  les  espérances  relativ-es  à  chacun  des  joueurs  ne 
soient  pas  proportionnelles  à  leurs  pertes  actuelles. 

Nous  supposerons  que  pour  les  trois  joueurs  A,  B,  C  la  fonction 
d'instabilité  ait  une  valeur  constante  •p,  et  que,  ces  joueurs  ayant  perdu 
les  sommes  .r,  y,  —  (x  -i-y),  leurs  espérances  pour  la  partie  suivante 
soient  respectivement  zax  +  ay,  ay  —  ax  et  —  ax  —  2 a/;  a  étant 
une  constante. 

Dans  ces  conditions,  une  analyse  analogue  à  celle  du  n"  18  con- 
duit au  résultat  suivant  : 

La  probabilité  pour  que,  après  \j.  parties,  le  joueur  A  ait  perdu  la 
somme  x  et  le  joueur  B  la  somme  y  est  exprimée  par  la  formule 

7.JZae     ?,(i-e"-'°i')     ,      , 

— I -, zj— r —  dx  ay. 

Ta.  Ti'ois  ui-itcs  A,  B,  C  co/Uieiinciil  chacune  m  boules  blanches 
et  m  boules  noires  ;  chaque,  épreuve  consiste  à  ti/er  une  boule  de  A 
pour  la  placer  dans  B,  en  même  temps  qu'à  tirer  une  boule  de 
B  pour  la  placer  dans  C,  en  même  temps  quà  tirer  une  boule  de  C 
.pour  la  placer  dans  A.  Quelle  est  la  probabilité  d'une  composition 
donnée  des  urnes  après  il  épreuves  ? 
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iNoiis  dirons  que  les  écarts  sont  j;  cl  y  s'il  y  a  m  -+-  x  houles  blanches 
dans  Turne  A  et  ni  -\-  y  boules  blanches  dans  l'urne  B. 

Si  les  écarts  sont  a;  et  j^,  il  y  a  m  —  x  boules  noires  dans  l'urne  A, 
m — y  boules  noires  dans  l'urne  B,  m  —  x  —  y  boules  blanches 
dans  l'urne  C,  et  di  -{-  x  +  y  boules  noires  dans  l'urne  C. 

Supposons  (|ue  trois  joueurs  H,  K,  L  perdent  des  sommes  respecti- 
vement égales  aux  écarts,  et  supposons  (jue  ces  écarts  soient  r,  y  et 
—  {x  +  y). 

A  la  prochaine  épreuve,  il  y  a  probabilité 

m  —  X  m  —  .r  —  v 


!  ni  1  m 


[loui'  (]ue  X  augmente  de  un,  et  probalnlité 

m  -h  X  7H  -i-  X  -h  y  ■ 
2  m  2  m 

pour  que  x  diminue  de  un. 

L'espérance  mathématique  du  joueur  H  est  donc,  pour  ré[)reuve 

considérée, —  • 

2/71 

A  cette  même  épreuve,  il  y  a  probai)ilité 

//(  —  )•  m  -+-  X 


>.  m         9.  m 


pour  que  y  augmente  de  un,  et  probabilité 

m  4-  }■  ;h  —  a- 


>,  m         2  m 


pour  c[ue  >•  diminue  de  un;  l'espérance  malhémati(jue  du  joueur  K  est 

donc 

2  ni 

La  fonction  d'instabilité  relative   au  joueur  11  est,   poui'  l'épreuve 

considérée, 

2  m-  —  2x-  —  2XY  —  y- 
2  ni- 

Nous  supposerons  que  ///  est  un   grand  iu)mbre  et  (juc  u.  est  égale- 
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iiKMiL  un  i;raii(l  iininliii'  du  nuMuc  ordre.  S"d  n"(\\islait  aurum"  cause 
rclardalrice  des  écarls,  ceux-ci  seraienl  de  Tordre  de  y  [J^  el,  par  suite, 
ils  seraient  négligeai)les  conipaialivenient  à  u.  ou  à  m,  et,  à  plus  forte 
raison,  leurs  carrés  ou  |)rodnits  seniieul  néi^ligeahles  coniparalivement 
à  u.-  ou  itr . 

Puistjue,  dans  le  cas  actuel,  il  existe  une  cause  retardaliice  des 
écarls,  on  peut,  à  plus  forle  raison,  négliger  .r-,  xy  et  j'-  comparative- 
ment à  ///-. 

La  fonction  d'instabilité  ^|  relative  au  joueur  H  se  réduit  donc  à  un. 
11  eu  est  de  même  des  fondions  d'instabilité  ç^,  ^.,  relatives  aux 
joueurs  K  el  L. 

Le  problème  acluel  rentre  dans  le  cas  traité  au  n"  7i,  car  les  trois 
fonctions  d'instabilité  sont  égales  el  constaulcs,  cl  les  espérances 
matliémati(pii>s  suivent  la  loi  exigée.  I^a  probabilité  pour  que  le 
joueui'  11  perde  la  somme  x  et  le  joueur  K  la  somme  )',  c'esl-à-dire  la 
probabilili'  pour  (pic  les  écarls  soient  .c  et  }'  en  a  épreuves,  est 


v/3e    -(■-'-^) 

-, 777—  "X"  dV 


m-K\i  —  e 


Cas  où  le  nombre  des  variables  est  quelconque. 

76.  Les  joueurs  A  , ,  A^,  . . .,  A„,  qui,  possède/i/  cliacuii  une  fortune 
infinie,  doivent  jouer  u.  parties;  quelle  est  la  prohahilitê  pour  ^ que 
II' joueur  .'\|  perde  la  sontine  .f,,  le  ji///e//r  A.,  la  somme  .r.,  .  ..,  le 
joueur  A„_|  la  somme  x'„_,  ? 

Nous  supposerons  seulement  cpie  b^s  conditions  du  jeu  jiour  une 
partie  sont  indépendantes  des  résultats  antérieuis  du  jeu;  nous  su[)- 
posons  l'indépendance,  mais  non  l'uniformilé. 

l'ar  une  analyse  cju'il  serait  trop  long  de  dé'velopper,  on  démontre 
{pie  rexpression  de  la  probabilité  cbcrcbée  est 

f  d.i\  de,  . . .  d.i;„   ,  =  Cf-|-"'('.  +  'î'.'i^iP+S/..„;,,-,  +  .K.|^)i!..-,  +  '!','!^'i!,/,^.^  ,/,.^  ...,l.r„_,. 
•j^ifij.).  ..  .,  ■j/,(_;j.),  ...,  '\i,i   ,  (  u.  )  sont  les  espérances  totales  des  dif- 
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frreiils  jouriiis  pourles  [jt.  parties.  C,  a,,  . .  .,  o,,  ....  /y,  ,,  . .  .,  l)j  ^  . . ., 
dépendent  de  u.. 

Les  quantités  '|,fu.),  '^^((J^),  •••  se  déduisent  ininK-dialcincMt  des 
conditions  du  jeu  par  suite  de  leur  propriété  d'addition. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  fonctions  C,  a,,  . . .,  A, On  ohiiciit 

une  première  équation  en  exprimant  que  la  somme  di's  pi-()bal)ilités 
est  un  : 


J^y^"..-/''V^r,rf.;,. 


dx„^,  = 


l'intégiation  du  premier  membre  s'effectue  en  termes  finis.  I,a  consi- 
dération des  fonctions  d'instabilité  relatives  aux  diflérenls  joueurs 
fournit  n — i  autres  équations;  les  fonctions  d'inslabililé  o^(^x), 
o^(p.),  ....  On-i  ()J-)  se  déduisent  immédiatement  des  conditions  du 
jeu,  grâce  à  leur  propriété  d'addition;  or,  on  a 

Zi{[j.)=if       1      ■■■(      x\fdx^dx,...d.c„^^  —  2[|,(u.;J-. 

L'intégrale  s'obtient  en  termes  finis;  chacune  des  fonctions  9  fournit 
donc  une  étjuation  de  nature  à  déterminer  les  fonctions  cherchées. 

On  obtient  les  ~ —    autres  équations  nécessaires  par  la 

considération  des  valeurs  moyennes  des  produits  des  variables  deux  à 
deux.  On  a,  par  exemple,  en  désignant  par  V.\I  la  valeur  moyenne, 

VMa;,  X-..  ^  /        /       •  •  •  /       X.  x„  fdx,  dx^  . . .  dx„_,. 


■j.,=j       j       ■■■  I       x,x^fdx 


L'inlégrale  s'obtient  en  termes  finis,  et  cette  rdalion  fournit  une 
équation  de  nature  à  déterminer  les  fonctions  cherchées  quand  on 
connaît  \Mx,x.,. 

Il  faut  donc  obtenir  VM.r,./;,  daprès  les  conditions  du  jeu.  .Nous 
allons  démontrer  que  la  quantité  \'Mx,x.  —  ■\/,(il')'\i.,[^)  jouit  de  la 
propriété  d'addition,  c'est-à-dire  cjue  sa  valeur  pour  a  parties  est  égale 
à  la  somme  des  valeurs  d(?s  (piantités  analog^ues  pour  chacune  th-s  par- 
ties considérée  isolément. 

Supposons  que  les  joueurs  A.,,  A,,  ...,  .V„,   tout  en  continuant  à 
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jouor  srjiaiTincnt,  associent  leurs  gains  et  leurs  pertes;  cela  ne  cliange 
rien  aux  jeux  de  A,  cl  A^,  mais  on  peut  alors  considérer  le  jeu  comme 
composé  de  trois  joueurs  :  les  joueurs  A,  el  Ao,  et  l'association  des 
autres. 

Soit  :\d  perte  de  lassocialiDU  :  ou  a  évideniinenl 


z'-  =  x'^  -+-  x':,  -+-  2  j;,  .r., 
el,  par  suite, 

\Mx,x,=  ^(\Mz'—\yi.v^  —  \Mx:). 

Désignons  par  $(  [Jl)  ol  W(i).)  la  fonction  d'instabiliti'  cl  respéranco 
totale  relatives  à  rassocialion;  de  l'égalilé 

cl)(a)=.2|VM;^  — (V.\k)=J  =  2[\\Ic^  — ^r^(|x)J 
on  déduit 

on  a  de  même 

\Mx;  =  'i^+'\^](u.),         VMa;^  =  ^+^^(H^) 

el,  par  consécpient, 

VM             ■i'(,'^)--f.(i^)-?i(iO   ,   "•^(i^)-'lr(i-^)-'!^'(i^) 
V  iM  X,  x.y  = -, 1 • 

La  somme  des  espérances  est  nulle  (n°  i>.">);  on  a  donc 

U'(u~)4-'{/,(!J.)4-'|o(!J.)  =  o, 
et  Ton  peut  écrire 

\Mx,Xi=^  -5-!-^ — --^ — ^^-^^  +  ■|,([J.)|,(|J.), 

4 

doù 

N  M X , ./;,.  —  V ,  (  [^  )  '-po (  1^)  =  —f 
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Le  second  membre,  somme  de  trois  fonctions  d'instabilité,  possède 
la  propriété  d'addition;  il  en  est  de  même  du  premier.  La  quantité 
VMi-,.r2  —  ■|,(li.),(;2([J.)  jouit  donc  de  la  propriété  d'addition  comme 
la  quantité  VM a?';;  —  'K(f^))  on  l'obtient  sans  difficullé  d'après  les  con- 
ditions du  jeu. 

77.  Lorsque  le  jeu  est  uniforme,  l'expression  de  la  probabilité  est 

/  =   — i^^c.  rfx-,  rf/2  .  .  .  rfX'„^,  . 

Les  quantités  C,  f/,,  . . .,  f/,,  . . .,  /.(,,,  . . .,  /y,^,  .  . .  sont  de  simples 
coefficients  indépendants  de  a. 

78.  Lorsque  le  jeu  non  uniforme  est  symétrique  (c'est-à-dire  iden- 
tique pour  tous  les  joueurs)  et  caractérisé  par  la  fonction  d'instabi- 
lité 9(u.),  la  probabilité  est 

sine     «î'I^'    -.-.■,■ 

-,  „_, —  ax^  dx.,  . . .  rtx„_| . 


v/^ 


n  (p  (  a  ) 


79.  A  cliaque  épreuve,  //  événements  de  probabilités  /;,,/).,...,»„ 
peuvent    se    produire    et    s'evcluent    mutuellement,    de    sorte    que 

Si,  en  (x  épreuves,  le  premier  événement  s'est  produit  \}.p^  -t-  ./.-,  fois, 
le  second  \xp.^-\-x.^  fois,  ...,  le  ix'*'™'' [Ji/)„-l-a;„fois(x,  -l- jj^-I-- ■•  +  •''«=  o), 
on  dit  que  les  écarts  sont  x',,  j?,,  .  . .,  .r„. 

[^a  probabilité  pour  que  les  écarts  soient  j;,  ,  x.,^  ...,  x„  en  a  épreuves 
est 

(v/ïï^)""'  \ll->lPi...pn 

Cette  formule  ne  contient  en  réalité  que  n  —  i  variables,  puisque 
.r, -!- ./., -H. .  .-H  .r„  =  o;  ou  peut  éliminer  la  variable  que  l'on  veut. 
Quant  à  linliniment  petit  cpii  doit  multiplier  la  quantité  ci-dessus,  on 
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l'obtient  en  supprimant  (lu  pioduit  cLl\  dx..  . . .  dx,,^,  dx„  rélcnicnt 
qui  corres[)oncl  à  la  viinaiile  éliniinée. 

80.  Une  urne  contiLMil  un  Irt'.s  grand  nouiliir  a  de  i)onles  de 
n  couleurs  différentes,  A',  sont  ijlanches,  k.,  sont  noires,  ..  .,  /i„  sont 
vertes.  On  tire  un  grand  nombre  \l  de  boules,  soit  ensemble,  soit  suc- 
cessivement, sans  replacer  dans  l'urne  les  boules  sorties. 

On   dit  que   les    écarts   sont  .r,,    x.,,    ■-.,   x„   s'il    sort   de   l'urne 

a  —  -h  X,  =  11.1).  +  X,  boules  blancbes,  u.  —  +  x.,  =  \j.p.,  ■+-  x.,  boules 
noires,  ....  u.-^  -h  x„^  '-^-Pn-^-'-n  boules  vertes.  (On  a  évidemment 

/5,  -f-  p.  -+-•  ■  •  +  /'n  =  I   Cl  ■'"i)  ^-2^   •  •  ■!   ■'-'n   =  •>)■ 

La  probabilité  pour  que  les  écarts  soient  x,,  ,/.,,  . . .,  ,/;„  est 
e  " 

Cette  formule  ne  contient,  en  n'alité,  (pie  /;  —  i  varialiles,  puisijue 
37,  +  x'o-f-. . .+ iC^  ^  o;  on  peut  éliminer  la  variable  tpie  Ton  veut. 
Quanta  Finfiniment  petit  qui  doit  multiplier  la  quantité  ci-dessus,  on 
l'obtient  en  supprimant  du  produit  dx^  dx.,  . . .  dx„.,  dx„  rélémenl  ipii 
correspond  à  la  variable  éliminée. 

Le  calcul  des  juobabilités  discontinues  perun-i  d'établir  certaines 
identités  curieuses  entre  quantités  finies;  le  calcul  des  probabilités 
continues  permet  de  même  d'obtenir  certaines  relations  curieuses  entre 
intégrales.  Ce  calcul  conduit  aussi  à  la  résolution  par  analogie  de  cer- 
tains problèmes  de  Physique  mathématique,  notamment  du  proliléme 
du  refroidissement  d'un  courant  li(juide  el  du  jjroblème  plus  simple 
du  refroidissement  d'une  barre  dont  les  e\lr(''milés  sont  maiulcnues  à 
une  température  constante. 

Je  ne  m'occuperai  pas  ici  de  ces  questions  el  je  renielti'ai  également 
à  plus  tard  l'exposition  de  mes  études  sur  les  [)robal)ililés  discontinues 
et  sur  les  probabilités  des  causes. 

Remarquons,  pour  terminer,  que   si  la   présente  étude   change  le 
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niveau  de  nos  connaissances  sur  la  théorie  des  épreuves  ié|)él('es.  c'est 
grâce  à  la  conception  des  prohabililés  continues  et  à  la  réduction  de 
toute  question  à  un  problème  relatif  au  jeu.  Remarquons  aussi  cpic  la 
théorie  mathématique  de  la  s[)éculalion  et  la  théorie  des  cireurs  d'ob- 
servation peuvent  être  con-;idérées  conuiK;  des  cas  ])arliculiers  de  la 
théorie  mathématique  du  jeu. 

Cette  théorie,  dont  le  but  primitif  peut  sembler  si  éloigné  de  tout 
idéal,  domine  en  réalité  tout  le  calcul  des  probabilités;  elle  en  est 
l'expression  la  plus  générale  et,  par  suite,  la  plus  intéressante  au  point 
de  vue  scientifique. 


y<ilh     (6'  ^i;nc  ),  ii>i"<-   H  V:\>i.   III.  ii)Ol). 
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Sur   1rs    fo/icfions  (théUeiincs  sùii;ulicres 
d'Invariants   huit,    dou/.p:  et  cinq; 

Par  m.   g.   HUmiîERT. 


I .  J'ai  donné  autrefois  les  équations  modulaires  pour  les  fonctions 
abéliennes  sini^ulières  de  deux  variables,  dont  les  invariants  sont  res- 
pectivement huit,  douze  et  cinq  :  dans  le  présent  travail,  je  voudrais 
introduire,  ;iu  lieu  des  modules  ordinaires  de  Kiclielot,  les  valeurs  des 
dix  thêtas  normaux  du  premier  ordre,  d'arguments  nuls.  On  arriverait 
évidemment  au  but  en  remplaçant  les  modules,  dans  les  équations 
modulaires,  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  dix  ibètas,  mais  les  rela- 
tions ainsi  obtenues  seraient  décomposables  en  facteurs  difliciles  à 
mettre  en  évidence  :  c'est  donc  par  d'autres  méthodes  que  nous  for- 
merons les  équations  cherchées. 

Elles  conduisent,  comme  les  relations  classiques  entre  les  ihètas 
elliptiques,  à  des  conséquences  arithmétiques  :  pour  les  invariants 
huit  ou  douze  ces  conséquences,  à  peu  près  évidentes  a  priori,  concer- 
nent les  décompositions  des  nonibies  du  corps  quadratique  \:i  ou  \j'i 
en  sommes  de  carrés  de  deux  nombres  appartenant  au  même  corps  ; 
pour  l'invariant  cinq,  j'arrive  à  des  propositions,  un  peu  plus  cachées 
peut-être,  sur  les  décompositions  en  sommes  de  trois  carrés  des 
nombres  du  type  M  -i-  ^N  (i  +  v'.">),  où  iM  et  N  sont  des  entiers  ordi- 
naires. 
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lùifin,  dans  lo  cas  de  l'iiivarianl  douze,  je  coinhli'  iiih'  lacune  de 
mes  travaux  piécédeiils.  Si  1  on  part  do  périodes  vérifiaiil  la  relation 
g^='ig\  la  transformation  sin^i^ulière  de  dej^ré  un,  dont  toutes  les 
autres  sont  des  puissances,  change  les  fonctions  abéliennes  initiales  en 
dos  fonctions  de  modules  dijféreiila,  et  douze  est  le  plus  petit  inva- 
riant donnant  lieu  à  ce  fait  remanjuahle.  Le  problème  se  posait,  dès 
lors,  dexprinicr  les  modules  nouveaux  en  fonction  des  anciens,  ou, 
ce  qui  est  identique,  de  traiter  le  même  problème  pour  les  dix  ihêtas 
d'arguments  nuls  :  c'est  la  question  (|u"on  tiouvera  résolue  ici,  et  |iar 
des  formules  très  simples. 

Cas  de  l'invariant  HUIT. 

2.  Les  paires  de  périodes  d'un  système  de  fonctions  abéliennes  étant 
I,  o;  G,  i;  il.  Ii\  //,  if',  nous  emploierons,  pour  les  thètas  du  pre- 
mier ordre,  les  notations  de  AA  eierstrass  :  comme  il  ne  s'agira,  jusqu'à 
nouvel  avis,  que  des  valeurs  de  ces  llièlas  pour  les  arguments  nuls, 
nous  écrirons  ~5(^,  /',  ^£"'),  ou  ^5  pour  la  valeur  de  ~5(w,  <')  au  point 
M  =  (-'  ^  0. 

Cherchons  mainleuaul  les  relations  qui  lient  les  dix  lliélas  pairs 
lorsqu'on  a,  entre  les  périodes,  la  condition  g'  ^  2:,',  à  liKincllc  pcul 
se  ramener  toute  équation  singulière  d'invariant  huil. 

Soit  posé 

©5  =  rj(2,^'-,  2A,  2ji,'' )  ; 

ou  a,  friiue  manière  générale  (' "), 

(i)  40^  =  &^  +  a.^^^.^^o.. 

<3r,  si  g'  -=  'ig,  on  ])eut  écrire,  par  définition, 

la  somme  portant  sur  les  valeurs  entières  de  /«,  «,  de  —  oc  à  -i-co;  de 

('  )  IviiAisE,  Trari.sJ'ori/ia/io/i  des  fonctions  hypcrcUipliques  (Vnnhnc.r,  1886), 
[).   iGo. 
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même 

O.     __  V  ^,':"g"'--(-2/""n-i-2«n'i 
C         V  ^^■Khg>ir-  +  i/inin-l-2en-'+T:ini 

Dans  la  sommi'  ~-  -f-j,,,  les  tuniirs  ijui  correspoiidenl  aux  mêmes 
valeurs  de  //i  et  de  //  se  délruiseiit  si  ///  est  impair,  et  s'ajoutent  si  m 
est  pair  ;  on  a  donc 

c'est-à-dire,  par  comparaison  avec  (2), 

En  remplaçant  20.  par  cette  valeur  dans  (i),  on  trouve 

On  obtient,  d'une  manière  analogue,  cinq  autres  relations  du  même 
tvpe  entre  les  dix  thétas  ;  voici  le  Tableau  complet  de  ces  six  équations  : 


Ci) 


Enfin,  si  l'on  tire  de  ces  relations  les  quantités  3!;^,  r^,  .r!;,,  r^,,  en 
fonction  des  seconds  membres,  et  si  l'on  porte  leurs  valeurs  dans 
l'équation  &5&i;j -H  ^^S,^  =  S^  j^,,  qui  est  une  des  équations  biqua- 
dratiques  générales  entre  les  thètas  d'arguments  nuls,  on  obtient, 
après  suppression  du  facteur  2r, ^5,  évidemment  diiîérenl  de  zéro,  la 
relation  nouvelle 

On  constate  ensuite  aisément  que  les  équations  biquadratiques 
ordinaires  entre  les  dix  thètas  sont,  dans  le  cas  de  g'  =^  'ig,  des  consé- 
quences de  (3)  et  de  (4);  on  verrait  également  qu'une  seule  des  rela- 
tions (3)  et  (4),  jointe  aux  é([uations  biquadratiques  ordinaires, 
entraîne  les  autres  conditions  (3)  et  ('1);  on  déduirait,  enfin,  de  tout 
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cela  la  relation  entre  les  modules  qui  caractérise  les  fonctions  abé- 
liennes  singulières  d'invariant  huit. 


5.   Corollaire  I.  —  Posons 

(5)         ■    ^=|4£4^'      r=ï^'      -  =  ï^; 

on  a,  par  (4),  x'-  -h  y- -h  z-  =  i ,  cl,  par  (3), 

S34 


[s/xy-hz  =  ^,  ^yz^.c=    -^,         ^xz  +  y=    ^ 

yjxy  -  z=  -^-        s/yz      ./■  =  '  ^'        s  .^•-  -  7  =  '  ^^' 

d'où  cette  conclusion  :  étant  donnée  la  sphère  x^-i-y^-\-  ;- =  1 ,  on 
peut  exprimer  en  fonction  uniforme  (hypcrabclienne)  de  deux  va- 
riables g  et  A,  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  quelconque  de  la 
surface,  ainsi  que  les  six  radicaux  \/xy±z,  \l  yz  ±  .r,  sjxzàzy^  et 
cela  par  les  équations  (5)  et  (G). 

ï.  Corollaire  II.  —  En  remplaçant  dans  (3)  et  (4)  les  thètas  par 
leurs  développements  en  séries  d'exponentielles  et  faisant  g'  ^  2g,  on 
arriverait  aisément,  par  des  procédés  qui  seront  appliqués  [dus  tard 
au  cas  de  l'invariant  cinq,  à  des  conséquences  arithméli(jues.  Par 
exemple,  l'équation  (/()  conduit  à  ce  théorème  :  si  M  et  N  sont  deux 
entiers  quelconques,  le  nombre  des  décompositions  de 

4(2M  +1  ■+■  aNy/â) 

en  deux  carrés  selon  la  formule 

(7")  (2m,  +  ■2n,\-2j'  -\-  {lin.,  4-  ■iii.,\->.)' , 

(où  les  rrii,  n^  sont  entiers)  est  égal  an  iiomhi-c  des  déconqiosilions  de 
la  même  quantité  en  deux  carrés  selon  l;i  lornnile 

(8)  |2f;.,  +  (2V,4-I)v'2j'H-  |2U,-+-(2V,+  l)\'2\\ 
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Mais  cette  proposition  se  démontre  directement  sans  difficulté;  car, 
à  une  décomposition  (8)  correspond  une  décoiuposilion  (-),  et  inver- 
sement, par  les  formules 

a,  -+-  a.,  ijL,  —  u, 

w,  =  v,  -H  Va  +  I ,      //,  =  '-'      f/i-,  =  V,  —  Vo,      n.^  =  — ^-• 


[>es  écjuations  (3)  ne  donneraient  de  même  que  des  conclusions  à 
peu  [)rès  évidentes  a  priori. 

Cas  de  linvariant  DOUZE. 

o.  Nous  supposerons  cjue  la  relation  singulière  entre  les  périodes 
est  g  =  3g'  ;  une  méthode  analogue  à  la  précédente,  et  basée  sur  les 
formules  de  la  transformation  ordinaire  du  troisième  ordre,  conduit, 
sans  grandes  difficultés  ('),  auv  relations  quiidratiques  suivantes  entre 
les  dix  tliêtas  : 

il)  &- -I- £r-    H- &-—&-— 2r     ^ 

/  '^x  C.2 C.J   ^  ;^-   _|_  ^-  =^  •>.  c    ~ 

qu'il  est  aisé  de  vérifier  a  posteriori . 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  (i))  '^'^  remplaçons-y  les  £r  par 
leurs  développements  en  séries  :  pour  simplifier,  nous  poserons,  dans 
ces  développements, 

(')  La  méthode  la  plus  simple  consiste  à  observer  que,  si  gizzZg' ,  les  fondions 
iibéliennes  proposées  admeltenl  une  transformalion  du  troisième  ordi'e  en  elles- 
mêmes  (ce  Journal,  5"  série,  t.  VI,  p.  334,  n"  194)  qui  change  respeclivemenl,  à 
un  même  facteur  près,  S5,  STjs,  S^h,  3^o  !  ^4'  ^t>\  '•  ^21  '^oi  \  ^121  2r,j  en  Sj,  STj;,,  â,;,  &o  i 
&„,,  Si;  STjj,  s,;  &,4,  &,2;  dès  lors,  les  relations  classiques  entre  les  ihètas  ini- 
tiaux et  les  thêtas  transformés  donnent  de  suite  les  équations  (i),  (2)  et  (3)  :  ou 
prendra,  par  exemple,  les  reliitions  indiquées  par  M.  Krause  \^loc.  cit.,  p.  ig3, 
équations  (i)J. 
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il  vient  ainsi  : 

%lU'.  +  n,,Tf--TAn-,.,,r^r-] 
•-'Il  iw  l-  -  >  , 

Toutes  les  sommes  portent  sur  les  valeurs  entières  de  /??  et  de  /i.  de 

—  oc  à   -+-3C. 

On  a  de  même 

I^e  premier  nieinl)re  de  (i  )  est  une  somme  de  termes  du  type 

.,  ^[E(M  +  .Nj3)-r,(M-N,'3)] 

INI  et  N  étant  entiers.  Le  coefficient  dans  z':  —  zl,  du  terme  (/j),  ])our 
lecjuel  M  et  \  sont  donnés,  s'ohtieiit  coihuk'  il  suil.  (  )n  jjose 

(5)  M  -^  N  v'3  =  {n,  -+-  m,  v'3  '  +  («2  +  ''ïaN''3)^, 

et  l'on  détermine  toutes  les  solutions  en  nombres  entiers  ni,,  «,,  de 
cette  équation;  dans  Sr^,  le  coefticient  du  terme  (4)  est  le  nombre,  Dl,, 
de  ces  systèmes  de  solutions;  dans  ~„,  c'est  la  somme  -(—  lyr",*'",-*":, 
étendue  aux  mêmes  systèmes. 
De  même,  si  Ion  pose 

(6)  M  H-  .\  v3  =|v,  +  ^  +(a,  +  i)v3  J'  +  [v,  +  ^  +(a,  +  ^)v3j'. 

le  coefficient  du  terme  (/j),  dans  z'i^,  est  le  nombre,  Jî,',  des  systèmes 
de  solutions  en  nombres  entiers,  a,,  v,,  de  cette  équation:  dans  rj., 
c'est  la  somme  I(—  i)i^r^+i^=-*-^. 
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Enfin,  si  Ton  pose 

(7)  M4-Nv/3  =  |a,+(p,  +  i)v'3]=  +  (a,  +  i  +  p,v/3r, 

le  coefficient,  dans  &4~„,,  du  terme  ('i),  sera  le  nombre  0^"  des  sys- 
tèmes de  solutions  de  l'équation  (7)  en  nombres  entiers  p,,  a,. 
On  a  donc,  en  vertu  même  de  la  relation  (i), 

(  8  )         0Ï,  +  rb'  -h  I  (  -  1  )i*.-<-^-^=-''=  -  2  (  -  I  )"',+«,+"',+«,  =  2  3^". 

Or,  Téqualion  (5)  donne 
(5  bis)       Me^»?,  +  «,  +  mo  +  «2î  ]N=o         (mod  2). 

De  même  (G)  et  (7)  donnent  respectivement 

(6bis)     M^o,  Nees[x, +v, -I- uLj-f-Vo-l- T      (mod  2), 

{'jbis)     M^pa-t-  a,  +  I,        N^poH-a,  (mod  2). 

6.  Il  faut,  des  lors,  distinguer  quatre  cas,  selon  les  parités  de  M 
etdeN. 

1°  M  et  N  impairs.  —  Les  congruences  (5  bis)  et  (6  bis)  montrent 
cjuc  les  décompositions  (5)  et  (())  sont  impossibles;  la  décomposi- 
tion (7)  l'est  aussi,  puisque,  par  (7  bis),  M  et  î\  sont  de  parités  con- 
traires; donc,  tous  les  termes  de  la  relation  (8)  sont  nuls,  et  celle-ci 
est  vérifiée. 

2"  M  el  N  pairs.  —  La  décomposition  (7)  est  impossible,  de  sorte 
que  X"  est  nul;  par  les  congruences  (5 />/.?)  et (6 i/s),  S(—  ]y'>-^">-^'">-^"^ 
est  égal  à  2(-i-  i),  c'est-à-dire  à  X;  2(—  I/•^^"^t^^+^  est  égal  à  —  Oô', 
et  la  relation  (8)  est  encore  vérifiée. 

3°  M  impair  et  N  pair.  —  La  décomposition  (6)  est  impossible, 
X'  et  S(—  1)!^.+".+^+^  sont  donc  nuls;  m^  -h  «,  -f-  /??.,-f-  n„  étant  im- 
pair, par  (5  bis),  2(—  1)"'.+".+"':+".  est  égal  à  —  X,  et  la  relation  (8) 
s'écrit  X  =  X'. 

Or,  cette  égalité  s'éLal)lit  aisément  a  prioii .  Soit,  en  ellet,  g,,  ct,, 
P2,  d-i  une  solution  quelconque  de  (7);  p^ -I- or,  est  pair  en  vertu  de 
{"jbis).  D'ailleurs  —  p,  —  1,  a,,  p.,,  a.,  est  aussi  une  solution  de  (7)-, 

Jofirn    de   vr^fh.  (6-  s^ii.^l,  lome  II    —  Fasc.  III.  roo6.  /|4 
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distincte  de  la  première,  de  sorte  que  le  nombre  des  solutions  de  (7) 
pour  lesquelles  f ,  +  t^  est  impair  est  égal  à  5  Ob". 

Soit  alors  p,,  .. .,  o'o  une  de  ces  solutions;  on  a  identiquonicnt,  par 
la  formule  de  Lagrange, 

Si  donc  on  pose 

)^3p.-a,+  .^  „,.=  '^^1.% 


les  m,  n  sont  entiers,  et  l'on  voit  (en  faisant  successivement  /,  y  =  1,2 
ou  :i,  i),  qu'à  une  solution  de  (7),  pour  laciuelle  p,  +  7.  est  impair, 
correspondent  deux  solutions  de  (5)  et  deux  solutions  distinctes,  car, 
M  étant  impair,  la  congruence  (5  bis)  montre  (|u'ou  ne  peut  avoir  à  la 
fois  m,  =  n).,.  ftf  =  n.,. 

Inversement,  si  nii,  n,,  nij,  Hj  est  une  solution  ijuelcouque  de  (5), 
on  tire  de  (10) 

'  «/-(-Soi,  n.-h/n,- — I 

l(T,=  -^ ^^  ?<=— '  • 

(xO  '  '^ 

^       '  1  inii— Hj — I  rij— nij 


Or,  m,  -+-  «,  -H  ni.,+  n.,  étant  impair,  par  (5  ///.y).  Tune  des  cpian- 
lités  /i,  +  //ij  et  //j  -+-  nii  est  paire,  la  première  par  exemple,  Taulre  est 
impaire  :  les  valeurs  (11)  des  p,  n  sont  doue  entières,  et  p,  -t-  7^  est 
éviik'uniient  impair. 

Donc  enfin,  en  vertu  de  la  correspondance  ainsi  établie  entre  les 
solutions  des  équations (5)  et  (7),  on  a  bien  X=  2  x  ^-X"=  3X.",  et  la 
relation  (8)  est  encore  vérifiée. 

4°  M  pair  et  N  impair.  —  La  relation  (8)  se  réduit  alors  à  Téga- 
lité  X'=  X",  qu'on  vérifie  d'une  manière  analogue. 
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Donc  enfin,  la  relation  (8)  est  établie  directement  dans  tous  les  cas; 
et,  par  là  même,  la  relation  (i  )  se  trouve  véritiée  par  des  raisonne- 
ments élémentaires  d'arithmétique.  Des  considérations  semblables 
s'appliquent  aux  relations  (2)  et  (3). 

Le  système  des  formules  (1  ),  (2)  et  (3  ),  ou  l'une  quelconque  d'entre 
elles,  caractérise  le  cas  singulier  où  ^^  =  3g',  et  peut  servir  à  former 
l'équation  (dite  modulai n-)  qui  lie  les  modules  de  Richelot;  on  retrou- 
verait ainsi  la  relation,  de  forme  assez  compliquée,  que  nous  avons 
fait  connaître  précédemment  ('). 

Sans  insister  davantage  sur  ce  point,  nous  aborderons  une  question 
intéressante,  relative  à  la  traiisfoitnalion  singulière  du  premier 
degré  des  fonctions  abéliennes  pour  lesquelles  g  =  ^g' • 

7.  Formulrs  relatives  à  la  transformation  singulière  de  degré 
un.  —  Soit  f(u,i-)  une  fonction  abélienne  aux  périodes  1,0;  o,  1  ; 
g,  li\  II.  g',  avec  g=::ig';  si  /  et  k  sont  deux  entiers  liés  par 
/^  —  3  A"  ^  I ,  et  si  l'on  pose 

(12)  \J  z=  lu  -h  3 Ac,  \  =  ku  -+-  h>, 

/(u,  f)  devient  une  fonction  abélienne  F(U,  V\  aux  paires  de  périodes 
I,  o  ;  o,  1;  G,  H  ;  H,  G',  définies  par 

(i3)     G  =  lg^  3A7/,     H  =  l/i  +  3A-'  =  kg  -  Ih,     (i'  ^  kg  -+-  Ig' 

et  l'on  a  encore  G  =  Ut  .  Les  deux  fonctions_/"(  u,  v)  et  F(  L,  V  )  sont 
dites  liées  par  une  transformation  singulière  de  degré  un,  d'indices 
/  et  A"  ;  d'ailleurs,  toutes  les  transformations  ainsi  obtenues  sont  dos 
puissances  de  l'une  d'elles,  T,,  pour  laquelle  les  indices  /et  k  corres- 
[)ondent  à  la  plus  petite  solution  positive  de  l'équation  de  Pell  : 
l--5k'=  ,  (■'). 

J'ai  montré  de  plus  (  '  )  que,  la  forme  /-  —  3A-  pouvant  représenter 
le  nomlire  —  1 ,  les  fonctions  abéliennes  déduites  des  fonctionsy(a,  i) 


(')   Comptes  rendus,  2"  seineslre  1899. 
(-)    Ce  Journal.  5''  série,  l.  VI,  p.  3i3-3i6. 

(')    Ihùl..  |,.  824. 


Vis  G.     HUMBERT. 

par  les  Iransforniiilioiis  T^;'  ont  les  niêines  modules  que  celles-ci;  les 
fonctions  déduites  desy(«,  f)  par  les  TJ'^'  ont  entre  elles  les  mêmes 
modules,  mais  n'ont  pas  les  mêmes  modules  que  les  /{u,  f).  L'inva- 
riant douze  est  le  plus  petit  invariant  (^nori  carré)  pour  lequel  ce  der- 
nier fait  se  produise. 

Dès  lors,  se  pose  le  problème  suivant.  I.a  jjIus  petite  solution  posi- 
tive de  /-  —  ik"^  I  étant  /=^  2,  A"  =  j,  les  formules  {l'i)  deviennent, 
pour  T,, 

(il)     G  =  a  o-  -h  ;')  o-,      H  =  2/?  -+-  '.')g'  =  <;  -+-  2A,      G'  =  /i  -+-  ■x'î'., 

et  fou  demande  d'exprimer  les  fonctions  abéliennes  aux  périodes 
I,  o;  o,  I  ;  G,  H;  H,  G,  à  l'aide  des  modules  des  fonctions  initiales,  aux 
périodes  i,  o;  o,  1  ;  "•,  A;  A,  g' \  on  suppose  toujours  g  =  3g'.  Au  lieu 
des  modules,  on  peut,  ce  qui  revient  au  même,  introduire  les  dix 
thèlas  pairs  d'ar^juments  nuls,  et  c'est  ce  que  nous  allons  faire. 

Nous  désignerons  par  z  les  thètas  qui  correspondent  à  g,  /i,  g'\  par 
2r'  ceux  qui  correspondent  à  G,  H,  G'.  On  a,  en  faisant  g  =  3g', 

~5 i\pi"'in  ) ' 

(p,  rs  entiers,  de  —  ce  à  +3c). 

Posons 

0,=  r,(2G,2H,2G'), 

on  a  de  même,  par  (14)5 

0,  =  1  p^'ri3-'.--"i'--3'— "*=-'',..,„* ^„, 

et  de  là  résulte  immédiatement,  en  ohsorvaiil  que  dans  .^5 -t- Jo  'es 
termes  pour  lesquels  p  -H  s-  est  impair  se  détruisent,  tandis  que  ceux 
pour  lesquels  p  4-  o-  est  pair  s'ajoutent, 

205=  ~5  -t-~o- 
Nous  avons  vu  plus  haut  \\\°  2)  que 

I  CM  C  J     I      — '  ^     I     C  -     I     C  - 
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donc,  on  a 
On  trouverait  de  même 

Partons  inaintenanl  des  fonctions  al)éliennes  aux  paires  de  périodes 
I,  o;  (1,  i;  G,  — H;  —  H,  G',  et  effectuons  sur  elles  la  transforma- 
tion T,  :  nous  trouvons,  par  (i4)'  pour  les  périodes  transformées, 


(,'=2G-3H 


JC  =  G  —  2H  =  h, 


-H  +  2G': 


Le  changement  de  H  en  —  H  laisse  les  z'  invariables,  sauf  2rî  ^  qui 
est  changé  de  signe;  il  résulte  de  là  que  les  équations  (i5)  et  (16) 
entraînent  les  suivantes 


(■7) 


C.2      a2  /C      C       \2 

~3l  ~'0  V  "^23  "^  a  J    ' 

C-ti     .Ci  /C      j_  C      \2 

"•31  -^U  ~~  V-^23  "•"  ~l  i/     » 

~3,1   +  "-0—  l-'s     —  -0     .)     • 


Enfin,  on  a,  par  (1),  (2)  et  Ci),  puisque  g  =  'ig'  et  G  =  3G', 

+- S:'-    —  S;- — ->  r     -  r'--4-&'--i-&'-  — &'-  —  ->&'    S' 


(.8) 


•^14  "'o   ""^2      ~03> 


C^'2_C^'2  a'2  C.'2  Q'       a' 

"  i  ~J.!^^~M^"'0      ''■^I2"^3  1' 


De  toutes  ces  relations,  et  des  relations  hicpiadraliques  générales 
entre  les  dix  thètas,  on  déduit  sans  difficulté  les  z'  en  fonction  des  ~, 


34o 

sous  la  forme  : 


(^9) 
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•^34 

= 

~5  "0 

+ 

"'  2  3  "'  t 

2&;==r^4- 

ai 

C  2 
■^12 

= 

^  c 

- 

~23-^l 

C2            ^.2 
~  0           "2 .1 

C.2 

"  J 

= 

0  c 

"'  0  "^  2  3 

-1- 

-^5    -i 

.,  a'  2  _  02 

~i;  +  ~23- 

""  1  l  > 

~o-i 

= 

~  0  "^  2  3 

— 

~5     "  i 

C'-J          02 

'  -j    ^  -j 

^  /   ■. 

r-       /^ 

^ 

"  "■  1  »           '  i 

■-(1    ~    ■^■■3   "•" 

~  1  1  ' 

~  l 

=^ 

~5-^23 



~0      ~l 

c;,; 

= 

•-5  ~23 

-+- 

~0    "  1 

Les  expressions  des  ~  en  fonction  des  'b'  seraient  les  mêmes  ;  il  suf- 
firait de  permuter  Sr,-  et  'b'- ,  sauf  2:,^  qui  serait  change  en  —  Sr,  i- 

8.   Relations  entre  les  modules  de  Borchardt.  —  F>es  quantités 

2r  Eî  & 

"'O  _  '^23  '-'li 


forment  un  système  de  modules  de  Borchardt;  elles  sont  liées  par  une 
équation  qu'on  obtient  aisément.  On  a.  d'une  manière  ijénérale,  entre 
les  ~,  la  relation  ordinaire 


d'où,  en  substituant  à  ^,^01  ^''  valeur  (i), 

c'est-à-dire 

ce  qu'on  écrit  aussi 

(20)  (t=+  p-^)='+  0(1  +  a^)(-'  _  p>^)  +  (,  _  ^^-y=o. 

Telle  es!  la  relation,  entre  les  modules  de  Horchardt  considéi'és,  qui 
caractérise  le  cas  sinjj^ulier  où  g  =  '"5  if'. 

Pour  les  fonctions  abéliennes  liées  au\  précédenles  par  la  transfor- 
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iiialion  singulière  (  12  ),  introduisons  les  modules  analogues 
,       S'i  ,        5',  j  ,       3'',  j 

nous  aurons,  en  vertu  de  (19), 


et  p',  0-',  t'  sont  liées  aussi  par  l'équation  (10). 

Cas  de  l'invariant  CINQ. 

9.  La  relation  singulière  entre  les  périodes  peut  être  supposée  de 
la  forme 

pour  trouver  les  relations  correspondantes,  les  plus  simples  possibles, 
entre  les  dix  thêtas  pairs  d'arguments  nuls,  considérons  les  deux  pro- 
duits 

(i)     :z„{u,  r)^3/M,  (^)r,,(//,  C-),     £:.9(w,  v)z,(u,  i')^o,(w,  f')- 

Ce  sont  deux  fonctions  thêta  du  troisième  ordre,  paires  et  de 
caractéristique  nulle;  avec  les  notations  que  nous  avons  proposées 
pour  les  seize  thêtas  d'ordre  un  et  les  seize  demi-périodes,  on  recon- 
naît immédiatement  que  chacune  des  deux  fonctions  (')  s'annule  sim- 
plement pour  les  si\  demi-périodes 

(24'),    (34'),    (i>'),    (43'),    (i4'),    (A2')> 

el  doublement  pour  les  trois  demi-périodes 

(44'),     (23'),     (32'). 

D'un  autre  côté,  puisque  «•'=  A -t- ^,  il  existe  une  fonction  inter- 

('1   Cf  Journal,  4'  série,  t.  1\,  p.  ÔS;  H"  série,  t.   V,  p.  -iSj-îSS. 
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médiaire  singulière,  d'indices  Z=^  i,  A-  =  i,  de  caractéristique  nulle, 
et  une  seule  (à  un  facteur  constant  près)  (  '  )  ;  le  développement  en  série 
de  cette  fonction  o,  ,  (a,  t')  est  (*) 


?.,.  =  2^"' 


p  j-iT,l,  +  2mlfi  +  !ITIl'-«-m'[Goip  +  'T)'  +  îH„(p-(-Tiip+2ITl-4-''ilp-l-ï(X)'l 


étantposéGo  =  2^-/';  H„  =  —«-  +  /*;  G„  =  ^;cl  p,  cr  variant,  par 
valeurs  entières,  de  —  oo  à  -t-  co.  On  peut  écrire,  en  posant  p  -f-  C7  =  n, 
a  =  m, 


■(^)         ?.,.=2;^'"'""' 


l-ni  i") -HTti  Ig  lm'-i-n'n-/i  i2 1 


De  même,  il  existe  une  et  une  seule  fonction  intermédiaire  singulière 
d'indices  l—2,k= — i,  et  de  caractéristique  nulle,  donnée  par  la 
formule 

O)         ?=.-. = 2  (^^™'"'-'""'"""''-'='"""'-"''*'"^""-"'"". 

D'ailleurs  o,  ,  s'annule  pour  les  six  demi-périodes  (') 

(4)  (2^),     (34'),     (A''),     (44'),     (23').     (32'); 

On-,  s'annule  pour  les  six  demi-périodes 

(43'),     (kV),     (42';,     (44'),     (23'),     (32'); 

et  le  produit  (p,_,(M,  f)o2,_,(M,  v)  est  une  fonction  thêta   normale, 
d'ordre  trois  et  de  caractéristique  nulle. 

Ce  produit,  par  ce  qui  précède,  s'annule  simplement  pour  les  six 
demi-périodes,  et  doublement  pour  les  trois  demi-périodes  qui 
annulent  simplement  et  doublement  les  deux  fonctions  (i);  donc, 
p  désignant  une  constante  arbitraire,   les  deux  ihêtas  d'ordre  trois, 

(')   Ce  Journal,  5°  série,  l.  V,  p.  271-277  el  p.  SiS-Sig. 
C)  Ibid.,  p.  274. 
<»)  Ibid.,  p.  293. 
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en  II,  c, 


1  ?l,/'/l    '■)?2,-l(''ï    ♦■) 

(5)     «^ 

(    Z„(U,   (')^Z^,(U,   (•).?,.(//,  (■)  +  ?  ~i.,('/,   f)-l(">*")-Oi(",   <^) 

ont,  pour  ces  demi-périodes,  un  noud)re  de  zéros  communs  égal  à 
6  -t-  4  X  3  =  i8,  et  l'on  peut  disposer  de  p  de  manière  à  ieur  donner 
un  dix-neuvième  zéro  commun;  mais  deux  thêtas  d'ordre  trois  n'ayant 
que  2.3.!^  =  i8  zéros  communs,  il  faut  alors  que  les  deux  fonctions  (i) 
aient  un  facteur  commun,  et  comme  ç,  ,,  Çj-,  sont  évidemment  indé- 
composables, les  deux  fonctions  (3),  pour  une  valeur  convenable  de  p, 
sont  identiques,  à  un  facteur  constant  près.  On  a  donc,  \  et  u.  dési- 
gnant des  constantes  convenables, 


(6) 


XS-„(M,t'^r3,(«,  c)^,o(w,  c)+  u-Sr,3(M,  (')2?.i(w,  v)^'„,(u,  c) 


Pour  déterminer  k,  faisons,  dans  cette  relation,  u  =  o,  c  :=  ^  [ce 
qui  correspond  à  la  demi-période  (i  2'),  annulant  ~^.,(«,  c)et  -^(ii,  cj]; 
il  reste  ainsi 

(7)      '^2;„(o,  5)&3,(o,  ^;S7,,(o,  i)  =:  &5(o,  o)(p,,,(o,  5)9o,_,(o,  i). 

Or,  par  les  développements  (2)  et  (3),  on  a,  en  tenant  couiple  de 

«p.,.    (o,  i)  =  ^  e--'"""  =^"'-*-'--— "'  =  â„(o,  o), 
?..-.  (">  î)  =  2  ^-';-"-'*'"-«'"'-*"'       =  S:.,(o,  o). 
D'ailleurs, 

So(0)  ïï)  =  S^,:!(«>,  o);  -3i(",  7)=  ^.-,(",  o); 

de  sorte  (pie  l'équation  (7)  donne  X  =  i .  On  trouverait  de  même,  en  fai- 

Jotirn.  de  Math.   (6-  srric),   l.i.nc  II.    -  Kasc.   III.    ipofi.  4^ 
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sanl,  dans  (G),  ;/=  ->  f=  —  [ce(jiii  lùpuiul  à  la  (Icmi-poriodo  (  i  î' j], 
UL  ;=  1  ;  de  sorte  qu'on  a  l'identité 


(.«^) 


=  ~ô(o,  o)^,,,^?/,  r)Ç3,,.  ,(H,  f). 


Si  l'on  y  suppose  u  =  v  =  o,  il  vient,  rntrr  les  thctas  d'ordre  un 
el  d'argumetils  nuis,  la  relation 

(9)  ~(l  '^li  i  ~  1:!  +   ~23  ~  l  ~0I    =^    ~55 

car  c5,,,(o,  (i)  cl  ^o_,(o,  o)  sont  égaux  à  3:- (0,0),  en  veitu  même 
de  (2)  et  (3),  et  de  g  —  h  -t-  g. 

En  considérant  les  neuf  caractéristiques  paires,  autres  que 
(o,  o,  o,  o),  on  obtiendrait  //^'«/relations  du  même  type  que  (8).  Par 
exemple, 


(10) 


Ici,  les  deux  mendires  sont  des  tliêtas  de  caractéristique  ,  qui 

*        I  o     o  I     ' 

est  celle  de  ^^(m,  f);  -p,,,  est  la  fonction  intermédiaire  singulière  d'in- 
dices /  =  I ,  /f  =  I ,  et  de  caractéristique  ;  '-p2,_,  celle  d'indices 

/=  2,  /f  =:i — I,  de  caractéristi([uc 


o     o  I 
.  On  a 


,|^   ^     (^H^   ^,\^  3^y  g27t,[(«^-i),^(«w-«-4)..]-K,:,l«[m.+('-4)']  +  ''[^ 


■2m(«+5)+(«+J).]j 


(") 


,(,,,.) =2"^"f< 


„+,„+.;)  „+,„„]  +TO-  {g[,„.+(„  +  -5).]+A  [2,„(„-4)+(„+a).]| 


Si  Ton  l'ait  «  =  ('  =  0  dans  l'idcnlilc'  (loj,  on  obtient,   entre  les 
thêlas  d'aj-auments  nuls,  la  rclalinu 


(  !?,") 


SUR    LES     FONCTIONS    ABELIENNES    SINGULIÈRES. 


3'i5 


10.    Voici  le  Tableau  complet  des  dix  relations  de  cette  espèce  que 
donne  Tapplication  de  la  méthode  ('  )  : 


(i3) 


(•4) 


'     ""  -    ••  1-2  •■'  i  ; 

~  5     ~  0  1 

~23 

Z.,    .T,|    ^23 

■^01 

=  o, 

~  0     "-  J  3  ""  0  3 

"^4      ~  1  ;. 

•^1  4 

=  o, 

a     c     0. 

'^M"'03~'3l 

-&.     ^4 

•^2  3 

=  o, 

-H  &       &       "^^ 

—  -.2-2 

~.i 

=  o, 

—  ^5     ^4     &0. 

-H  .r^    J„ 

—  «3 

=  Oi 

—  -0     -3-'.S-,o 

c     c^ 

-0  1 

=   O, 

C       C.       C- 

~~~  -0  1  ~  1 

~03 

=  o, 

-r-    .^  ^    ~  0  3  ~  2  3 

— ~,2~3 

■^5 

=  <', 

11.  Conséquences  aritlimétiques.  —  On  déduit  de  ces  équations 
quelques  conséquences  aritluuéliques  intéressantes. 

Dans  la  première  équation  (i3)  on  a,  pour  &^,  après  remplaceinent 
de  g'  par  h  +  g^  la  série 

a_  ^  y  ^,Tr,K[™-'  +  («  +  i).]+7r,y,[2,„(«  +  !)-{;,.+;).] 


qu'on  peut  mettre  sous  une  forme  plus  commode.  Posons 


(i>) 


V5. 


co  et  co'  sont  les  racines  de  l'équation  to-  —  co  —  i  =  o,  et  sont  des  unités 
du  corps  quadraliqur  y  5  ;  si  l'on  fait  ensuite 


(!<')) 


(UÇ  OJ  T, 


V'5 


^ 


(')  Voir  une  autre  déiiiorislralioM  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  5  mars  igo6.  On  poiiriait  aussi  suivre  une  méliiode  analogue  à 
celle  indi(]uée  en  note  au  n°  5. 
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il  vient 

!^;Um-*->+i)o.]'-,i[«.(»+i)o.ri 


:-,=2' 


.v^ 


Dos  lois,  rj  est  une  soinriic  de  termes  du  type 

^'  ,;  M^N(o    -r,  M  +  Nù) 


(-7) 


.fi' 


M  et  \  étant  entiers  ou  fractionnaires;  le  coefficient,  dans  z\,  du 
terme  (17),  pour  lequel  M  et  N  sont  donnés,  s'obtiendra  comme  il 
suit.  On  [)Osera 

(M-i-Na)=      [m, -(-(«, -t-^)  Cl)]-' 

(  I  8  )         ;  1  1 .,  r  -  1   ^        T) 

'  -T- [/n^ -f- («.,  4-^)a>]--+- [/«3-l-(^n3 -I- j)coJ-. 

et  Ion  déterminera  toutes  les  soin  lions  en  nombres  entiers,  /??,,  «,,  de 
cette  équation  :  le  coefficient  cberché  sera  le  nombre  .)î,  de  ces  sys- 
tèmes de  solutions. 

De  même,  dans  le  produit  '::-":: ^t'^-.-t,  le  coefficient  du  terme  (17) 
sera  le  nombre  X  des  systèmes  de  solutions  entières  u.,,  v,,  de 
l'équation 

(i())  M  +  No)  =(fx,  +  v,a))--t-(uL.-i-^-l-v.a)-)H-[uL3  -i-^ +  (v3-f-^)w]'-; 
enfin,  dans  le  produit  '~^.,z^.,z^^,  ce  sera  la  somme 

étendue  aux.  mêmes  systèmes  de  solutions. 

On  a  ainsi,  en  vertu  même  de  la  première  équation  (i3),  la  relation 

(  20  )  J^  —  y^'  +  Z{~i  )i^.+^+^^''.-'  =  o. 

Or,  les  équations  (18)  et  (tç))  donnent  iminédialement 

M ^E /» ,  -)-  m,  -f-  /;/.,  -f-  y  ( mod  2), 

N  ^/n f  -+-  m^  -h  ni^  -h  ^  (mod  2), 

M^  a,  -+-  V,  +  V.  4- X  (mod  2), 

N  ss  V,  -h  a.,  +  Vj  -H  Y  (mod  2), 
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ce  qui  montre  que  M  —  ^  ^t  N  —  2.  sont  des  entiers  de  même  parité, 
et  que  dès  lors  li.,  -t-  v.  4-  u.;,  -i-  v,,  est  pair;  la  relation  (20)  s'écrit  [)ar 
suite 

d'où  ce  théorème,  relatif  aux  décomposlllons  d'un  entier  du  corps 
quadratique  v't  en  sommes  de  carrés  de  trois  entiers,  appartenant 
au  même  corps  : 

SI  A  et  13  désignent  des  entiers  ordinaires,  positifs,  nuls  ou  néga- 
tifs, de  même  parité,  le  nombre  des  décompositions  de 

4A  +  3  +  a)(4B4-3) 

en  somme  de  ti'ols  carrés  selon  la  formule 

(  [2m,  -t-  (2/Z,  -4-  i)m]--|-  [2/rt.  4-(2/îo  -f-  I)W]^ 

(    H-  [2//i3  -h  (2^3  +  I  )0j]- 

est  double  du  nombre  des  déconiposlllons  de  la  même  quantité  selon 
la  formule 

(l'i)    (2U.,  -f-2v,a))--i-(2UL2+  I  -f-2Vow)^-H[2a3  -h  I  +(2V3+  i)wj-. 

Dans  cet  énoncé  et  dans  les  suivants,  les  w,-,  «,,  a,,  v,  sont  des 
entiers  ordinaires,  positifs,  nuls  ou  négatifs;  deux  décompositions (21) 
telles  que  a-  -+-  j3'  -i-y-  et  [3-+  a'  +  y"  sont  regardées  comme  distinctes, 
à  moins  que  j3  ne  soit  identique  à  a. 

La  seconde  équation  (i3)  conduit  au  même  résultai;  la  troisième  et 
la  cjuatrième  donnent  cette  proposition  : 

Si  a  et  li  sont  des  entiers  ordinaires  quelconques,  b'  nombre  des 
décompositions  ^/c  4  A  -1-  3  -H  SBo)  selon  la  formule 

( 2 /« I  -f-  I  +  2 //,  0) y-  -I-  ( 2 m^  -\-i  -\-  ■2n.,o}y  -h  (  2 /;?3  -1-  i  -+-  -2/1  ^ co^* 

est  double  de  relui  des  décompositions  de  la  même  c^uantlté  selon 
la  formule 

(2a,  -f-  2V|  CO)-  4-  [2U.0  -+-  (2V.  -4-  i)co  |-  -I-  [2  a,  4-  I  -f-  (2V,  -f-  I  )ojJ-. 
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Des  deux  flernirrcs  équations  (i3),  on  déduit  (|ue  : 

Si  A  et  B  sont  des  entiers  ordinaires  quelconques,  le  nombre  des 
décompositions  i'/»?  8  A  -t-  6  -f-  w  (  '\  B  +  i  )  selon  la  formule 

[•4/«,  +  1  +  (a«,  -t-  i)w|-+  [2///.+  I  -f-  (2/;.+  I  )aj]^ 
-+-  [2/»3+  1  -+-  (2«3-1-  i)coJ'- 

est  double  de  celui  des  décompositions  de  la  même  quantité  selon  la 
formule 

(i!tjt.i  +  2v,  w)- +  [2PL2  +  (2V2+  i)a)  p  -1-  (:iiJ.3+  I  +  2V., eu)-. 

1*2.  Kxiuuinous  maintenant,  au  point  de  vue  des  conséquences 
arithmétiques,  les  équations  (i  '|);  il  suffira  de  considérer  la  première. 
Elle  donne  immédiatement  le  résultai  suivant  : 

Soient  M  et  N  deux  entiers  ordinaires  (|uelcoii(iues  ;  considérons  les 
deux  décompositions  de  M  +  Nw, 


(!)       M  H-  i\to  =  (m,  H-  /?,  w)--)-  (m.,  -f-  n.^(x))-  +  (/«;,  +  n-^Mf, 
M  +  Xw  =       [UL,  -h  (V,  -+-  jCo)*-i-  ([J^.  +  ^  H-  VjW)- 


(II) 


soient  0b,  et  Xo  les  nombres  respectifs  de  ces  décompositions,  on  a, 
par  la  première  équation  (i4)) 


(23;  j^,  -  31^2  —  ^(—  1/ 


■■,-+11  -^-n.-i-m 


la  somme  étant  étendue  à  tous  les  systèmes  entiers,  w,-,  «,,  cjui  satis- 
font à  (I). 

I^'é(|ualion  (23)  donne  un  théorème  facile  à  énoncer;  mais  on  peut 
aller  j)lus  loin  et  obtenir  une  relation  entre  X,  et  X^.  Supposons 
d'aboid  que,  dans  chacune  des  déc()in|i<)silions  (I),  les  trois  quantités 
m,+  /<,w  soient  distinctes  deux  à  deux,  et  ne  regardons  pas  comme 
différentes  deux  décompositions  (I)  qui  diffèrent  seulement  par 
l'ordre  des  trois  quantités  élevées  au  carré.  D'après  cela,  une  décom- 
position (I)  compte  pour  six  unités  dans  X,;  dansZ(—  i)"'i"^"i"'">-*''">, 
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elle  donne  les  six  termes 

(-2',  I  (_,;)«  +  (-,)P-^(-,)T+(_,)3^(_,)e+  (_,)«, 

élant  posé 

a  =:/;«,  +  /?,  -f-  //j  +  /;?3,  y  =  m.2  -+-  n.,  -f-  //,  -i-  m„ 

£  =  /«3  +  /^,  -(_  //|  -I-  /y;  ,  ^ 

j  ji  =  /??,  +  //,  -+-  //.,  +  ni„,  0  =  //ij  -I-  n-i  -I-  ":i  +  "*i , 

1  0  =  //<.,  +   //j  4-  /'2  +  '"  i  • 

Etudions  maintenant  la  parité  des  six  quantités  a,  [i,  . . .,  0. 
On  déduit  de  (I) 

(  2())     M^ïm, +  ///2+ "^3-t- ^1 -i"  "--I- ''3     ^  =  /i,-f-«2  + A/.,    (mod  2); 

et,  par  (-'j), 

I  /«,ssM  +  N-+-(3  +  Y+o,     7«o=M-f-ÎV  +  a4-!3-f-o, 

(•>,7)      /   «,^N  +  a  +  Y  +  o,  «2^^N  +  a  +  ^+Y        (mod'i), 

I  /<3  ;^  N  +  [3  H-  0  (  mod  2  ), 

1  £E^a  +  0,  OsHp  -f-  y. 

De  plus,  l'équation  (I)  donne 

M  =  m]  H-  ijK,  +  //<';;  -1-  n\  -\-  nl  +  n'I^ 
N  =  2 «« ,  «  I  -h  2 ///o /iio  4-  2 //«., //.j  +  n\  +  a',  +  ni, 

d'où,  en  utilisant  (  27), 

M  =  3(M  +  N)--f-;5N^H-  2(aY  +  po)  (mod/,), 

M  =  3 N-  4-  '') N  (■  M  -i-  N "^  +  2 7.3  +  2  3o  +  2 ro        ('  mod  U ), 


3oo 

ce  qu'on 

('•crit 

(.8) 

2- 

(29) 

N^  +  N  _ 
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;N(M  +  i)-H  ay-i- 3o  (inods), 

:MN  +  a;3  +  3c-^  70  (iiiod  -2). 

15.   Dislini;ii(:)ns  iiiainlrii;iiil  |ilusiciirs  cas. 

Phkmieu  cas  :   Le  nombre- 1-  N(\I+  1)  csl  hiipaiv.    —    La 

conj^rucnce  (28)  n'a  alors,  en  a,  ^,  y,  0,  t]iio  aix  solutions.  d"a|)rôs  un 
rcsullal  bien  connu  dans  la  lliéorie  des  caractéristiques  des  ihrlas  à 
deux  variables;  elles  sont  données  par  le  Tableau  suivant,  conq)lélé 
par  les  valeurs  de  £  et  0,  dckluiles  de  (27). 


Par  suite,  quatre  des  six  quantités  sont  impaires  et  deux  sont  paires, 
dans  tous  les  cas;  donc,  sans  avoir  liesoin  d'étudier  la  congruence  (29), 
on  est  sûr  (]ue  la  somme  des  six  unités  (2^)  est  égale  à  —  4  +  2  =  —  2, 
de  sorte  que,  dans  x,  —  2^( —  i)'".-^".-^"-.-^'".,  chaque  décomposition  (I) 
donne  G  4-2^8  unités  et  ré(|uation  (2'^)  montre  ([ue  le  nombre  des 
décompositions  (II)  est  huit  fois  celui  des  décompositions  (  T). 

On  a  supposé,  dans  (I),  les  trois  quantités  /;/,-f-  //,to  distinctes  deux 
à  deux.  Si  deux  d'entre  elles  sont  égales,  c'esl-à-diie  si  in^  =  in.,^ 
Hf  =  /),,,  la  troisième  étant  dillérente,  la  décomposition  (T)  considérée 
donne,  dans  -%,,  /lui.s  unités,  et  l'on  recouuail,  [«ai  la  mi'tboilc  du  cas 
général,  qu'elle  en  donne  une  dans  — 2(—  1  ,"'i-'"i+"î-*-"'»;  ou  diia  alors 
que  le  nombre  des  décompositions  (II)  est  toujours  égal  à  //////  fois 
celui  des  décompositions  (1).  avec  la  restriction  de  compter  seule- 
ment pour  i  une  décomposition  (I)  dans  laquelle  deux  des  quantités 
///, -f-  ftjM  coïncident. 
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Enlin,  les  trois  quantités  ///,-+-  /?,(jd  d'une  même  décomposition  (I) 
ne  peuvent  être  égales  entre  elles;  car  on  aurait  alors,  par  (I), 

M  =  3/»-  -f-  3/r,  N  =  (iiiin  -(-  '')ir, 

,  ,        M'-f-M        ^-,,,  .         .  .  ,    ,,, 

et  le  nombre  • h  \(  M  +  i  )  serait  pair,  conlrairement  a  I  hypo- 
thèse. 


De 


rXIEME    CAS    : 


M^-+-M 


!\(M  -f-  i)   f'sl  pair, 


N^ 


MN  est 


impair.  —  La  congruence  (28)  a  alors  dix  solutions  en  a,  p,  y,  0, 
mais  trois  seulement  vérifient  la  congruence  (29),  ce  sont  les  sui- 
vantes : 

a.  3.  V.  5.  t.  (j. 


Dès  lors,  quatre  des  six  quantités  sont  impaires,  deux  sont  paires, 
et  l'on  retombe  exactement  sur  les  conclusions  du  premier  cas. 


Troisième  c\s 


\P 


1-  ^  (  M  -h  I  )  et  


FN    sont  pairs. 


Les  congruences  (28  )  et  (29)  admettent  les  sept  solutions 

a.  ?.  ■;.  ô.  z.  t. 


Si  on  laisse  de  côté  la  première  solution,  on  voit  que,  dans  chacune 
des  autres,  quatre  des  six  quantités  a,  ...,  0  sont  paires  et  deux 
impaires,  de  sorte  que  la  somme  (24)  est  égale  à  4  —  2  =  2.  Donc 
une  décomposition  (I),  dans  laquelle  les  trois  a//,-(-  «,a)  sont  distincts 
et  les  six  quantités  a,  ^,  . . .,  0  non  simultanément  paires,  donne,  dans 
Ot,,  -  2  (—  i)"'.-^".+''2+"'.,  (i  -  2  =  ',  unités. 

Journ.  de  Math.   (6-  série),  Uiiiir   II.  —    Kasc.   III,   it)06.  4" 
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Si,  au  conlrairè,  a,  [i,  ...,  0  sont  tous  ])airs,  ou,  ce  qui  rcvii'ut  au 
nicnic  par  (  >rj  ),  si  ron  a 

«i,  ^//io^/rtsSsM  H- N,         /îj^no^Wj^sN       (mod  2), 

la  déconiposilion  considorpo  donne  (J  —  (1  =:  o  unité,  c'est-à-dire  ne 
compte  pas. 

Donc,  en  admettant  que,  dans  cliaque  décomposition  (l),  les  trois 
m, -I-  /î/O)  soient  deux  à  deux  distincts,  on  peut  dire  que,  par  (23),  le 
nombre  des  décompositions  (H)  est  quatre  fois  celui  des  décomjjosi- 
tions  (I),  avec  la  restriction  qu'une  décomposition  CH  dans  laijuelle 
les  lUj  ont  la  parité  de  M  -t-  N  et  les  «,  celles  de  N,  coiupli-  pour  zéro. 

14.  Il  est  facile  maintenant  de  Irailer  dune  manière  analogue  le  cas 
où  deux  au  moins  des  w, -H  a/,  o)  dune  même  décomposition  seraient 
égaux,  et  voici  le  résultat  final  :  les  trois  dernières  équations  (i4) 
conduiseni  à  la  même  conclusion. 

Soient  M  et  N  des  entiers  ordinaires  quelconques;  considérons 
les  décompositions  de  '|  M  -1-  4-N  w  en  sommes  de  trois  carrés  selon 
les  formules 


(I)  (2/??,  -h  2//,  w)-  H-  (2/n„  +  2//.^U)y  -+-  (2/y/.,  -t-  2«.,(o)- 

j        [2 [A,  -t-  (2V,  -t-  i)w|-  4-  (2ao  H-  r  -h  2V.W)- 
i  -1- [2(jL3  H- I -I- (2v, -)- i)a)J-. 


(II) 


i"  Si  l'un  au  moins  des  nond)i'es 

i(M  +  i)(^I  +  2N)         et         :N(N-i^2M) 

est  impair,  le  nombre  des  décompositions  (^11  )  esl  huit  fats  celui  des 
décompositions  (I)  :  les  décompositions  (  I)  qui  diffèrent  seulement 
par  l'ordre  des  trois  quantités  inij-ir  'iniia  ne  comptent  que  pour 
une  seule;  une  décomposition  {\)  dans  laquelle  deux  de  ces  trois 
quantités  sont  égales  ne  compte  que  pour  ^  ;  enji/i  les  trois  quan- 
tités ne  peuvent  être  égales  entre  elles. 

1°  Si  les  deux  nombres  i  (  M  -l-  i  )  (^  M  +  2  N  )  et  \  N  (  \  —  1  -t-  2  M  ) 
sont  pairs,  le  nombre  des  décompositions  (II)  est  quatic  fois  celui 
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dfs  décompositions  (  I)  :  les  décompositions  (I)  qui  diffèrent  seule- 
ment par  l'ordre  des  trois  quantités  -inii-^  ^in^iM  ne  comptent  que 
pour  une  ;  celles  où  deux  au  moins  de  ces  trois  quantités  sont  égales 
comptent  pour  zéro;  enfin  une  décomposition  (I)  oîi  tous  les  m, 
ont  la  parité  de  M  -f-  N  et  tous  les  «,  celle  de  N  compte  également 
pour  zéro. 

lo.  Extension  des  résultats  arithmétiques.  —  Nous  n'avons  fait 
appel,  jusqirici,  qu'aux  relations  (i3)  et  (i4),  sans  utiliser  les  iden- 
tités plus  générales,  telles  que  (8)  et  (to),  dont  elles  dérivent. 

Partons  cette  fois  de  l'identité  (lo),  regardons-y  g  et  h,  c'est- 
à-dire  E  et  r,  [équations  (i(3)],  comme  les  variables  indépendantes, 
u  et  V  comme  des  paramètres  :  en  égalant,  dans  les  deux  membres 
de  (lo),  les  coefficients  de  l'exponentielle  (17),  on  arrive  au  résultat 
qui  suit. 

Reprenons  les  décompositions  \  I)  et  (II)  ci-dessus  de  4M  -+-  4^0)  ; 
regardons  cette  fois  comme  distinctes  deux  décompositions  (I)  qui 
diffèrent  par  Tordre  des  trois  quantités  élevées  au  carré;  posons 

^\,    ^     [  IJ'<-'C  ...  I  !  .       , 

—■  V'y,2i«(n -t-n,— m  )«-H2Triym +n +171.)!' 

^   ^    t,  lis  .        1         .     ^ 

les  deux  sommes  S'  s'étendant  à  toutes  les  décompositions  (^I)  du 
nombre  donné  4M  -l-  4  ^  w, 

la  somme  E"  s'étendant  à  toutes  les  décompositions  (II)  du  même 
nombre;  on  a,  quels  que  soient  u  et  v, 

e  —  x-h  II!). 

On  en  conclut,  en  développant  les  exponentielles  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  u,  v,  et  identifiant  les  développements  des  deux 
membies, 

S"(a,  -+-  (JL.  -h  1X3  -H  I  y  (v,  -f-  v,  -H  V3  -1-  I  )'' 
=      2'("i  -1-^2 —  "'iYin^i  -+-  n,-\-  m.,f 

—  ^'(—  i)"'.+".-^"=-^"'.(/?ï,  -I-  m.,  -I-  m^Yin,  -^  n^-h  n.,  )1, 
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D  et  (^Idésignaiil  clos  ciili(,'rs  ordiiiaii"(?s  (juciconques,  non  m'-f^atifs;  la 
somme  S"  s'étend  à  toutes  les  décompositions  (II);  les  sommes  X' à 
toutes  les  décompositions  (I),  deux  de  ces  d,écom|)ositions  rpii  dif- 
fèient  par  l'ordre  des  trois  (juanlités  élevées  au  carré  ('tant  rey:ardècs 
comme  distinctes. 

Supposons  maintenaiil.  pour  fixer  les  idées,  (juuiie  au  moins  des 
deux  quantités  iM(  M  -+-  2X)  et  4  ^i(^<  —  '  -<-  sM)  soit  impaire;  nous 
avons  vu  que,  parmi  les  six  quantités  w,  +  «,-i-  /ij-i-m/^(i,j,  A==  1 ,  2,  3 
et  deux  à  deux  distincts),  quatre  sont  impaires  et  deux  paires;  dès 
lors,  si  1^  désigne  une  somme  étendue  aux  décompositions  (Ij,  deux  de 
ces  décompositions  qui  ne  diffèrent  que  par  l'ordre  des  termes  élevés 
au  carré  n'étant  pas  regardées  comme  distinctes  (et  c'est  ce  que 
nous  admettrons  dans  les  énoncés  suivants),  on  a 

i"(a,  -f-  UL,  -h  ^3  -I- 1  y  (V,  -h  V,  -h  V3  + 1  /' 

=         -'(")   +  ^'j  —  m^yi'ii,-^  n,-i- m.,y 
-+-  2l(w,  +  m..-i-  m,,y{n,  -+-  n.^-h  «.,)'. 

Par  suite,  évidemment,  si,  pour  chaque  décomposition  (I)  ,  on 
écrit  les  six  quantités  n,  -{-  n.,  —  m.,  :  n,  +  n.,  —  m,  ;  n,  -t-  «,  —  m,  ; 
n,  -f-  «3  —  m,  ;  rt,  -f-  n,  —  m^:,  n.^-\-  n^  —  m^,  et  deux  fois  la  quantité 
m,  -+-  m^  -h  /«,,  le  Tableau  ainsi  obtenu  est  identique  à  celui  que  for- 
ment les  quantités  a, -f- u-j-i- ui^ -i- 1 ,  pour  toutes  les  décomposi- 
tions (II).  Si  deux  des  quantités  2m,  -1-  2«,a)  d'une  même  décompo- 
sition (I)  sont  égales, -par  exemple  si  m,  =  «^>,  /<,  =  «,,  on  écrira, 
pour  cette  décomposition,  les //■o/,<i  quantités  2//,  +/«,,  n,  +«,  —  m^, 
n, -h  n^  —  //i,,  et  a/ie  fois  la  (|uanlité  2//^|-t-w,,  et  la  j)roposition 
subsistera. 

On  a  un  tliéorème  pareil  en  reivqjlaçanl  // , -h  n,,  —  m.,,  ...  |iar 
m,  -I-/2,  +  /«^,  ...;  /n,  -h  /i.,  -(-///.,  par  //,  -h  n.^-\- /!■,,,  et  a,  -1-  u., -I- [JI3  +  i 
par  V,  -I-  'j..  H-  V.,  +  I . 

Ces  piopositions,  qui  s'étendent  aisément  au  cas  où  les  deux  quan- 
tités iM(M  -1-  2N)  et  ^1N'(!\  —  I  -t-2M)  sont  paires,  mettent  sur  la 
voie  d'une  démonstration  directe  de  nos  résultats  aritbméticjues  ;  nous 
n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point. 
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16.  Remarque.  —  On  peut  observer  que  les  relations  biquadra- 
tiques  classiques  entre  les  dix  thètas  d'aiguments  nuls  donnent  des 
propositions  simples  sur  les  décompositions  en  sommes  de  quatre 
carrés  des  nombres  du  corps  quadratique  y  D  ;  par  exemple,  de  l'équa- 
tion S;J  —  r^,  =  âj,  —  S*,  on  déduit  que  : 

Si  M  et  N  sont  des  entiers  ordinaires  (juelconcpies,  dont  le  second 
est  impair,  les  nombres  de  décompositions  de  4  M  -H  '|iN  y/E*  en  quatre 
carrés  selon  les  deux  formules 

i  2//i,  -f-  I  4-2/<,  V^)"  -|-(2//<2+  •  4-  2/^0  yD    '-i-^2/«3  -1-  1  -|-2rtj  vD)' 

+  {itn^^  I  +2«.,  vD)^ 


et 


sont  égaux. 


[2[JL, +  (2v,  +  i)vï)]'+  [2|jL,  +  (2v,-f-  i)vD|- 
[2a,  +  (2V3  +  i)  V  D]'  -{-  [2  a,,  -h  (2V,  +  i)  V  D  J' 


INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES.  357 


Sut-  l'intégration   des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  du  type  hyperbolique 

(Second  Mémoire)  ; 

Par  m.  R.  d'ADHÉMAR. 


Je  me  propose  de  siinplificr  notablement  les  résnltals  obtenus  dans 
mon  premier  Mémoire,  inséré  dans  ce  Journal  en  igo4,  el  de  les  com- 
pléter par  un  certain  nombre  de  résultats  nouveaux. 

Il  s'agira  exclusivement  de  Téquation  que  j'appellerai  équation  des 
ondes  : 

(,)  A(«)==F(x-,y,--), 

A  représentant  l'opération 

et  de  l'intégrale  réelle  déterminée  par  des  données  sur  une  frontière 
réelle. 

Cette  intégrale  se  présente  sous  la  forme  intéressante  de  la  diffé- 
rence finie  de  deux  termes  infinis. 

L'on  peut,  cependant,  arriver  à  manier  très  facilement  ces  expres- 
sions et  à  prouver  : 

1°  Que  l'intégrale  prend  la  valeur  donnée,  à  la  frontière; 

Journ.  de  Math,  ((i"  série),  tome  II.  —  hase.  IV,  1906.  ^7 


338  H.      iPVlilIK.MMt. 

2"  ()uc  si,  à  riiiU''nriilL',  on  a|i[)li(|iic  ropi'iatinu  A,  ["(''(jnalion  (^i) 
est  vùrifioc. 

Alors  011  [K'iil  (Vue  (jue  riiil(''j;rali()n  ilo  (r),  psl  aclicnoe. 

Je  vais  résoudre  complcteniciil  te  doiiljle  |iioljlèiiR',  après  une 
remarque  préliminaire  qui  n'avait  pas  été  faite  dans  mon  premier 
Mémoire. 

Remarques  sur  les  données  du  problème. 
Pour  récjualion  des  ondes 

l'on  peut  intégrer  si,  sur  une  frontière  S,  Ton  connaît  les  valeurs  de  u 
et  de  sa  dérivée  conormale. 

«  La  donnée  u  est  seule  nécessaire  et  suffisante  si  S  est  un  cône 
formé  de  droites  à  45"  sur  l'axe  vertical  :  nous  dirons  droites  ^.  » 

■l'ai,  le  premier,  donné  ce  lliéorème  en  introduisant  la  cuiionnale 
dans  les  formules  de  M.  Volterra. 

Il  me  paraît  intéressant  de  démontrer  à  nouveau  mon  théorème  sans 
me  servir  de  la  conormale,  au  point  de  vue  qui  est  celui  du  théorème 
général  d'existence  de  Cauchy  et  M'"*^  de  Kowaleska. 

Je  reprends  pour  cela,  en  deux  mots,  la  théorie  générale  des  carac- 
téristiques, de  Beudon,  d'après  l'exposé  de  M.  Hadamard  ('). 

Ecrivons 

ùti    _  à-  u     

la  surface  frontièi'C  S  sera 

avec 

p    _  à£i  p    àx^  p     ô'.r^ 

Sur  S  Fou  donne  u  =.  uÇv, ,  x.^)  et  p,  =^  /'a  (-^'n  ''i)- 


(')  Leçons  sur  la  propagation  des  ondes,  llennaiin,  igoS,  p.  203. 
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Comme  loii  a 

au  j^ 

Ion  voil  que  la  donnée  p^  délermine  p^  et  de  même  p.. 

Puis  il  est  facile  de  voir  que  p^  est  déterminé  par  p.,,,  et  que  celte 
dérivée  est  fournie  par  Téquation 

H/j..,  +  K  =  o, 
où  l'on  a  posé 

H  =  P;  +  P^-i, 

K  =  Ç4  +  ^  -   ^(Pn+  P-O-^P.  #  -   2P.,  ^- 

Les  surfaces  caractéristiques  sont  données  par 
H  =  o. 

Ce  sont  bien  des  assemblages  de  droites  !3. 

Mais,  si  l'on  a  H  =  o,  on  ne  peut  plus  se  donner  arbitrairement  p^^ 
car  cette  fonction  p^  devra  être  une  solution  de  l'écpialion 

Iv  =  o. 

Si  l'on  prend  une  caractéristique  quelconque,  p^  contient  un  cer- 
tain arbitraire  :  c'est  le  cas  général. 

Mais  ici  nous  prenons  une  caractéristique  très  spéciale,  un 
cône  xl  =  x\  -^  X-,.  Au  sommet  Q  du  cône,  il  faut  que  p^  ait  la  même 
valeur,  quel  que  soit  le  chemin  suivi. 

C'est  pourquoi  p^  ne  contient  aucun  arbitraire,  comme  nous  allons 
le  reconnaître  aisément. 

Sur  le  cône  caractéristique  l'on  a,  en  posant  A-  =  x-^  +  x\  -h  x\^ 

^    ^  X,  ^2  J.'-,  X 

D'ailleurs,   les  courbes  caractéristiques  (dans  le  sens  primitif)  de 
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K  =  o  sont,  en  posant  p.^  =  Z, 

dx.        '/xo  dZ 


(II) 


-  '    2  \dx]        dxl 


Sur  l'une  de  ces  courbes  caractéristiques,  l'on  a 
^  =  C, 

.r, 
de  sorte  que,  tenant  compte  de  (I),  Ton  peut  écrire 

y  est  connu. 

Donc,   sur    la   caractérisli(|uc'   livéc   par    la   valeur    de  C,    l'on   a, 
d'après  (I)  et  (II), 

rfX  _  d'L 

y.   ~  —  iZ  +  o(C,  ),)■ 

Intégrons,  en  représentant  par  II  une  fonction  arbitraire. 


z  =  4rn(C)+  f'îl^ 


Or,  pour  X  =  o,  Z  doit  avoir  la  même  valeur;  (piel  (jue  soit  C. 
Ceci  exige  Il^o. 

Donc  Z  =  y03  ne  renferme  aucun  arbitraire  ('). 
Il  en  serait  de  même  pour/^jj,  /J333,  etc. 

Donc,   on  obtiendra  une  série   formelle  unique  poui'   n'|)résenlcr 
l'intégrale  de  A(m)  r=  o. 

Quant  à  la  question  de  la  convergence  au  voisinage  du  C(')ne  i2,  elle 


(')  Comparer  avec  la  reclierche  analogue  de  M.  Iladamard,  dans  ses  Leçons 
sur  les  ondes,  p.  297. 
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présente  des  difficultés    et  des  particularités  sur    lesquelles  je    me 
réseiH'e  de  revenir. 

Pour  l'instant,  j'abandonne  le  point  de  vue  «  analytique  »  pour 
prendre  le  cas  «  général  »,  où  aucune  donnée  n'est  taylorienne  et  où 
l'instrument  de  recherche  sera  naturellement,  non  plus  la  série  de 
puissances,  mais  bien  Y  intégrale  de  contour. 


Dérivation  des  intégrales  simples  à  élément  infini  :  Partie  finie. 
Soit  l'intégrale  définie 

F(a)  =  /    f{x,  OL)dx. 

Si  A  et  B  sont  des  fonctions  de  a  continues  ainsi  que  leurs  dérivées 
premières,  et  siy(.c,  a)  admet  une  dérivée  par  rapport  à  a  continue, 
il  est  bien  connu  que  Ton  a 


(0  -di=l  ,i^^'^+Ai^.''>^-/(A,a 


,  dK 

■    di 


Dans  son  Traité  d' Analyse  (t.  I,  p.  4^)î    ^I-  Picard  remarque 
que  cette  formule  (i)  ne  serait  pas  applicable  à  la  fonction 


$(a)=( 


dx 


0     slx^'x  —  x) 

Il  se  présenterait  «  une-  différence  n'ayant  aucun  sens,  de  deux 
termes  infinis  ». 

Je  voudrais  présenter  quelques  réflexions  au  sujet  de  la  dérivée 
de  O. 

Prenons  plus  généralement 


(2)  V(a)=jf"/(x,  a)- 


dx 
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Nous  supposons  quey(.r,  a)  admet  des  dérivées  premières  —>  -y 

déterminées  et  continues  (  ' ). 

V  est  une  fonction  bien  délcrminée  et  corilinuc.  On  [)ciil  donc  faire 
le  changement  de  variables 

a  — ,r  =  a(i-7), 
et  V  devient  V,  : 

V.(»=   r'/(aj,a)s/â-i^. 
J«  \'i-y 

Considérons  dailleurs  l'intéiiiale 

D'après  les  hypothèses  faites,  les  intégrales  ^',  et  W,  comergent 
uniformément,  d'où 

W    =^. 


Mais  l'on  peut  écrire 

'■  =  0  y,       '"■  y/i  — yj 

Dsons 

Jo  \fi  —y 


On  a 


W,=ll,,,(^.JJ. 


Celte  limite  existe  certainement,  comme  on  le  verrait  en  faisant 


(')  C'est  M.  de  La  Vallée-Poussin  qui  m'a  fait  observer  que  cette  hypothèse 
suffisait.  Je  l'en  remercie  très  vivement.  Voir,  sur  ces  questions,  son  Mémoire 
(les  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  1892,  et  son  très  remar- 
quable Cours  d'Analyse,  t.  Il,  p.  gà  et  suivantes.  Po/r  aussi  le  Cours  d' Analyse 
de  M.  Jordan  et  celui  de  M.  Goursat. 
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dans  W^  le  cliangemenl 


:i(i: 


Donc  enfin 

(3) 


C'est-à-dire  que  nous  avons  le  droit  d'inlcrverlir  l'ordre  des  deux 
opérations  de  passage  à  la  lirnile.  Voilà  la  remarque  essentielle. 

Mais,  en  dérivant  J^,  intégrale  ci-dessus,  où  h  esl  ^ni  pour  l'instant, 
nous  pouvons  employer  la  formule  (i)  : 

(l)      -T^h=  T     r --dx-h- ,    ,-   '    ^   -7-   3^(1  —  ^0   • 

Cette  expression  (4)  renferme  deux  termes  qui  croissenl  indéfini- 
inenl  lorsque  h  tend  vers  zéro,  mais  dont  la  somme  est  finie,  quelque 
petit  que  soit  h.  Nous  le  savons  d'avance,  par  le  changement  de 
variables;  vérifions-le  : 


0  /(-g.  g)  ^df 
à-^sj^  —  x        à:i. 


puisqi 
Alors 


(^a  ./, 


"■^  \.'i  —  X 


/•"-"'  ô  f(x,^)j^^  r^'-TJ/-    dx     _  fjL(_}_ V/^1. 

J„  à^  \Ja  —  x    '^       Jo  V'^"  sl'i  —  x       •    àx  \^/^_a:)''     \' 

La  première  intégrale  sera  fi/tic.  d'après  nos  hypothèses.  La  deuxième 
intégrale  donne 


df       dx 


dx  ./,  _. 


Ici  encore  l'intégrale  esl  finie.  Donc 


Oh 


partie  finie  -f-  ■   '-  V-,  ,J     '  (i  —  /i) 


/[a(.-/0,a] 
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Il  est  clair  que  les  deux  tcrinns  en  —^  devenant  char  un  infini  pour 

h  =  o  ont  une  somme  finie,   quelque  petit  que  soit  li,  puisque  \a 
somme  contient  un  facteur  \h. 

Il  est  utile  de  se  servir  de  ces  parties  finies,  plutôt  que  de  mettre 
la  dérivée  sous  fornie  immédiatement  finie,  ainsi  qu'on  va  le  recon- 
naître. 

Équation  des  ondes.  Synthèse  de  la  solution. 

Etude  de  l'intégrale  au  voisinage  d' une  frontière  quelconque.  — 
La  frontière  S  est  soumise,  on  le  sait,  à  quelques  restrictions.  En  par- 
ticulier, elle  n'est  pas  une  surface  formée  de  droites  ^,  cas  qui  sera 
examiné  ensuite. 

Soit  un  point  (i)  sur  S  où  la  valeur  donnée  de  u  est  «,.  Nous  vou- 


A(j-^y„,*.) 


Ions  montrer  que,  si  le  point  A  tend  à  prendre  la  position  (i  ),  la  valeur 
de  1  intégrale  en  A  tend  vers  w,. 

L'on  a,  l'intégration  étant  étendue  à  l'aire  BC  sur  S  : 

Donc 

2-m(x„,7„,  j:„)=Jj-f- J, 
en  j)osant 

T    /  "  r  du  di 
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on  a  iiumcdiatement 

Nous  allons  donc  prouver  que  .L  d'une  part,  el  d'autre  pari 

lendcnt  vers  zéro,  lorsque  A  tend  vers  (i). 

Pour  J;,  c'est  extrêmement  facile. 

Posons,  /•  étant,  bien  entendu,  la  distance  polaire  au  point  A;  n  la 
normale  : 

R  =  v(--=u  ,)'-'■% 

r  =  cos(^//,  ;)  +  ^^ — 7-^cos(«,  /■); 

l'on  a 

d\'  _  _r 
d\  ~  ïï  ■ 

Comme  cos(«,  z)  est  indépendant  de  :;„,  comme  cos(/î,  /•)  et 
(«  —  u^  )  d'ailleurs,  il  nous  suffit  de  montrer  que  J,,  et  J,  sont  finis  : 

ces  deux  intégrales  étant  étendues  à  l'aire  B'C,  projection  de  BC  sur 
le  plan  (x,  y). 

Nous  appliquons  le  théorème  de  la  moyenne,  en  conservant,  sous 
le  signe  d'intégration,  des  éléments  de  signe  conslaiit,  de  sorte  que  .1, 
et  J5  se  présentent  multipliés  par  un  facteur  : 

\  aleur  moyenne  de  (m  —  «,), 

lecjuel  tend  vers  zéro  (piand  A  tend  vers  (1). 

Pour  étudier  ]^  et  J5,  prenons  des  coordonnées  polaires  avec  le 
pôle  A,  /•  et  0. 

Journ.    lie  Matli.  (G"  série),  lomc  11.  —  l'iisc.   IV,  iijoli.  4'' 
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Nous  avons  à  di-rivor  une  intégrale  simple,  puis  à  intégrer  par  rap- 
port à  0  entre  les  limites  fixes  o,  2tï. 

Soil  l'équation  du  ])lan  tangent  en  (r)  à  la  frontière 

:;  —  :„  —  """  ■+-  (/■ 

Le  plan  tangenl  étant  incliné  sur  xOy  de  moins  de   j^"?  on  a 

\m   <^  \ . 

Lécpiation  de  la  frontière  elle-niémc  sera 

;  —  ;„  =  mr  +  ^  4-  £. 

Si  A  tend  vers  (i),  q  devient  infiniment  petit  et  i  devient  infini- 
ment petit  d'ordre  supérieur,  d'après  la  j)ropriélé  du  plan  tangent. 

INous  avons  alors  à  dériver,  par  rapport  à  r„,  une  intégrale  de  la 
forme 


"=X"-^<''='>7fe- 


B  est  la  valeur  limite  de  /•  qui  annule  R.  (B,  comme  q,  dépend 
de  ;;o-) 

D'après  ce  qui  [)récède,  quelque  pelit  cpie  soil  y,  la  dérivée,  par 
rapport  à  -„,  de  H  qs\.  finie. 

La  convergence  est  démontrée. 

Elude  de  l'intég/ale  au  voisinage  d'une  frontière  caractéris- 
tique. —  L'on  voit  aussitôt  que  la  question  est  infiniment  plus  difficile. 
La  surface  frontière  S  est  devenue  un  cône  £i,  formé  de  droites  ^. 

Soit  un  point  (i)  de  la  surface  du  cône.  Si  A  tend  vers  (i)  l'aire 
découpée  par  le  cône  de  A,  formé  de  droites  ^,  Taire  analogue  de  BG 
ne  devient  plus  infiniment  petite  dans  tous  les  sens. 

L'on  ne  peut  plus  aller  aussi  vite  que  précédemment. 

On  ne  peut  plus  prendre  A  pour  origine  des  coordonnées  polaires. 
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Tl  faut,  non  plus  faire  des  applications  rapides  du  ihéoi'èmc  de  la 
moyenne,  mais  faire  certains  calculs  jusqu'au  bout. 
Il  n'y  a  aucun  intérêt  à  examiner  l'expression 

Mais,  grâce  à  la  forme  simple  de  la  frontière,  en  prenant  pour  ori- 

Fig.    2. 


gine  des  coordonnées  polaires  le  point  O  intersection  de  l'axe  du  cône 
avec  le  plan  horizontal  de  A,  l'on  arrive  à  calculer  u  avec  assez  d'ap- 
proximation pour  montrer  que  u{x„,yf,,  ïp)  tend  vers  m,, 

valeur  donnée  au  point  (i), 

lorsque  A  s'approche  de  (i). 

Il  se  présente  des  parties  finies  d'intégrales  simples  tout  à  fait 
pareilles  à  celles  que  nous  venons  de  rencontrer.  Je  me  permettrai  de 
renvoyer  le  lecteur  à  un  Mémoire  inséré  dans  les  Rciidiconli  di-l 
Circolo  matcmadro  di  Pab-iiuo  (février  i<)0)),  où  la  discussion  est 
connîlètenient  achevée. 
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Dérivation  des  intégrales  triples  à  élément  infini  :  partie  finie. 
Soit  à  dérivor  linlégrale 
(  I  )  I  =JJj'o{x,  y,  z)dx  dy  dz  ; 

le  champ  d'intri^iation  W,  coinnic  o,  dépend  d'un  paramètre  X. 

L'on  a,  K  étant  fini  et  i  une  quantité  infiniment  petite  par  rapport 
à  AA, 

(.)    l\=jfJ\^,\X  +  ^{o\)-^±{Y^)+^{',l)\d\dYdZ-^K 


|W)  — 7Î 


L'on  verra,  dans  le  Mémoire  précédent,  comment  celle  formule  est 
établie  et  pounjuoi  un  point  (.r,  y,  z)  de  W  est  devenu  ici  (X,  Y,  Z). 
Nous  rélablirons  la  notation  (^x,y,z)  dans  AI  et  nous  allons  mieux 
utiliser  la  formule  (2)  en  la  prenant  sous  deux  formes  dilTérentes. 

Dans  l'intégrale  figurent  les  termes  (1)  et  (II).  Pour  ces  derniers 
l'intégrale  triple  peut  être  changée  eu  intégrale  de  surfarc.  Il  faut 
tantôt  faire  la  Iransfornialion  et  taulùl  garder  linlégi'ah»  lri|)le,  si  l'on 
veut  user  facilement  de  la  formule. 

C'est  là  une  remarque  essentielle. 

Précisons  la  (piestion. 
Soit  W  le  volume  ABC, 

A  est  l'un  des  paraméires  ic„,  y^,  ;„. 

Dérivée  p<ir  nipporl  à  r,,.  —  l^c  noIiiiiic  W  l'sl  Al>(]. 
Le  volume  W  +  AW  est  A'B'(  \ . 

înli''gi'()us  ))ar  parties  le  terme  (II).    I  )i''(oin|)i)S()iis  faire  du  cône 
A  l>(  '.  eu  (leii\  pallies  pai'  nu  es  liiidre  Nertical  de  hase  l!'C'. 
Pour  Wnre  y\l>"(^"  les  formules  de  transformation  sont  : 

'C=éA;„,  ^SEso,  y]:^-.  o. 
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l*our  Vaire  B'C  qui  fait  partie  de  BC 


:o  : 


r,. 


Enfin,  les  aii-fs  lJ13"CC"du  cône  et  IJB'CC  de  la  frontière,  à  la 

Fis-  3. 


limite,  lorsque  A~o  tend  vers  zéro,  donneront  des  ternies  nuls.  Il  est 
inutile  de  calculer  les  E,  y],  'C. 
Donc 


Ceci  ne  souffre  aucune  difficullé,  si  o  et  sa  dérivée  soni  finis.  Mais 
nous  avons,  précisément,  à  employer  des  fonctions  o  qui  sont  inlinies 
sur  le  cône  ABC. 

Conservons  donc  la  forme  primitive 


(4) 


'^=!flW'^^^^^^¥^'^'- 


V  reste  indéterminé  dans  le  volume,  mais  sur  le  contour  Ton  a, 
sur  le  cône  ABC  : 

sur  laii'e  B(J]  : 

Prenons  l'expression  de  ç-.  F  reste  lini,  (î  sera  supposée  finie,  ainsi 


3no  it.    h'akiikm.vii. 

que  sa  dérivée  el  lelle  que  l'ou  ait 

.f)G  _  _  àG 

d'où 

^A(FG)  =  G^-A(FG); 

d'où 

fJïk"^=f.f.f'^P^-  ff  ^'-"-'y 

vol.  ABC  vol.  Alii;  1  cOiip  ABC  +  aire  E!C  i 

Celte  formule  est  correcte,  les  inléi;rales  ayant  un  sens  bien  dé- 
terminé. 

D'autre  part 

vol.  ABC  ccinf  AI»; 

d'où 

(5)  ^=lJfGf^d.-ffYGcUJy. 

vol   ABC  oirp  BC 

Supposons    maintenant   que   (i    devienne    infini  comme  jr  sur    le 

cône  ABC,  les  deux  intégrales  ci-dessus  ont  un  sens.  Elles  convergent 
uniformément  lorsque  l'on  remplace  ABC  par  une  surface  voisine  et 
que,  d'une  manière  quelconque,  cette  surface  tend  vers  la  position 
limite  fixe  ABC. 

Donc  les  intégrales  (i),  d'une  part,  (4)  et  (.j),  d'autre  part,  conver- 
gent luiiformément. 

Donc  (  ))  représente  encore  la  dérivée  de  (i)  quand   (i   est    irdiiii 

comme  „>  F  et  ses  dérivées  étant  Unis. 
n 

A  cause  de  la  convergence  unifôi'uie,  coinnic  dans  le  cas  drs  iiil(''- 

grales  sinq)les,  nous  pouvons  iiitciviTlir  Les  deux  opcruîious  de  jx/s- 

saae  à  la  llmile  et  dire  :  w  étant  un  Ndiuuic  intérieur  à  \\  el  lendanl 

vers  W,  ou  :  abc  tendant  vers  AB(Î,  Ton  a 
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Mais  celle  dérivée  de  rinlégraie  du  second  membre,  nous  la  pren- 
drons sous  la  forme  (3). 

ÎVous  ]iouvons  donc  écrire,  en  loule  rigueur,  ]iuis(iiie  nous  avons 
rnonlré  (|ue  la  liniile  exisle. 


La  dérivée  esl  la  limile  de  la  somme  de  deux  termes  infinis. 

Je  l'appelais,  dans  ma  Thèse,  la  partie  finie  de  rinlégraie  iulinie. 

L'on  [)ourrait  écrire 


parlief.nie(///grf. 


M.  Iladamard  emploie  la  même  expression. 

Indépendamment  l'un  de  l'autre,  nous  avons  reconnu  le  rôle  de  ces 
parties  finies  (  '  ). 

De  même  les  dérivées  de  (i)  par  rapport  à  x\  on  y„  prennenl  soit 
la  forme  (5),  soit  la  forme  (6)  à  volonté. 

Le  raisonnement  est  identique. 


Équation  des  ondes.  Vérification  de  la  solution. 


Rappelons  les  résultats  obtenus  : 
Soit  A  :  (xa,  y,,,  z^),  soient 


■  -"0)      '^  —  '^    "^0)      y  —  y    y 01 

■r-  =  x'-  +  y'-  ; 


(  '  )  J.  IIadamard,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  décembre  igo3, 
et  H.  d'Adiiémar,  T/ièse  déposée  à  la  Sorbonne  en  décembre  igoS,  soutenue  en 
avril  1904;  ensuite:  J.  Hadamaki),  Verliandlungen  dcr  Mathematiker  Kongresses, 
Teubner,  icjoa,  et  K.  u'Auiiémar,  Circolo  malcmalico  di  Pater mo,  igoS. 
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V  osl  l)ion  nulle  sur  le  côno  A,  (|iii  a  [Kiur  (''(|iiatLon 


V  est  infini  <-nv  la  verticale  du  poiiil  A  et  indéterminé  au  voisinage 
de  ce  point. 

L'intégrale  esl  donnée  par  la  formule 

■2-u(x„,y„,z„)^  ^, 

si  Ton  convient  d'écrire 


^'^=fff^(''-^y^^)^.^^- 


J'alTectc  la  lettre  V  de  l'indice  A  pour  bien  montrer  que  la  fonction 
auxiliaire  V  varie  avec  le  point  A  (j^'o,  J'o»  ^o)- 

L'on  a  aussitôt  la  valeur  de  u,  mais  les  dilTicuilés  se  présentent 
pour  ses  dcriçées. 

Expr'ession  de  u(x„,  y^,  z^).  —  Posons  9  =  F\  ^,  0  étant  /ii/l  sur 
le  cône,  nous  avons  de  suite 


i-u(a:„,y„Zo)=J'j  fV-j^d-, 


=  Li  = 


(Connue,  en  A,  V  devient  indéterminé,  iuliui  dans  une  direction 
et  G  aussi  infini  sur  les  génératrices  du  cône,  nous  devons  ici  séparer 
le  volume  d'intégration  en  deux  parties  par  un  plan  horizontal  MN. 

Appelant  \\  le  volume  AMX  ou  le  volume  HCMN,  nous  appelons 
toujours  w  le  volume  anin  ou  hcnin  qui  a  W  pour  limite.  Nous  appe- 
lons S  la  frontière  donnée,  1  le  plan  Mi\  et  A  la  surface  du  cône  de 
sommet  A. 

Suivant  les  cas,  A  représentera  Taire  VIUNC  ou  l'aire  AMN. 
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On  rcpréseiilera  par  A  les  aires  relatives  à  la  surface  (  [)oiiilillée) 
voisine  du  cône. 


■C 

--m- 

7h 

y 

(2) 

m\ 

V" 

y 

\ 

C 

o,y„,x.^ 

) 

On  représentera  par  s  et  a  les  aires  qui  ont  S  et  S  pour  limites,  par 
[.yj  et  I  c7j  les  contours  des  aires  s  et  a. 

Dcrivérs  relatives  au  voli/j/)e  B(J!MN.  —  D'après  ce  qui  précède 
l'on  a,  en  appelant  u'  la  portion  de  u(x\,,  y^,  z^,)  qui  correspond  à  ce 
volume, 

I  vv  )  1  A  I 

ou,  sous  forme  immédiatement  finie, 


fnT/i^-ff^'^."-'y 


(avec  une  convention  relative  au  signe  de  djody), 

=  J,-+-J,. 
Ces  deux  nouvelles  intégrales  sont  dérivables,  de  même 


w 


^=l™(-//l.-^rfx.<;^ -/!.-, 


7      ()y 


dl 


|.«  +  7] 
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On  peut  encore  lécrire  sous  forme  imrnëdialciiifnl  finie  {  Ci  ). 

Mais  la  présence,  dans  la  formule  (a),  de  -p  nous  embarrasse,  et  il 

faut  grouper  les  termes  de  (a)  et  (y).  Nous  en:  avons  le  droit,  puisque 
nous  avons  les  expressions  bien  déterminées  équivalentes  (j3)  et  (o). 
Remarquons  (jue 

dz   ôz„  ~  ()z\     ()zj  dzl 

Eu  intégrant  dans  u-,  l'on  a  : 

2°  Une  inléi,n-al('  a[)pli(juée  à  S  4- -  (jui  délruil  la  picinièie  iulé- 
grale  de  (y); 

3"  Une  intégrale  appliquée  à  X  à  rlènicnt  partout  injini. 

Ce  dernier  terme  s'ajoute  à  la  deuxième  intégrale  de  (a)  el  à  la 
deuxième  intégrale  de  (y),  qui  sont  de  même  nature. 

Nous  avons  donc  le  droit  d'écrire 


J(J,  + J,) 


=  partie  finie  {  \  j  \  ^  -jzr  '^f~ 


àz. 
Ceci,  sous  forme  immétlialcment  finie,  étant  donné  [)ar  (^)et  (o). 

Déi'ivce.s  ?'clati\es  au  roli//>it'  AMN.  —  A  cause  des  parliculaiilés 
de  V  et  G  au  point  A,  nous  ne  pouvons  ici  |)arler  de  «  partie  finie  ». 
Nous  prendrons  les  dérivées,  sous  la  forme  immédiatenicnl  finie, 
d'après  (|3)  et  (o). 

Elles  sont  parfaitement  déterminées,  cela  est  immédiat. 

Bien  entendu,  l'on  obtient  de  la  même  façon  les  dérivées 

iP  u       0'^  Il      ô^ii 

ô^,'  ôyi'  d^' 

Nous  pouvons  maintenant,  eu  établissant  deux  théorèmes,  vérifier 
que  l'on  a  bien  A(w)  =  F,  les  données  étant  nulles,  à  la  frontière. 
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Appelons   loujours  u'  cl  u"  les  [xulies  de  u(x„,  y„^  Sj)  correspon- 
diiiiL  ;ui\  deux  volumes  BCMN,  AMN. 

TnEonÈME  I.  —   Quel  que  .soit  le  plan  MN  au-dc.s.siis  de  A,  l'on  a 

A(w')  =  (). 

I">n  efl'el,  nous  avons,  pour  A  (//'),  liois  parlics  eorres[)ondanL  aux 
trois  varial)les  :  i~  A{u' )  =  X  +  "^  —  Z. 

X  =  par  lie  finie  [    i  \    i  V  'y^d-z) 

ou,  sous  forme  inimédialeinenl  finie,  d'après  {[i)  et  (o), 
X=B, 
Y  =  |.,-„-llcn„io(///F||rf.), 

et,  sous  forme  immédiatement  finie,  d'a[)rès  (^i)  et  (o), 
Y=B', 

Z  =  partie  finie  (   /  /   /  l'  -777  'f~)  > 

et  de  même 

Z  =.  B". 

Donc  271  A(t/)  =  B  +  B'  —  B"  sous  forme  immédiatement  finie. 
Cette  quantité  étant  parfaitement  déterminée,  nous  pouvons  l'écrire 

2T.  A.{u')  =  partie  finie  I    f  j    I  V  \{(\)d-:    • 

(vOnune  dans  tout  volume  bcinii,  et  même  tians  BdM.N,  Ton  a 

A(G)^o, 
nous  [)ouvons  en  concluie 

27:A(m')  =  () 
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par  le  raisoniK'iiieiil  siiixaiil  : 

„  d'-G 


//X"-i?"^ =«;-'■;■ 


B,  ilcvi'iiaut  n  ,  hi  jxiiiic  finie,  (|iian(l  w  dcvicnl  W  et,  ilans  ces  con- 
ciliions, \.\  (■/■o/.s.sa///  i/id('/i//i//i('///,  ])iiis(|ue  jkmu'  le  volume  W  riiité- 
grale  n"a  pas  de  sens. 

D'autre  part,  la  dérivée  2- ^' s'ohlient  en  ajoulanl   à  l'intégrale 

triple  une  inléi^ralc  de  contour  dont  réiémenl  croi/  indéfiiiimcnt 
quand  w  devienl  W,  mais  qui  reste  constamment  égale  à 

-  L';+<, 

t\  tendant  vers  zéro  quand  w  devienl  W  . 

=  lim(B';  +  £';)=.B", 

et  Ton   a  les  ('■(jualions  analogues  pour  les  autres  dérivées   secondes 
de  u'. 
D'où 

■j.r.A{u')  =  lini  r  f  f  fv  A ( (  i ) (h 

-(L,  +  L,  -  i;;) +  (c, +  =;_£■;)  |. 

Mainleuaut  l'iiilégiale  triple  //'(iiii;//ir///f'  p/iis  (piandu   devienl  W  ; 
elle  reste  identiquenieiil  iiuHc. 

Le  ternie  (L,  +  L',  —  L^),  (jui  dvli-uil  loujours  WiciToisseiitcnt  de 
l'intégrale  dans  ces  conditions,  est  donc  iei  idciili/jitciiicnl  nul. 

Donc 

2 -  A ( m' )  =  liin ( £ ,  -t-  î',  —  £,)  =  o . 

L'avantage  de  la  considération  des  pai-tics  finies  est  donc  clair,  car 
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la  démonstration  directe  de  légalité 

B4-B'— B'=o 

serait  très  difficile.  Précisons  davantage  : 

La  surface  A  a  pour  équation  R  =  £. 

Les  dérivées  immédiatement  finies  B,  B',  B"  sont  les  limites, 
pour  £  =  o,  des  dérivées  B,,  B,,  B]  relatives  à  bcmn.  Les  parties 
infinies  de  nos  intégrales  sont,  d'après  les  formules  (a)  et  (y  ),  de  la 
forme 

C'est-à-dire  cjue  l'on  doit  avoir 

///FA(G)o.  =  (B.  +  Bi-Bi)^-'^4-*Mi). 

Or,  le  premier  membre  est  nul,  (jucl  que  soit  t.  Donc,  quel  que 
soit  t  et  même  pour  s  =^  o,  l'on  a 

p,=o^q,^(b,  +  b;-b;). 

C'est-à-dire  l'on  a 

B  +  B  -  B"=o 
ou 

A(m')  =  o. 

Etudions  maintenant  la  seconde  partie  u"  de  u  (x^,  jy„,  3„). 

Théorème  II.  —  Quel  que  soii  le  volume  AMN,  l'on  a 

2-  A[u"  (x„,  y„,  z,)]  =  iT.F(x„,y„,  z^). 

Nous  ne  devons  plus  parler  de  parties  finies  des  intégrales  triples. 
Mais  ici,  à  cause  de  la  forme  du  champ.  Ion  a,  sous  forme  immé- 
diatement iiiiie, 


àyl        J  J  J^,„  dy' 
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("es  (lcii\  iiiU''t;iiiles  Icmlciit  vers  zéro  avec  le  volume  AM.N. 
De  même 


fP  II" 


■fflJ^'^"^ 


F.esdeiix  prciniiTS  liM-ini>s  leiident  vers  zéro  avec  le  volume  AMN. 
iNous  savons  éludier  le  dernier,  grâce  aux  [)arlies  finies  des  inté- 
grales simples.  Ce  terme  sera 

B  =  II  —  Zo,  H  étant  la  cote  du  plan  MN. 
Formons 

^ ^. 

dB  ~       ():■„' 

=  — pallie  finie  (    /     VU-r-  -^=dr] 
'  V-'o  àr  ^/\i'._  ,.'-       /■ 


I)aiMLi'  iniir 


+  (F)mn+  /       ,  -' ^  h'-Y-dr. 


Le  second  leiinr  Icnd  v(ms  zéro  avec  B. 

Le  premier  doit  rire  intégré  avec  son  signe,  car  on  doit  prendi'e 


et  puis  Ton  a 


J_ 

àli 

dans  le  sjndjole  A. 
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11  donne  donc 

(F)j,;^  étant  lit  valeur  de  F  au  centre  de  l'aire  MN. 
Passant  à  la  limite,  en  faisant  tendre  B  vers  zéro,  Ton  a 

2T.A\u"U\,y„,  z„)]  =  2::F(j;o,  Ju,  -o), 

ce  qui  donne  la  vérification  cherchée. 

Il  était,  d'ailleurs,  à  prévoir  que  le  seul  volume  iniiniment  voisin  du 
point  A  devait  entrer  en  jeu  dans  cette  étude. 

Conclusion.  —  Je  ne  saurais  omettre  de  renvoyer  le  lecteur  à  un 
remarquable  Mémoire  de  M.  Hadamard,  inséré  dans  les  Annales  de 
l'Ecole  ?^  or  ni  aie  (mars  190)). 

>>on  seulement  .M.  Hadamard  a  remarquablement  rapproché,  d'une 
certaine  manière,  les  équations  des  types  elliptique  et  hyperbolique, 
mais  encore  il  a  assez  sensiblement  modifié  la  belle  méthode  de 
M.  Volterra  pour  l'étendre  à  des  équations  à  coefficients  variables, 
dans  le  domaine  analytique. 

La  principale  conclusion  que  je  tirerais  des  travaux  actuels  concer- 
nant les  équations  hyperboliques,  c'est  cjue  l'on  est  naturellement 
amené,  par  des  dérivations,  à  cas  parties  finies  d'intégrales  infinies. 

L'on  devra  parler  de  ces  parties  finies  tant  que  l'on  n'aura  pas 
obtenu  un  mode  d'intégration  radicalement  différent  de  celui  de 
M.  Volterra.  Kt  il  sera  prudent  d'avoir  constamment  sous  les  yeux  les 
expressions  iminédiatenient  Jinies  correspondantes.  1 
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Sur  les  points  dicritiques ; 
Par  m.  h.  DIJLAC, 

Professeur  adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 


1.  L'étude  des  intégrales  d'une  équation  dilTérenlielle 

dans  le  voisinage  de  j;  =  o,  y  =  o  supposé  point  multiple  des  courbes 
X  =  o,  \  =  o  peut  toujours  être  faite  coniplètenicnl,  dans  le  champ 
réel,  ainsi  que  Ta  montré  M.  Bendixson.  Mais  l'étude  de  ces  mêmes 
intégrales,  dans  le  champ  complexe,  n'a  donné  jusqu'ici  que  peu  de 
résultats  précis,  si  l'on  en  excepte  la  recherche  des  intégrales  algé- 
broïdes  pour  a;  =  o,  problème  complètement  résolu.  Si  j'ai  pu  mon- 
trer ('  )  qu'il  y  a,  dans  la  plupart  des  cas,  une  infinité  d'intégrales  pour 
lesquelles  y  tend  vers  o  avec  x,  ces  intégrales  présentent  des  singula- 
rités très  diverses,  qu'il  parait  difficile  d'étudier.  Kn  général,  étant 
données  des  conditions  initiales,  x„,  j  „,  aussi  voisines  ijue  l'on  veut  de 
a;  =  o,  y  =  o,  on  ne  sait  comment  se  comporte  l'intégrale  relative  à 
ces  valeurs  initiales,  lorsque  x  tend  vers  o.  On  ne  sait  si  cette  intégrale 
possède  un  nombre  fini  ou  non  de  points  critiques,  dans  le  voisinage 

(')  Journal  de  l'École  Polytechnique,  \\'  Caliier,  igo»;   Annales  de  l'Cni- 
versité  de  Grenoble,  t.  XVII,  igoS. 
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de  x  =  o.  Dans  le  cas  particulier  où  c  est  en  facteur  dans  \,  iinciin 
théorème  général  ne  permet  d'affirmer  que  y  tend  vers  une  limite 
lorsque  .v  tend  vers  o,  et,  en  effet,  y  peut  ne  tendre  vers  aucune 
limite. 

La  difficulté  de  résoudre  ces  diverses  questions,  dans  les  cas  les  plus 
généraux,  me  paraît  donner  quelcpio  intérêt  aux  résultats  particuliers, 
mais  très  précis,  que  j'ai  obtenus  dans  le  cas  d'un  pouil  dicrilique. 

Considérons  l'équation 

(i)     [.i-A(.r,jK)4-o„(.x-,j)+...]^=jA(j',>-)-'l»('^%7}+--- 

où  les  parenthèses  ainsi  que  le  second  membre  sont  des  développements 
suivant  les  puissances  de  r  et  y.  Nous  n'écrivons  que  les  termes  de 
moindre  degré  :  A,  o„,  '|„,  qui  sont  des  polynômes  homogènes,  le  pre- 
mier de  degré  n  —  2,  les  autres  de  degré  n. 

Supposons  qu'il  n'y  ait  pas  de  valeur  fie  x  et  y  annulant  à  la  fois 
(r)  A(x-,y)         et         >-o„(:r,  J)^-.r•|„(x•,>')• 

l"  On  peut  tramer  un  nunihi-e  t  ti-l  ijue,  sil'on  a  |.r„|  <[c,  |_>'oi<C^? 
l'intégrale  de  (i)  correspondant  aux  conditions  initiales  x^,  y\  est, 
pour  \x\<C\  a:"ol,  ou  bien  holomorphe  et  tend  vers  o  avec  x,  ou  bien 
algébi-oïde  et  alors  une  au  moins  de  ses  déterminations  tend  vers  o 
a\ec  X. 

■1°  Toutes  les  détcrminalions  de  l'intéi^rale  considérée  tendent 
vers  o  a\ec  x,  si  x  est  en  facteur  dans  le  premier  membre  de  (j); 
pour  toute  intégrale  passant  dans  le  voisinage  de  .r  =  o,  ^  =  o, 
y  tend  vers  o  de  quelque  façon  que  ./■  te/ufe  vej-s  o. 

Les  seules  intégrales  pour  lesquelles  x  cl  y  tendent  vers  o  sont  les 
intégrales  algébroïdes  (holomorphes  en  général)  pour  ./;  =  o  ;  l'exis- 
tence de  ces  intégrales  en  noinljre  infini  est  l)i(Mi  connue,  mais  cm  m- 
s'était  pas,  à  ma  connaissance,  occuj)(''  d'examiner  si  elles  élmenl  li>s 
seules  pour  lesquelles  y  tende  vers  o  avec  ./;.  Di-  i)lus.  •?."  nous  donne 
des  conditions  suffisantes  pour  que  y  tende  veis  o  a\er  .;•;  nous  avons 
là  un  des  exemples  assez  rares  où,  l'existence  (Itine  limite  pour  _>' ne 
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résultant  pas  du  théorème  de  M.  Painlevé,  l'existence  de  cette  liiiiile 
de  y,  lorsque  x  tend  vers  o,  en  i^arianl  dans  le  rhanip  co/n/ilexc,  est 
établie  sans  que  l'équation  (i)  soit  intégrée. 

Ces  résultats  peuvent  subsister  partiellement,  même  s'il  y  a  des 
valeurs  de  x  et  v  annulant  les  deux  polynômes  indiqués.  Ainsi  le 
résultat  2°  subsiste,  pourvu  que  A(.r,  y)  ne  contienne  pas  x  en 
facteur. 

2.  Exemple  des  diK-ers  cas.  —  Avant  de  démontrer  les  résultats 
énoncés,  éclaircissons-les  par  quelques  exemples.  Considérons  l'équation 

(2)  (x-+...)g=ajK+..., 

où  a  est  un  nombj-e  positif,  et  les  deux  membres  contenant  des 
développements  suivant  les  puissances  de  x  et  y,  les  termes  de  moindre 
degré  étant  seuls  écrits.  Faisons,  à  propos  de  cette  équation,  quelques 
remarques  mettant  en  évidence  les  diverses  particularités  qui  se 
présentent  pour  les  intégrales  d'une  équation,  dans  le  voisinage  d'un 
point  dicritique. 

Si  X  est  en  facteur  dans  le  premier  membre  de  (2),  cette  équation, 
pour  X  et  y  suffisamment  petits,  peut  s'écrire 

dv 
•^'i- =«>'  +  •••• 

L'intégrale  générale  est  donnée,  pour  a;  et  j  suffisamment  petits,  par 

y-hcf(x,y)  =  Cx" 

où  C  est  une  constante  et  0  un  développement  suivant  les  puissances 
de  X  et/,  les  termes  de  degré  minimum  étant  du  second  degré.  On  en 
conclut  facilement  que,  si  les  valeurs  initiales  x„,jKo  sont  suffisamment 
petites,/  tendra  vers  o  avec  ./•,  de  quelrpie  façon  que  x  tende  vers  o.  II 
en  est  ainsi,  en  particulier,  pour  a  =  i,  eas  d'un  point  dicritique; 
nous  verrons  (ju'il  en  est  ainsi  dans  le  cas  d'un  point  dicriticpie  (piel- 
conque. 
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Citons  comme  exemples  les  équations 


P 


■^  =  r+^^^-^r''-'^^ 


x{iy  +  X  +  X- )  ^i  =  y(  27  +  x), 

dont  les  intégrales  sont  respectivement  données  par 

yP{C  -  kxP-^'i)  =  xP,         y{y  +  x  +  x-)  =  C.r-. 

Si  X  n'est  pas  en  facteur  dans  le  premier  membre  de  (2),  nous  ne 
jiouvons  dire  que  y  tend  vers  o,  lorsque  x  tend  vers  o  d'une  façon 
f|uelconque.  En  effet,  l'équation  (2)  possède  toujours  une  intégrale 
qui,  pour  x  =  o,  prend  une  valeur  j'„,  aussi  petite  que  l'on  veut,  mais 
différente  de  o.  Considérant  cette  intégrale,  on  voit  que  j'  ne  tend  pas 
vers  o  avec  x.  Si,  d'autre  part,  nous  employons  les  développements  de 
M.  Picard  donnant  les  valeurs  de  x  et  y  satisfaisant  à  l'équation,  sous 
la  forme  de  développements  suivant  les  puissances  de  /  et  de  C/", 
C  étant  une  constante  arbitraire,  nous  voyons,  en  faisant  tendre  t 
vers  o,  qu'on  peut  faire  tendre  x-  vers  o  de  telle  façon  que  j-  tende 
aussi  vers  o.  De  ce  qui  précède  il  résulte  que  la  limite  vers  laquelle 
tend  y,  lorsque  x  tend  vers  o,  dépend,  dans  une  certaine  mesure,  de  la 
façon  dont  x  tend  vers  o.  Cette  circonstance  lient  à  ce  que  les  inté- 
grales de  l'équation  possèdent  des  points  critiques,  qui  varient  avec  la 
constante  d'intégration  et  qui  peuvent  devenir  aussi  voisins  que  l'on 
veut  de  l'origine  (dans  le  plan  des  x).  En  effet,  nous  pouvons  toujours 
prendre  des  valeurs  x,  cl  y,,  aussi  petites  que  l'on  veut,  annulant  le 
premier  membre  de  (2),  l'intégrale  qui  admet  pour  valeurs  initiales 
x,,y,  a  pour  point  ci'ilique  x'^.r,.  Nous  pouvons  même  démontrer, 
en  employant  les  développements  de  M.  Picard,  que,  si  a  n'est  pas 
rationnel,  certaines,  au  moins,  des  intégrales  y{x)  de  l'équation 
admettent  une  infinité  de  points  critiques  dans  le  voisinage  de  l'ori- 
gine. Si  a  est   lalioiuicl  (  '  ),  on  peut  trouver  un  nombre  î,  tel  que 

(')  Si  a  est  un  entier  supérieur  à  i,  on  sait  que,  pour  que  les  développements 
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toute  intégrale  (relative  a  des  valeurs  initiales  assez  petites  pour 
que  les  développements  puissent  être  employés)  n'ait  pour  \x\<^t 
qu'un  nombre  fini  de  points  critiques;  autour  de  chacun  de  ces 
points  se  permutent  un  nombre  fini  de  déterminations  de  y  (en 
général  2  déterminations).  Une  telle  intégrale  de  y(x)  est  donc 
pour  I  j;|  <  £  une  fonction  algébroïde  de  x,  dont  une  détermination 
au  moins  tend  vers  o  avec  ./;,  ainsi  que  le  montre  une  remarque  pré- 
cédente. C'est  le  théorème  que  nous  avons  énoncé  pour  un  point 
dicritique. 

Examinons,  pour  illustrer  le  cas  dont  nous  venons  de  parler,  un 
exemple  très  simple. 

Prenons  Téquation 

dont  l'intégrale  générale  est  donnée  par 

x  =  oCy  -i-y-,        y  =  —  C  ±  ^  (J--f-  x. 

Chaque  intégrale  admet  le  point  critique  x  =  —  C". 
Si  nous  considérons  l'intégrale  qui  admet  pour  valeurs  initiales  .c„, 
y„,  nous  aurons 

2  1'„ 

Pour  avoir  ^'  =  J'oi  pour  x  =  x\  nous  devons  prendre  la  détermina- 
tion du  radical  qui,  pour  0,  =  x^,  est  égale  à  "  _  °>  soit  a  son  argu- 
ment.  Pour  que  j'  tende  verso  avec./;,  il  faut  prendre  la  détermination 
du  radical  qui,  pour  x  =  o,  est  é^ale  à  — -,  soit  3  son  argument. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  a  et  p  compris  entre  o  et  2-.  Si  la 
différence  a  —  jîl  est  inférieure  à  -  en  valeur  absolue,  nous  devons,  pour 


de  M.  Picard  existeni,  il  faut  qu'une  condition  soit  vi-iifiée.  On  peut  énoncer 
celle  condition  en  disant  qu'il  faut  qu'en  reclierchant  une  intégrale  liolomorplie 
de  la  {ovme  y  T=  -ii^x),  on  ne  soit  pas  arrêté  par  une  impossibilité  dans  le  calcul 
du  terme  en  x"  de  '^{x).  Le  théorème  que  nous  énonçons  n'est  vrai  que  si  les 
développements  de  M.  Picard  existent. 
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que  j'  tende  vers  o  avec  x,  faire  tendre  x  vers  o  suivant  un  clicniin 
partant  de  x  =  Xg  et  tournant  un  nombre  pair  de  fois  autour  du  point 
friti(|ue  x  =  —  C*;  si  la  dirtërence  considérée  est  égale  ou  supérieure 
à  -,  l'ii  vaU'ur  absolue,  nous  devons  tourner  un  nombre  impair  de  fois 
autour  du  point  critique.  En  particulier,  si  x^  c^/o  sont  réels,  si  Ton 
veut  que  y  tende  vers  o,  on  devra  tourner  un  nombre  pair  ou  un 
nombre  impair  de  fois  autour  du  point  critique  suivant  que  j)^J  —  ./ ;;  est 
positif  ou  né<;alif.  Si  .r  ne  tend  pas  vers  o  de  la  faron  indiipiée,  y  ne 
tendra  pas  vers  o  (à  moins  que  Ton  ait  j'i;  =  Xg). 

Ou  pourrait  étudier  de  même  l'équation  dont  l'intégrale  générale 
est  donnée  par 

(*■+/)  (■'•+>'-*-/')  =  G/-. 

Il  est  très  facile  de  trouver  des  écpiations  appartenant  au  type  (2) 
et  dont  on  ait  l'intégrale  générale. 

Formons  ré(|iialion  qui  admet  pour  intégrale  générale 

où  les  o  sont  des  dévcloppeinenis  suivant  les  puissances  de  x  ely  con- 
tenant des  termes  du  premier  degré.  Si  la  somme  X,  +  X^  +  •  •  •+X„  est 
nulle,  l'équation  obtenue  sera  de  la  forme  considérée. 

Supposons  que  dans(i)le  premier  elle  second  membre  soient  réduits 
aux  termes  écrits,  explicitement,  on  vérifie  immédiatement  qu'en 
posant  y  =  fx,  on  obtient  une  équation  qu'on  sait  intégrer. 

Je  remarquerai  toutefois  que  la  vérification  des  théorèmes  que  nous 
avons  énoncés  sera  parfois  difficile  à  faire  au  moyen  des  intégrales 
générales  que  nous  pouvons  ainsi  obtenir. 

Ces  exemples  cités,  abordons  l'étude  de  réipialioii  (  i). 

3.   Dircclions  singulières.  —  Faisons  le  changement  de  variable 

y  =  fx; 
l'écpiation 

(3)     [x-A(a;,7)  +  ?„(:r,7)+...]^  =  a;A(x-,7)-']/„(a.-,7)-... 


SUR    LES    POINTS    DICIIITIQUES.  38^ 

devient 

(/,)     [A(i,0  +  -'^-9„(i,O4-...]^//  +  |/9„(i,/)  +  |„(i, /)  +  ... ]^/.r  =  o, 

les  quanlilés  entre  crochets  étiint  des  développements  suivant  les  puis- 
sances de  X,  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  en  t.  De  même, 
si  Ton  fait  le  changement  de  variable 

x  =  uy, 
on  obtient  l'équation 

(5)     [— A(u,  i)4-j'|„(//,  i)-h...](li/  +  \oJu,  1)+- rr\i„(i/,  i) -h. .  .]dv  =  o. 

Si  les  deux  termes  de  l'équalion (3)  sont  holomorphes  pour  \x\<^a 
et  \y\<:^b,  les  deux  termes  de  l'équation  (4)  seront  des  développe- 
ments convergents  pour  tous  les  couples  de  valeurs  de  x  et  de  /,  tels 
que  l'on  ait  à  la  fois  \x\<^a,\fx\<i  b.  Une  remarque  analogue  s'ap- 
plique à  (5). 

Nous  dirons  que  le  point  dicritique  x  ^  o,  y  =  o,  de  l'équation  (i), 
ne  présente  pas  de  dfrcc/io/is  singulières,  s'il  n'existe  pas  de  valeurs 
de  /  annulant  à  la  fois,  dans  (  j), 

A(i,  l)     et     /9„(i,  t)  +  '\„{\,  ()' 

et  si,  de  plus,  on  n'a  pas,  dans  (5), 

A(o,  i)  =  o         et         9«(Oi  i)  =  o. 

On  voit  que  ceci  revient  à  dire  qu'il  n'y  a  pas  de  valeurs  de  x  et  y 
annulant  à  la  fois 

A{x,y)     et     xcp„(A-,7)  +  .z;'|/„(a;,  7). 

4.  Indication  du  problème  traité.  —  S'il  n'y  a  pas  de  directions 
singulières,  ce  qui  est  le  cas  général,  il  y  a,  étant  donnée  une  direction 

quclconfpie  -  =  /,,  luie  inti'-grale  cl  nue  seule  pour  lai|Ui'lli'  ./•  et  y 
tendent  simullanémeiit  vers  zéro,  -  tendant  vers  /,.  Toutes  ces  inlé- 
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grales  y{x)  sont  algébroïdcs  pour  x  =  o\  elles  sont  holomorplies, 
pour  a:  =  o,  si  l'on  n'a  pas  A  (  i ,  /,  )  ^  o. 

Nous  allons  montrer,  toujours  en  supposant  (piil  nv  ail  pas  de 
directions  singulières,  que  ces  intégrales  sont  les  seules  pour  les- 
quelles X  et  y  tendent  à  la  fois  vers  zéro.  Nous  verrons  aussi  que  ces 
intégrales  sont  les  seules  qui  satisfont  aux  conditions  initiales  v  ^ yo, 
X  =  Xg,  si  .z'o  et  j'o  sont  suflisaninient  petits.  Pour  étudier  ces  inté- 
grales relatives   aux    conditions  initiales   y„,   x„,    nous   aurons,    en 

posant  /„  =  — )  à  examiner  successivement  les  trois  cas  suivants  : 

1°  ta  est  très  grand; 

2°  t^  est  voisin  d'une  racine  rft'  A  (  i ,  /)  =:  o  ; 
3°  tf,  ne  remplit  aucune  des  conditions  précédentes. 
Les  démonstrations  préciseront  dans  la  suite  le  sens  attaché  aux 
mots  :  suffisamment  petit,  très  grand,  etc. 

5.  Intégrales  pour  lesquelles  /„  est  très  grand  {cas  i°).  —  En 
posant 

x  =  uy, 

nous  obtenons  l'équation  (5  ).  L'examen  du  cas  qui  nous  occupe  sera 
subdivisé  en  trois  cas  différents  : 

a.  Le  coefficient  de  dy  dans  (5)  est  nul  pour  u  ^  o,  qwd  que 
soit  y.  On  voit  immédiatement  (pie  cela  revient  à  dire  que  dans  (3) 

le  coefficient  de  ^  est  nul  j)our  x  =  o,  quel  cjue  soit  )'.  Dans  ce  cas  a, 

on  doit  avoir  A(o,  i)  ^  o,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  direction  singulière. 

b.  On  a  A(o,  i)  ^  o,  mais  u  n  est  pas  en  facteur  dans  le  coeffi- 
cient de  dy. 

c.  On  a  9„(o,  i)  :^  o. 

Ou  est  toujours  dans  l'un  ou  l'antre  de  ces  trois  cas,  s'il  n'y  a  pas 
de  directions  singulières.  Le  cas  où  l'on  a  à  la  fois  9„(o,  1)7^"  ^'• 
A(o,  1)^0  rentrera  à  volonté  dans  le  cas  b  ou  le  cas  c. 


6.    Intégrales  pour  Irsqutdles  /„  fst  très  grand,  x  —  o  étant  un 
dy 
dx 


pôle  de  ^1  quel  que  soit  y  {cas  i",  sous-cas  a).  —  L'équation  (5) 
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peut  s'écrire 

(6)  ^^  =  WH(u,y). 

p  est  un  entier,  en  général  égal  à  i,  mais  pouvant  être  supérieur  à  i. 
Il  existe  des  nombres  a,  et  £,,  tels  que  R(u,y)  soit  une  fonction  liolo- 
morphe  pour 

\f(\<<^-n      IrK'i- 

Si  l'on  considère  H(«,  y)  comme  un  développement  suivant  les 
puissances  dey,  les  coefficients  de  ce  développement  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  u,  où  le  degré  du  numérateur  et  du  dénomi- 
nateur peut  croître  indéfiniment  avec  le  rang  du  terme. 

Nous  pouvons  représenter  l'intégrale  u(y)  qui,  pour  y^y^,  se 
réduit  à  v„,  par  le  développement 

(7)  u  =  u„  +  u:\B,(y- y,) +  B,(y-y,y +...]. 

Il  existe  des  nombres  a.,,  i.^,  tels  que  le  second  memlire  soit  une 
fonction  holomorphe  de  u„,  y-„,  et  de  JK  —  /o  si  l'on  a 

l«o|<a.,  l.)'o!<£.,  lr-/ol<î2- 

En  remarquant  que  l'on  a 

X-  =  uy,         x„  =  ?/oJo> 

on  obtient  facilement 

(7')  X  =  X,  +  u„  [C, (jK  -y,)  -+-  C,(y  -  j„)=  +  . . .  |. 

Les  C,,  C2,  . . .  sont  de  même  (piê  les  B  des  fonctions  de  «„  et  de  y^ 
holomorphes  dans  les  limites  indiquées.  On  a 

C.=:I+<-'j„B.. 

C,  n'est  pas  nul  pour  «„  =  o,  /„  =  o.  Désignons  par  c  le  miiiiniuiu 
du  module  de  C,  lorscpie  «„  et  jo  varient  dans  les  limites  indiiiuécs. 
On  peut  supposer  a,  et  t^  assez  petits  pour  que  c  ne  soit  pas  nul. 

Journ.  de  Malh.  (,<>'  iiv'ie),  tome-  II.  —   l'asc.  IV,  igoO.  5l 


39*^  II-   niLivc. 

.Nous  |)ouvoiis  écrire  la  relation  (7')  sous  la  forme 

"«c.O'-r„)[i  +  p  +  Q|  =  o 

avec 

p  =       ■^0—-^  Q  _  C-iJy—  Yo)       Caf.y— Vq)'-   ,    

"oC,  (r— ^Vo)'  ^  C,  C, 

En  reprenant  un  raisonnement  connu,  établissant  l'existence  d"une 
fonction  implicite  ('),  nous  voyons  qu'on  peut  trouver  un  nombre  i.^ 

(au  plus  égal  à  i.,),  tel  que  l'on  ait  |  Q  |  «<  -  >  si  l'on  a  \y  —  y„\'l  21^. 

En  supposant  ensuite  que  l'on  considère  les  valeurs  de  .v  pour  les- 
quelles on  a 

(8)  \x  —  x„\<icu^t,, 

on  a  I  P  ]  <[  ->  pour  \y  — y„\  =  iz^  et  on  montre  que  la  relation  (-') 
définit  une  valeur  de  y  et  une  seule  satisfaisant  à  la  condition 

(9)  L>--.>'ol<2£a. 
Si  l'on  prend 

I  I     ^  CW„E3  I        .  CHjîj  ,  I     ^ 

la  condition  (  tS  )  étant  salisfiiile,  runique  valeur  de  y  satisfaisant  à  la 
condition  (q)  sera  une  fonction  boloniorphe  de  x  et  pourra  tendre 
vers  o  avec  x.  Elle  tendra  réellement  vers  o;  en  effet,  lors(|ue  y  tend 
vers  o,  u  tend,  d'après  (7),  vers  une  limite  finie  (qui  peut  être  nulle), 
et,  comme  on  a  a;  =  uy,  x  tend  aussi  vers  o. 

Si  nous  désignons  par  t'  la  plus  petite  des  deu\  quantités  £3  et  — -% 

et  si  nous  posons  a'  =  a^,  nous  pourions  dire  : 

L'inlégrale  y{x)  de  l'èqualion  (3)  qui,  pour  x^  x„,  prend  la 
(')    Voir,  par  exemple,  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II,  p.  262,  2'  édition. 
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t>al.euryg,  rst  /lolomoiplic  cl  tend  vc/:s  zcro  cwer  ./;,  .si  l'on  a 

vl=""<^-''      l7ol<£',      |>''r::;i^-ol- 

I    ..'  0    I 

La  dcriii(''ic  inéi^alité  pourrait  d'ailleurs  cire  remplacée  par  |.x|  <[  2  \x\  \, 
à  condilion  de  remplacer  i'  par-- 


7.   /„  est  très  grand  et  l'on  a  A(o,  1)^0,  sans  que  x  =  o  soit  un 
Ue  de  -r-1  (■ 
peut  s'écrire 


pôle  de  j-,  quel  que  soit  y  (cas  i",  sous-cas  b).  —   L'équation  (j) 


%  =  W„,y). 

H(«,  y)  désignant  comme  prccédemuKMil  une  fonction  de//  et  de  j', 
holomorphe  pour  u  cl  y  suffisamment  petits.  On  peut  considérer  II 
comme  un  développemcnl  suivant  les  puissances  de  j',  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  rationnelles  de  u. 

Les  premiers  de  ces  coefficients  peuvent  être  nuls  pour  u^o  [le 
terme  indépendant  de  y  sera  nul  si  l'on  a  cp„(o,  i)  =  o],  mais  tous  les 
coefficients  ne  peuvent  être  nuls  pour  //  :=  o,  dans  riiypollicse  où 
nous  nous  plaçons.  Supposons  que  le  coefficient  de  yP  ne  soit  ])as  nul 
pour  //  =  o,  les  coefficients  précédents  étant  nuls  pour  //  =  o. 

L'intégrale  qui,  pour  y  =J'o5  ^^-  réduit  à  //„,  peut  être  représentée 
par  le  développement 

u  =  //„  +  B,  (7  -  _>•„  )  + . . .  +  B^,(v-  -  ;-„)''  4-  I'vm  (y  -  y„y^'  -h.... 

Il  existe  des  nombres  a,  cl  £,  tels  (pie  le  second  mend)re  soil  une 
fonction  iiolomorphc  de  «„,  ^'„,>'  -~  Yni  *'•  1'^*'^  •' 

l"o|<^M'  l.V'„|<î,,  i.V    -.)'..   K'I- 

En  particulier,  les  coefficients  IJ,,  lio,  ...  sont  des  fonctions  liolo- 
nioi-phes  de  //„  et  dc^o?  '''"'^  l(-'s  limites  iudi(]uces. 

Les  coefficients  H,,  IL,  ...,  B^,  sont  nuls  pour  //„  -  o,  v^  —  o;  U- 
coefficient  B^,_^,  n'est  pas  nul  pour  ces  valeurs,  On  ohlirui  connut'  pré- 
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(.0) 

(lo') 
On;. 


^  =  (}'o  +-y—  Vo)  I  Wo  +  B,  (>-  - y„)  +  . . . 
ic  =  .ro  +  C,  (7— _>-„)+... 


C^+o  n'est  donc  pas  nul  pour  u„  =  y^  =  o,  tandis  cpio  les  coefficients 
qui  le  précèdent  sont  nuls. 

11  résulte  de  là,  d'après  le  théorème  d'existence  des  fonctions  impli- 
cites, ([u'il  existe  des  nombres  a^,  i.,,  r,,,,  tels  que,  si  Ton  a 

\t'o\=«-2,      |j'o|  =  £j.      ]■'■-- -''0  1  = --^'n-^i 

les  valeurs  de  y  vérifiant  la  relation  (10')  et  satisfaisant  à  la  condition 

(11)  L>'-rolS2£j 

soient  en  nombre  égal  à  p  +  2.  Si  nous  prenons 

nous  avons  p  -\-  1  déterminations  de  j>'  satisfaisant  à  la  condition  (i  i). 
Ces  déterminations  sont  évidemment  des  fonctions  algébroïdes 
pour  |ic|  «c^  Y);  elles  peuvent  tendre  vers  zéro  avec  x,  puisque  cela  est 
compatible  avec  la  condition  (i  r),  mais  il  n'en  est  pas  nécessairement 
ainsi.  Lorsque  x  tend  vers  zéro,  les  valeurs  de  }^,  satisfaisant  à  la  rela- 
tion (10)  et  à  la  condition  (i  i),  doivent  tendre  vers  les  valeurs  àc y, 
qui  satisfont  à  la  condition  (11)  et  annulent  un  des  deux  facteurs  du 
second  mcnd^re  de  (10).  Il  en  résulte  qu'une  des  déterminations  Aa  y 
tend  vers  la  valeur  j' ^  o  cpii  annule  le  premier  fadeur,  tandis  (pic 
les  />  -t-  I  autres  déterminations  tendent  vers  les  />  +  i  valeurs  de  y, 
qui  satisfont  à  la  condition  (1 1)  et  annulent  le  second  facteur;  excep- 
tionnellement, queUpies-iines  de  ces  valeurs  de  j'  peuvent  être  nulles. 
iNous  })Ouvons  remarcjuer  que  les/?  -H  2  déterminations  dej'  que  nous 
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considérons  salisfaisanl  à  une  (''ijuation  cnliôre  en  y  de  degré  p  -+-  2, 
dont  les  coefficients  sont  des  fondions  liolomorplies  de  :/;  dans  le 
domaine  [x|<^-/]2,  les  points  critiqnes  de  ces  déterminations  sont  en 
nombre  fini  dans  le  domaine  considéré  ('  ).  La  position  et  peut-être  le 
nombre  de  ces  points  critiques  varient  avec  les  valeurs  des  conditions 
initiales  ito,y^,  puisque  les  coefficients  de  l'équation  enlière  considérée 
sont  des  fonctions  de  n^  et  y\. 

Rien,  dans  ce  qui  précède,  ne  nous  permet  d'affirmer  que  lesp  4-  2 
déterminations  de  y  (jue  nous  considérons  se  permutent  entre  elles 
autour  des  points  critiques  dont  nous  venons  de  parler.  Il  peut  très 
bien  se  faire  cjue  certaines  d'entre  elles  soient,  au  moins  lorsque  «„  et  yg 
varient  dans  certaines  limites,  des  fonctions  holomorphes  pour  \oc\<^f]2. 
Mais  nous  pouvons  affirmer  que,  si  l'on  part  de  la  détermination  y  (.r) 
qui  pour  x\  est  égale  à  j'„,  on  pourra  toujours,  en  tournant,  s'il  y  a 
lieu,  autour  de  points  critiques  convenables,  obtenir  la  détermination 
qui,  pour  x  =  o,  se  réduit  ày  =  o.  En  cfTet,  lorsque  j'  tend  vers  zéro, 
le  deuxième  facteur  du  second  membre  de  (10),  c'est-à-dire  u,  tend 
vers  une  limite  finie;  x  tend,  par  suite,  vers  o.  Donc,  x  tendant  verso, 
suivant  un  chemin  convenable,  y  tend  vers  o. 

Cette  restriction  imposée  k  x  àc  tendre  vers  o  en  suivant  un 
chemin  convenable  se  réduit,  puisque  y  est  une  fonction  algébroïde, 
à  exiger  que  le  chemin  considéré  tourne,  s'il  y  a  lieu,  autour  de  cer- 
tains points  critiques,  ou  ne  tourne  pas  autour  de  certains  autres. 

Nous  pouvons  énoncer  le  résultat  suivant  :  5/  l'on  a 

il  existe  une  intégrale  y(x)  satisfaisant  à  la  condition  ini- 
tiale y{x„)  =^0  <^^  tendant  vers  zéro  avec  x.  Cette  intégrale  est 
une  hranche  d'une  fonction  algébroïde  pour  \x\'î  •/],.  Cette  fonction 
alg(';hroïde  peut  posséder  dans  le  domaine  considéré  d'autres  détermi- 
nations (loiil  il  est  facile  de  déterminer  le  nombre  maximum  (p  -f-  i); 


(  ')  On  peut  sans  difficulté  monirer.  dans  ce  cas  comme  dans  les  cas  suivants, 
que  le  nomi)re  maximum  des  ])oinls  rl'iti((iics  esl  inférieur,  au  moins  dune  unité, 
au  nombre  maximum  des  déterminations  dej'. 
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en  général,  aucune  de  ces  autres  (lélcriuiualious  ne  lend  vers  zéro 


8.  tg  est  très  grand  et  l'on  a  o„(o,  i  )  7^  o  (cas  i",  sous-cas  c).  — 
L'équalion  (5)  peut  s'écrire 

H(m,  y)  étant  holoniorphe,  pour  u  el  y  suffisamment  petits.  Nous 
pouvons  représenter  l'intégrale  j^(?/)  qui,  pour  u  =  «„,  se  réduit  ky^ 
par  le  développement 

7  =  J'o+ A,r//  -  ;/„)+...+ A^(//  -  ;/„)/'+ A/^, («-«„)''-' 4-.... 

11  existe,  comme  préc(Vlemment.  des  nombres  £,,  et  a,  tels  que  le 
second  membre  soit  une  fonction  holomorphe  de  ;/„,  y^,  u  —  «„,  si 
l'on  a 

i  "0  i  <  ''•3,  I/o  |<  ^:.,  I  "  -  "0  |<  y-.r 

Si  nous  supposons  ([uc  it  =  o  soit  racine  d'ordre  /?,  mais  non  racine 
d'ordre  p  -h  1  de  A(w,  i)  =  o  (en  général,/?  —  o),  on  voit  facilement 
que  les  coefficients  A,,  A^,  . . .,  A^  sont  nuls  pour  j-j  =  ii„  —  o,  tandis 
que  A/H-i  n'est  pas  nul  pour  ces  valeurs. 

Nous  avons 

x  =  uy,         x„=w„j„; 

(ir<)     .1- =  (//„+  //  -  i'o)[yo+  A,(«  -  ;/„)+... 

-t-  Aj,(u  -  //„)''+  A/,.,  («  -  i/„)P^'  +...], 

(12')        ./;  =  ./;„+  \i,(u  -  «„)  +...+  I3/,+  ,(;/  —  ?/„)''■*-' 

+  B,,^,(« -;/„/-* +  .... 

Les  H  sont  comme  les  A  des  fonctions  holomorplu's  de  a„  el  v,,. 
B,,  B^,  . . .,  B^,,  I  sont  nuls  jiour  //„  =  v,,  =  o,  tandis  cpic 

B/,+.  ^  WoA^,^., -h  A^  +  , 

n'est  pas  nul  pour  ces  valeurs. 

()m  conclut  (II'  l'égalité  (12'^,  dapi'és  le  tliivnèmc  d'cxish^urc  des 
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fonctions  implicites,  qu'il  existe  des  nombres  v],,  et  a,,  tels  que,  si  l'on  a 

('3)  |»„|<a,,  !.'--„|<rj,,  \-f'\<ri.„ 

les  valeurs  de  u  vérifiant  la  relation  (i  2)  et  satisfaisant  à 

I  M  —  ;/„  I  <  a. 

soient  en  noml)re  égal  à  p  -h2.  Ces  p  -^  2  déterminations  de  u  sont 
racines  d'une  équation  en  u  de  degré  p  -+•  2  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  holomorphes  de  u^,  x^,  x,  vérifiant  les  conditions  (i3). 
Cela  revient  à  dire  que  les  p  -1-  2  valeurs  de  y  correspondantes  sont 
des  fonctions  algébroïdes  de  «„,  Xg,  x. 

Voyons  vers  quelles  limites  tendent  ces  déterminations,  soit  de  u, 
soit  de  y,  lorsque  x  tend  vers  o.  D'après  (12),  ces  valeurs  de  u  ten- 
dent vers  les  valeurs  de  u  annulant  l'un  ou  l'autre  des  facteurs  du 
second  membre,  donc  une  des  valeurs  de  u  tend  vers  o  annulant  le 
premier  facteur,  tandis  que  les  p  -+-  i  autres  tendent  vers  les  valeurs  de 
u  annulant  le  second  facteur,  c'est-à-dire  j'.  Donc/;  +  i  des  détermina- 
tions de  y  tendent  vers  o,  tandis  (jue  l'autre  détermination  de  >■  tend 
vers  une  limite,  en  général  différente  de  o,  mais  cej)endant  très  petite. 
Si  nous  ne  pouvons  affirmer  que  toutes  ces  p -h  2  déterminations  se 
permutent  entre  elles,  lorsque  .<•  varie  dans  le  domaine  considéré,  nous 
pouvons  cependant  affirmer  que,  partant  de  la  détermination  j(.i), 
qui  pour  ./•  =  x„  est  égale  à  y,,  on  obtiendra,  en  tournant,  s'il  y  a  lieu, 
autour  de  points  critiques  convenables,  une  des  />  -H  i  déterminations 
de  y  qui  tendent  vers  o  avec  x.  En  effet,  lorsque  y  tend  vers  o,  u  tend 
vers  une  des  p  -+-  1  valeurs  de  u  annulant  le  second  facteur  du  second 
membre  de  (i  2),  x  tend  donc  aussi  vers  o,  puisque  l'on  a  a?  :=  uy.  En 
raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent,  nous  voyons  que  cela  suffit  à 
montrer  que  y  tend  vers  o  avec  ./■. 

Nous  pouvons  énoncer  le  résultat  suivant,  tout  à  fait  analogue  à 
celui  du  cas  précédent,  avec  le(|uel  il  se  confond,  si  l'on  a  /j  =  o  :  Si 
l'on  a 

l«o  !<«•,,  lro|<^:n  h'oK  '■.■.?  l-'-'l^'Oi. 

il  existe  une  intégrale  y  {■''),  qui  pour  x  =  ./•„  est  égale  «_)'„.  ''/  (jui 
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tend  vers  o  avec  x.  Cette  intégrale  est  constituée  par  un  certain 
nombre  de  branches  d'une  fonction  algébroïde  de  x.  (On  peut  déter- 
miner le  nombre  maximum  de  ces  branches.)  Pour  toutes  ces  bran- 
ches, j-  tend  vers  o  avec  x.  (x'ite  fonction  algébroïde  peut,  en  outre, 
posséder  une  autre  branche  pour  hu|uclle  y  ne  tend  pas  vers  o  avec  x. 

y.  Intégrales  pour  lesquelles  /„  est  très  voisin  d'une  racine  de 
A(i,  /)=:  o  {cas  2°).  —  Posons  y^^tx,  nous  obtenons  l'équation  (4), 
qui  peut  s'écrire,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  directions  singulières, 

Ï  =  H(..,/) 

H  étant  une  fonction  holomorphe  de  ,/•  et  de  /,  pour  ,/,■  suffisamment 
petit  et  pour  t  suffisamment  voisin  dune  racine  l^  de  A(i,  t).  L'inté- 
grale .r(/),  qui  pour  t  =^  t„  se  réduit  à  ./•„,  peut  être  représentée  par 

(i/,)         x'  =  x„  +  A, (/-/„)+...+ A,,^,(<-  /„/-'  +... 

et  il  existe  des  nombres  r,,,  [3,,  lels  (pie  le  second  membre  soit  une 
fonction  liolomorphe  de  /„,  ./■(,,  /  —  /„,  si  l'on  a 

Si  nous  supposons  que  /  =  /,  soit  une  racine  d'ordre  p  de 
A(i,/)  =  o, 

les  coefficients  A,,  Ao,  ...,  A^,  seront  nuls  pour  /„  =  /,,  .r  =  o;  mais 
A/J+,  n'est  pas  nul  pour  ces  valeurs. 

Il  en  résulte  qu'il  existe  des  nombres  ^]  et  r^,  tels  (pie,  si  l'on  a 

I  //  -  ^  I  <  ''^'p  1  '''o  I  <  'n'n  \-^'\  =  'n'n 

les  valeurs  de  /  vérifiant  la  lelalioii  (  i  "f  )  et  salisfaisaiil  à  la  londiliou 

(1-5)  \f-f,.\<[i: 

seront  exactement  en  nombre  égal  à  p  -h  i .  A  ces  p  +  i  détermina- 
tions de  /  correspondent,  d'après  j'  —  t.r,  p  -+-  i  déterminations  de  y. 


SI  H    I.KS    POINTS    DlCHlTlnlKS.  ic)'] 

qui,  coiniue  li's  vaKnirs  di-  /,  s(jiit  des  fondions  aliiébroïdcs  de  x. 
Lorsque  x  lend  vers  o,  les  p  +  i  valeurs  de  /  tendenl  vers  des  limites 
satisfaisant  à  la  condition  ('i5),  donc  les  /;  -+-  i  valeurs  de  y  tendent 
vers  o.  Nous  pou\()iis  par  suite  énoncer  le  résultai  suivant  :  Si  l'on  a 

I  fi  -/.)!<  ?M  I  -''o  I  <  ■'in  I  ■'^"  I  =  ■'î,-, 

l'intégfalc  y\x)  de  V  équation  (i),  qui  pour  x  =  x^  est  égale  à  y  ^, 
est  une  fonction  algébroïde  de  x  dont  on  peut  déterminer  le  nombre 
maximum  des  déterminations  dans  le  domaine  considéré.  Toutes 
ces  déterminations  tendent  vers  o  avec  x. 

Pour  chacune  des  racines  /,,  il  existera  des  nondjres  [5,  et  r,,;  nous 
désignerons  par  ^  le  plus  petil  des  [3,  et  par  r^  le  plus  petit  des  •/],-. 

10.  Intégrales  pou/-  lesquelles  t„  n'est  ni  très  grand,  ni  voisin 
d'une  racine  de  A(i,  /)  =  o  (cas  3°).  —  D'une  façon  plus  précise 
nous  supposerons  que  Ton  n'ait  pas 

(16)  l'ol>7         ou         |<„-/,|<p, 

a  étant  le  plus  petit  des  nombres  a',  «2)^1  trouvés  dans  les  divers  cas 
de  1°.  La  seconde  des  inéi^alités  (iG)  doit  avoir  lieu  pour  les  diverses 
racines  /,•  de  A(i,  /). 

Soit  D  l'ensemble  des  valeurs  de  t  pour  lesquelles  on  a 

On  peut  trouver  un  nombre  r^,  tel  que,  si  t  appartient  à  l'ensemble  D 
et  si  l'on  a  |  -t'  |  <  r^,  le  coefficient  de  dl  dans  l'équation  (4)  ne  s'annule 
pas,  et  cette  équation  peut  s'écrire 

£  =  "(•■■.'). 

H  étant  une  fonction  holomorplie  de  ./•  et  de  /  pour  les  valeurs  consi- 
dérées. Pour  ces  valeurs,  II  restera  inférieur  en  module  à  un  certain 
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nombre  M.  Il  en  résnlle  qu'il  existe  un  nomlire  r/.  tri  i|iic  l'inté- 
grale /(.r),  f|ni  pour  r  =  j^„  prend  hi  vairur  de  /„,  soil  une  roiRtion 
holomorphe  de  .r,  si  Ion  a 

|.x„|<-r/,         |/oi-=;'         \fo—i,\>h         |-'i^'l'' 

/  tendra  vers  une  limite  finie,  lorsque  x  tend  vers  o. 

D'après  la  relation  y  =  /./•,  rinlégrale  y(x)  de  l'équation  (3),  qui 
pour  .i-^=x^  prend  la  valeur  y^  (/o  =  ^o-^'o)»  sera  une  fonction  holo- 
morphe de  X  et  tendra  vers  o  avec  x. 

11.  Conclusions.  —  Si  nous  désignons  par  i  le  plus  jietil  des 
niMuliies  Tj  el  £  afîectés  d'indices  (pic  nous  avons  trouvés,  nous  pour- 
rons résumer  les  divers  résultais  précédents  en  disant  :  //  rxislr  un 
nombre  t  leL  que,  si  l'on  a 

\  ■'  li\--^1  1.'  0  I  ='5 

l'intégrale  de  réqualion  (?■>)  qui  répond  à  la  roi}dilii>ii  .v(''o)  =J>'o 
soit,  7)0«/"  I  j;  j^îj   une  fonction  algéhroïde.  dont  une  au  moins  des 

déterminations  tend  vers  o  r/cvr  ./■,  en  même  temps  '/ne'-  tend  reis 

une  limite  Jinie  ou  infinie. 

H  en  résulte  que  si,  pour  une  de  ces  intégrales,  on  considère  une  des 
délerminations  tendant  vers  o  avec  j,  cette  détermination  sera  four- 
nie soit  par  l'intégrale  de  (/j)  qui  pour  ./•  =  o  prend  une  valeur  t  =z  c, 
convenablement  choisie,  soit  par  l'inléi^ralr  de  (  "i  )  (|iii  répond  au\ 
conditions  initiales  ./ •=  o,  u  =  o. 
'  Toutes  les  (l(''tei'minations  de  v  tendent  vers  o  avec  .r  tians  les  deux 

cas  sui\anls  :    i"  x  est  en  facteur  dans  le  coefficient  de  -'-;  2°  on  a 

/„!  -•  Le  |)reinier  de  ces  cas  nous  douiic  le  tluMiiènii^  suivant  :  Si  x  es/ 
"  -  a.  ' 

en  ffU'teur  dans  le  coefficient  de     -,  toute  i/itégrale  y(x )  corre.^- 

pondant  aux  conditions  initiales  j  x„  (  i;  £,  |^o  |  <  £  tend  vers  o  avec  .r. 
Si  nous  appelons  direction  critique  un  système  de  valeurs  de  x 
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ci  y  pour  lesquelles  ./:A(.i-,y)  est  nul,  avec  la  rcsli'ieliou  que  x' =  o 
ne  sera  j)as  une  direeliou  critique,  si  x  est  en  facteur  dans  le  cocfli- 

1  ^Y  ■  1  1       r  < 

ciiMil  (le  -7^1  nous  i)Ouvous  énoncer  le  llieorenie  suivaul  : 
a.v  ' 

Si  x„  l'f  y„  ni'  soiil  pas  voisins  d'une  direclion  critique,  l'Inlé- 
g/(de   relative  aux  valeurs  initiales  x„,  y^  est  holomorpJie  pour 

|.x'|<|./;„  |. 

Si  nous  ne  voulons  pas  considérer  exclusivemeni,  comme  dans  ce 
qui  précède,  le  cas  où  la  variable  indépendante  .r  estdounée,  mais  si 
nous  cherchons  des  systèmes  de  valeurs  de  x  ci  y  dépendant  d'un  para- 
mètre ;  et  satisfaisant  à  l'équation  difFércnticlle,  nous  dirons  cju'on 
peut  toujours  obtenir  les  valeurs  de  x  eiy^  correspondant  à  des  condi- 
tions initiales  ./;„,  y^  suffisamment  petites,  au  moyen  de  deux  dévelop- 
pements suivant  les  puissances  d'un  paramètre  :;.  Ces  développements 
convergent  dans  un  certain  cercle  du  plan  de  la  variable  complexe  ;;. 
Lorscjue  z  varie  dans  ce  cercle,  le  développement  représentant  x  ou 
celui  représentant  y  (suivant  le  paramètre  r  choisi)  prend  toutes  les 
valeurs  inférieures  en  module  à  la  valeur  initiale  correspondaiili' ;  de 
plus,  pour  une  valeur  de  :;  au  moins,  x  ci  y  sont  nuls  simultanément. 

On  voit  enfin  qu'à  l'exception  des  intégrales  pour  lesquelles  la  tan- 
gente à  l'origine  satisfait  à  l'équation  h.{x,  y)^  o  et  pour  lesquelles 
l'origine  est  un  point  de  rebroussement,  l'origine  est  pour  toutes  les 
autres  courbes  intégrales  voisines  de  l'origine  un  point  ordinaire  :  une 
des  variables  x  ou  y  est  une  fonction  holomorphe  de  l'autre. 

Tous  ces  énoncés  résultent  iuunédiatemenl  des  paragraphes  précé- 
dents. 

12.  Cas  où  il  existe  des  directions  singulières.  —  Si  le  [»f)int  di- 
critique  considéré  présente  des  directions  singulières,  les  résultats  |)ré- 
cédents  ne  peuvent  subsister  intégralement.  Su|)posons,  par  exemple, 

pour  fixer  les  idées,  (jue  -  =  o  soit  une  direction  singulière;  c'est- 
à-dire  supposons  que  A{x,y)  et  ■\i„{x,  y)  admettent  l'un  et  l'autre 
/  en  fadeur.  L'équation  (4)  en  x' et /admettra  le  point  singulier  r  —  o, 
/  =  o.  La  plupart  des  singularités  (pii  se  présentent  dans  le  voisinage 
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diin  point  singulier  pourront  se  présenter  :  les  coefficienls  des  termes 
d(;  moindre  degré  en  /  d  ./■  pour  loni  en  ell'el  avoir  des  valeurs  (juel- 
conques.  11  pourra  y  avoir  un  nondire  lini  ou  infini  dinlégrales  pour 
lesquelles  l  tend  vers  u,  avec./;;  ces  intégrales  pourront  adnieUreic  =  o 
comme  point  ordinaire  ou  comme  point  transceiulant.  Il  faut  cepen- 
dant iemar(pier  cjue  x  =  o  ne  sera  jamais  nu  point  essentiel;  en  eiîet, 
A(i,  /)  n'étant  jamais  identiquement  nul,  le  coefiicient  de  <//  dans  (  4) 
ne  contient  jamais  ,r  en  facteur,  /tend  toujours  vers  une  limite  lorsque 
X  tend  vers  o.  (^etle  limite  peut,  bien  entendu,  dépendre  de  la  façon 
dontr  tend  vers  o,  puisque  plusieurs  déterminations  de  /  peuvent  se 
permuter  dans  le  voisinage  de  .c  =  o. 

L'existence  d'une  direction  singulière,  /  =:  o  par  e\enq)le,  ne  chan- 
gerait pourtant  rien  aux  résultats  énoncés  précédemment,  si  toutes  les 
intégrales  relatives  aux  valeurs  initiales  sufllsammeni  petites  .r„,  /„ 
iHaient  algébroïdes  poui-  |./-|  <^  \x„  [,  et  restaient  finies  lorsque  x-  tend 
vers  o.  C'est  ce  qui  se  produit  si  /  ^  o,  a  =  o  est  un  point  ilicrilicjue 
pour  l'équation  en  /  et  x. 

Un  cas  plus  important  à  signaler  est  celui  où  la  direction  x  =  o 
n'est  pas  une  direction  singulière;  c'est-à-dire  le  cas  où  A(x,y')  et 
ç„(ii,',  j)^)  ne  contiennent  pas  l'un  et  l'autre  x  en  facteur.  Les  résultats 
établis  dans  le  cas  i°  subsistent  : 

Si  I  ^0 1  =    —  j  est  suflisammenl  grand  (  d'une  façon  précise  |  /o  I  ^  - 

et  si  Xg  et^'o  sont  suffisamment  [)elits,  l'intégrale  répondant  aux  con- 
ditions initiales  x^,,yf,  est,  pour  ■i'\<C\x\,\,  une  fonction  algébroïde, 
dont  une  au  moins  des  déterminations  tend  vers  o  avec  x.  Dans  le  cas 

particulier  où  ./■  est  en  facteur  dans  le  coeflicii'ni  de  '-^ >  cette  intégrale 

est,  pour  I ■■''■  I  <C  I  ^'o  i ^  """'  lonclion  liolomorj)iii' cl  lend  vei's  o  avec  x'. 
Il  lésulte  de  là  que,  dans  le  cas  où  x  =^  o  n'est  pas  direction  singu- 
lière, toute  intégrale  j^(.f)  dont  les  valeurs  initiales  x„,  yo  *'0'il  suffi- 
samment petites  est  une  fonction  (pii  peut  ne  pas  èlrc  algébroïde,  s'il 
y  a  des  directions  singulières,  el  peu!,  pour  .r  voisin  de  o,  aduiL-ttre 
une  inliniti'  de  déterminations;  un  nombre  fini  (')di'  ces  détennina- 

{  '  )  Si  l'on  a  I  /„  I     -  ou  si  x  est  en  facteur  dans  le  coelTicienl  de  -~  j  ce  nonil)ie 

'     X  dx 
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tions  tendent  vers  une  limite  différente  de  o,  lorsque  x  tend  vers  o, 
mais  toutes  les  autres,  en  nombre  au  moins  égal  à  un,  tendent  vers  o. 

En  particulier,  si  x  est  en  facteur  dans  le  coefficient  de   —-  et  si  l'on 

n'a  pas  A(o,_y)  =  o,  y  tend  toujours  vers  o  asoc  x,  si  les  valeurs 
initiales  Xg,  y^  sont  suffisamment  petites.  Ce  théorème  résulte  en 
elTet  de  Texamen  des  divers  cas  de  i",  si  l'on  considère  les  intégrales 

pour  lesquelles  on  a  |/(,|>>  -■  Si  cette  dernière  condition   n'est  pas 

remplie,  ou  bien  t  ne  devient  pas  supérieur  à  -.  lorsque  ./;  tend  verso, 

ou    bien     t    prend,    pour    une  valeur    x  =  x,,    une    valeur   t^t, 

avec  I  ^  I  >  -•  Dans  le  premier  cas,  j^'  =  /x  tend  évidemment  vers  o 

avec  X.  Dans  le  second  cas,  en   considérant  l'intégrale  relative  aux 
valeurs  initiales  x,,  (,,  on  est  dans  le  cas  i". 
Par  exemple,  si  l'on  considère  l'équation 

■^•(/  +  -^')^=JCX  +  2x-), 

le  point  dicritique  x  =  y  :=  o  admet  la  direction  singulière  ^  =  o. 
En  posant  y  =  tx,  l'équation  devient 

(t-hx)d/  =  idx. 

Nous  avons  une  infinité  d'intégrales  transcendantes  pour  lesquelles 
/  tend  vers  o  avec  x.  L'intégrale  générale  est  donnée  par 

x  =  Cl  +  /log< 
ou 

^e    ^  =  const. 

.r 

fini  est  nui;  si  l'on  a  |  /„|  >  -,  ce  nombieeslle  nombre  délermiiié  dans  le  cas  i°, 
sous-cas  b  et  f. 
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On  vrrilicrall  l'acilciiu'iil  que  j'  tond  vers  o,  de  quelque  fai^oii  que 
X  tende  vers  o.  Les  théorèmes  (jue  nous  avons  démontrés  n'établis- 
saient ce  fait  <|ue  pour  les  intégrales  prenant  des  valeurs  x,,,  j,,  suffi- 
samment petites. 
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Réduction  d'un  réseau  de  formes  fjuadratirjues 
ou  bilinéaires ; 

Par  m.   Camime  JORDAN. 


1.  Soit 


PREMIERE  PARTIE. 

RÉSEAUX    DE    FORMES    QUADRATIQUES. 

R  =  X,ç,  +  X.,cpo  +  ...-f-X„9„ 


un  réseau  dérivé  de  m  formes  quadratiques  o,,  ...,  o,„  des  n  va- 
riables a?,,  ...,  x\.  On  peut  se  proposer  de  le  réduire  à  une  forme 
canonique  par  des  transformations  linéaires  effectuées  tant  sur  les  x^ 
d'une  part,  que  sur  les  À,  d'autre  part. 

Ces  transformations  comportent  m- +  n-  coefficients  indéterminés; 
mais,  R  ne  changeant  pas  si  Ton  multiplie  simultanément  les  x  par  a 
et  les  X  par  a~-,  le  nombre  des  indéterminées  utiles  se  réduit  à 
m--t-«^  — I.  Si  ce  nombre  est  inférieur  à  celui  des  coefficients  des 

F  1  1  «  (  /i    -H    I  )  ,  ,  .  •  II' 

termes  o,  lequel  est  m-^— ->  1  expression  canonique  cliercnee  con- 
tiendra dans  le  cas  général 

m  -  +  //   —  I  —  m 

2 

invariants. 

Mais,  dans  certains  cas  particuliers,  le  réseau  ne  sera  pas  réductible 
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à  celle  expression  généi'alo  ;  clmcun  d'eux  donnera  lieu  à  une  forme 
canonique  spéciale.  El,  pour  délerniinei-  si  deux,  réseaux  U,  K'  sont 
équivalenls  ou  non,  il  sera  nécessaire  d'avoir  formé  le  Tableau  de 
toutes  ces  formes  canoni(pies,  tant  générales  que  particulières. 

Ce  problème  se  réduit  immédiatemenl  au  cas  où  les  fonctions  o  sont 
linéairement  distinctes  et  où  aucune  substitution  linéaire  opérée  sur 
les  X  ne  peut  faire  disparaître  complètement  une  de  ces  variables  de 
l'expression  des  ç. 

En  effet,  si  l'on  pouvait  amener  les  o  à  ne  dépendre  que  des  v  va- 
riables j?,,  . . .,  .L\  et  si  d'autre  part  ces  fonctions  s'exprimaient  linéai- 
rement par  (JL  d'entre  elles,  on  n'aurait  plus  qu'à  réduire  un  réseau 
dérivé  de  a  formes  à  v  variables  satisfaisant  aux  conditions  ci-dessus. 
Supposons  qu'on  ait  résolu  cette  cpiestion  et  trouvé  N^.,  Ivpes  cano- 
niques distincts. 

Le  nombre  total  des  tvpcs  possibles  pour  les  réseaux  de  m  formes 
à  n  variables  sera  évidemment 

■"^       '^  \  V    r=  I  ,    2 ni 

Ceux  de  ces  types  où  les  fonctions  o  sont  linéairement  distinctes 
seront  en  nombre 

et  ceux  où  le  système  de  ces  fonctions  déj)end  de  toutes  les  variables  x 
seront  en  nombre 

Q/-m  =  ^^a"  (U.=  I,   2.    ...,   W>. 

Le  problème  ainsi  restreint  reste  encore  assez  complexe  lorsque  m 

et  n  sont  quelcoiupies.  Aussi  nous  bornerons-nous  aux  cas  les  plus 
simples. 

2.  UiMuai'cjuons  tout  d'alioid  (pie  les  fondions  ::;.  dépiMidant  uni- 
(piemenl  des  (piauliti's  .'■,•''*,  seront  necessauenienl  liées  par 
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des  relations  linéaires,  si  m  >  — ^^ -;  et,  si  m  =  — ^ -,  une  substi- 

tution  linéaire,  opérée  sur  les  X,  ramènera  toujours  le  réseau  à  la  forme 

Nous  avons  donc  ce  premier  résultat  : 

1>,„„=0,  si  A».  p>  -^ -, 


N„ 


n{n  +  i) 
SI  m  =  


(d'où  en  particulier  N-j^.2  =  i). 

En  second  lieu,  si  m  =  i,  nous  n'aurons  qu'une  seule  fonction  o,; 
on  sait  qu'on  peut  la  ramener  (d'une  infinité  de  manières)  à  une 
somme  de  carrés.  On  aura  par  suite  un  seul  type  canonique 

'k(x-,-\-...+  j;l). 
Donc 

N,„=i. 

Nous  allons  traiter  successivement  deux  autres  cas  : 
i''  Celui  où  m  =  2; 
2°  Celui  où  «  =  3. 


§  I.  —  Réduction  d'un  faisceau  dérivé  de  deux  formes 
quadratiques  à  n  variables. 

3.  Soit  F  =  A,  0,  -+-  X.o.  le  faisceau  considéré.  Le  problème  de  la 
réduction  simultanée  des  deux  fonctions  9,,  «p,  (par  une  substitution 
linéaire  opérée  sur  les  x)  a  fait  l'objet  de  nombreux  travaux.  Il  est 
aujourd'hui  entièrement  résolu.  Nous  allons  résumer  rapidement  les 
résultats  acquis  ('),  en  y  ajoutant  un  léger  complément  nécessaire 
pour  notre   objet  actuel;   car  ici  nous  effectuons  des   substitutions 

(')  Voir  Weikrstrass,  Werke,  t.  II,  p.  i9-44-  —  Kronkcker,  Hc/Ac,  t.  I, 
1).  349-372.  ^  Darbolx,  Journal  de  Liouville,  1874,  p.  3)7-396.  —  Jordan, 
Ihid.,  p.  897-423. 

Journ.  de  Math.  (6' sciie),  loiue  11.  —  lùisc.  IV,  igofi.  3-^ 


■job  C.     .lORDAN. 

liiiriiiros,  non  seulement  sur  les  ./■,  mais  iiussi  sur  les  X  (colle  dernière 
opération  revient  à  remplacer  ç;,,  ^^  comme  formes  génératrices  du 
faisceau  par  deux  de  leurs  combinaisons  linéaires). 

i.  Le  faisceau  F  peut  être  simple  ou  contposc.  (  )n  dit  (pi'il  est 
composé,  si  les  variables  peuvent  être  choisies  de  manière  à  se  répartir 
en  plusieurs  séries 

a,',,  a?25  •  •  -i     y  \  )  y  il  •••'■>     •  •  •■> 
telles  tjue  Ion  ait 

o,  — X,  +  Y, +.. .,         Oo  =  X„  + Y2+..., 

X,,  X,  étant  des  fonctions  des  ./•  seuls;  "^  ,,  Y^  des  fonctions  des  y 
seuls,  etc. 

3.  Faisceaux  simples.  —  Si  un  faisceau  simple  F  contient  des 
formes  de  déterminant  5o  (ce  qui  arrivera  nécessairement  si  le 
nombre  n  des  variables  est  pair),  soit  ■]/,  =  /,  cp,+  /„^j  Tune  d'elles 
choisie  à  volonté;  F  contiendra  d'autres  formes  de  déterminant  nul; 
soit  i|/o  l'une  d'elles,  choisie  à  volonté.  On  pourra  réduire  simultané- 
inenl  'J/,  et  '^p.j  aux  expressions  suivantes  : 

■|,  =  a:;,      •|,=  b.: 

en  posant  pour  abréger  : 
1°  Si  n  est  pair, 

A"  =  2 (x,  x'j  +  x^  .T ,  + . . .  +  •';„_,  x„), 

B"  =  9.{x^x^  +  ■'c^x\,  +  ...-!-  .x'„_.j.f„_,  )  +  if);. 

2"  Si  n.  est  impair, 

A"  =  2  (.r ,  X.,  ■+■  x.^ X ,  4- . . .  -f-  x„_.,  x„_ ,  )  +  x'I, 
B"  =  2(x\x\  +  ./'pX-i  -f-. .  .4-  •'C„_,X-„). 

Les  formes  du  faisceau  ont  pour  expivssion  générale 

a,a;;.+  a,b;;. 
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et  l'on  voit  iimnédialomont  que  le  délonninant  de  celle  forme  sera  nul 
si  X,  ^  o,  ^io  dans  le  cas  contraire. 

Si  donc  nous  considérons  deux  formes 

a,  ^,  c  étant  des  constantes  quelconques  telles  que  a<o,  c^o,  la  pre- 
mière  aura  son   déterminant  j-'o;  celui  de  la  seconde  sera  nul.  On 
pourra  donc,  par  un  changement  de  variables,  les  transformer  en  A", 
B^  ou  réciproquement. 
Soient  maintenant 

9,  =  a  a;;  +  ^  li;;.,      9,  =  y  a"  -+-  ^^K 

les  deux  formes  génératrices  du  faisceau.  On  pourra  les  ramener  simul- 
tanément à  une  expression  canonique  ne  dépendant  que  de  l'inva- 
riant -  =  s. 

Appliquons  en  effet  le  changement  de  variables  qui  transforme 

A^,  B"     en     aA"-)- AB^,  cB"; 

<p,,  cpa  seront  transformés  en 

aaA".-t-  (a6  -t-  [ïc)  B^, 

t«a:;  +  (y/'-i-oc)B;;. 

Si  a  n'est  pas  nul,  on  pourra  déterminer  h,  c  par  les  relations 
a^H-[ic'  — o,  ';[)-it-c,c  =  i 

(car  cp,,  O2  étant  linéairement  indépendantes,  ao  —  ^y<o),  puis  a  par 
la  relation 

aa  =  i,  d'où         -^a  —  s. 

Les  valeurs  obtenues  pour  a  et  c  ne  sont  pas  nulles,  el  9,,  ^^  seront 
respectivement  réduites  aux  expressions  suivantes  : 

î.^a;;,,      9,  =  a-a;;4-b;^. 


'|o8  C.     .10IU1A.N. 

Si  a  ^  o,  on  détcuuiincra  (t,  />,  c  par  les  relations 
ji  rj  =  I ,         Y  /y  +  0  c  =  o,         ya  =  i . 
On  trouvera  ainsi 

pour  l'expression  réduite  correspondante  au  cas  oi'i  linvarianl  «  est 
infini. 

Enfin,  si  aux  formes  o,,  -p^  nous  substituons  de  nouvelles  formes 
génératrices 

les  coefficients  a,  y  étant  changés  en 

/,  a  +  Lr{,     m,  a  -l-  m.,y, 
l'invariant  s  sera  changé  en 

/«,  -H  m, S 
/,-hl,s   ' 

subissant  ainsi  une  transformation  homographique. 

6.  Si  n  est  un  nombre  impair  2A ■  + i  plus  grand  que  l'unité,  il 
existe  un  autre  type  de  faisceaux  simples,  dont  toutes  les  formes  ont 
un  déterminant  nul.  Deux  quelconques  d'enlie  elles  (linéairement 
indépendantes)  peuvent  être  ramenées  simultanément  aux  formes 
suivantes  : 

^,  =c:;,      ^.  =  d;:, 

en  posant  pour  abréger 

D"     =     2  (X.,  ./•;,     +  .     .     .   4-     .f  „_,   .»■„  ). 

7.  Faisceaux  composes.  —  Dans  un  semblable  faisceau,  les 
variables  se  répartissent  en  groupes,  tels  (pie  les  deux  formes  généra- 
trices aient  pour  expression 

cp,  =  X,  +  Y, +...,         o,  =  X,-t- Y„  +  ..., 
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X,,  Xj  ne  contenant  que  les  variables  x  du  premier  frroupe;  Y,,  Y, 
les  variables  j'  du  second  j;;roupe,  etc. 

Considérons  lun  de  ces  groupes,  contenant  m  variables  x\  elles  se 
répartiront  en  séries 

contenant  respectivement  m',  m",  ...  variables;  et  les  fonctions  X,, 
Xo,  . . .  auront  respectivement  les  formes  suivantes  : 

X,  =    A-'        H-   Ar:        +..., 
X,  =  .y,  A';:  4-  b:^;  +  s,  a;;:  -h  b;:-:  + . . . , 

où  figure  un  invariant  .s,. 

A  chacun  des  autres  groupes  correspondent  des  fonctions  par- 
tielles Y, ,  Yj,  ...  d'une  forme  analogue  à  la  précédente,  mais  avec 
des  invariants  5^,  ...,  tous  différents. 

Si  parmi  ces  groupes  il  en  est  un  pour  lequel  l'invariant  soit  infini, 
les  fonctions  partielles  correspondantes  Z,,  Zj  auront,  au  lieu  de  la 
forme  ci-dessus,  celle-ci  : 

Z,  =B,^,  +  B,^.+..., 

Z,  =  A.^:-i-A^^:+.... 

Enfin  on  peut  avoir  un  dernier  groupe,  tel  que  le  faisceau  par- 
tiel A,U,  -H  A.jUo  qui  lui  correspond  ne  contienne  que  des  formes  à 
déterminant  nul;  U,,  Uo  auront  respectivement  les  expressions  sui- 
vantes : 

U,  =  cr.  =  c;:. +..., 

u,  =  d;:+d;;+... 

(les  nombres  v',  v",  ...  de  variables  contenues  dans  les  diverses  séries 
de  ce  groupe  étant  nécessairement  impairs). 

Les  variables  peuvent  ne  former  qu'un  seul  groupe;  celles  d'un 
même  groupe  peuvent  ne  former  qu'une  série.  Mais,  s'il  n'y  a  en  tout 
qu'une  seule  série,  le  faisceau  sera  simple. 

8.   Les  nombres  .ç,,  .So,  ...  forment  un  système  d'iuvarianls  siniul- 
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tanés  des  deu\  formes  o,,  o...  Mais,  si  on  leur  sultstitue  comme  géné- 
ratrices du  faisceau  deux  de  leurs  combinaisons  linéaires  (ce  (|ui  revient 
à  une  transformation  linéaire  des  X),  on  pourra  faire  disparaître  trois 
de  ces  invariants. 
Soit,  en  effet, 

et  considérons  les  diverses  formes  partielles  dont  ces  expressions  sont 
composées. 
Les  fonctions 

/,  (z  -+-  k  d;','.  ,    '» ,  cz  -+-  TH.,  D^,', 

peuvent  être  ramenées  (n°  G)  par  une  subslilulion  linéaire  opérée 
sur  les  u'  à  la  forme 

c;:,,    d:;. 

D'autre  part  (h°  3)  les  invariants  s,,  s.,,  . . .  subissent  par  ce  chan- 
gement (combiné  avec  des  substitutions  linéaires  convenables  effec- 
tuées sur  les  variables  x,y,  ...)  une  même  transformation  homogra- 
phique 


/,  +  /..« 


qu'on  peut  choisir  de  telle  sorte  ([ue  trois  d'entre  eux  prennent  des 
valeurs  arbitraires,  telles  que  o,  x:,  i.  On  aura  ainsi  épuisé  les  res- 
sources dont  on  dispose  pour  la  réduction.  Il  y  aura  autant  de  types 
canoniques  que  de  répartitions  possibles  des  variables  en  groupes  et 
en  séries.  Quelques-uns  des  types  obtenus  pourront  encore  renfermer 
des  invariants. 

if.  Quelques  ^précautions  sont  toutefois  nécessaires  pour  éviter  les 
doubles  emplois  en  dressant  le  Tableau  des  formes  canoniques.  Nous 
pouvons,  en  effet,  choisir  à  volonté  ceux  des  groupes  dont  nous  rédui- 
sons les  invariants  à  o,  oc,  i  respectivement. 

l'our  lever  cette  indétermination,  il  suflit  d'ordonner  les  groupes 
suivant  une  règle  bien  délinie.  Soit  T l'un  d'eux,  contenant  M  vaiiables, 
réparties  en  A"  séries,  qui  en  contiennent  res|ieetiveuienl  ///,,  ...,  /z/^. 
Soit  /n ,^fn.,7...  ^ nu. 
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Soit  F'  un  autre  groupe,  pour  leijuel  les  nombres  correspondants 
soient  M',  A',  m,,  ...,  nii-.  Nous  dirons  cpie  le  groupe  F  précède  le 
groupe  F'  : 

1°  Si  M>M'; 

2°  Si  M  =  M',  mais  k  >  A'  ; 

3°  Si  M  =  M',  A  =  A',  mais  w,  ^  ni\\ 

etc. 

Les  groupes  étant  ainsi  ordonnés,  nous  réduirons  Finvarianl  du 
premier  à  zéro,  celui  du  second  à  oc,  celui  du  troisième  à  l'unité. 

10.  11  est  aisé,  en  partant  de  ces  principes,  de  former  le  Tableau 
suivant  des  divers  types  réduits  pour  /»  ^  2,  3,  4)  •  •  •• 


On  a  deu\  types  distincts  : 

Donc  N,2  =  2. 

2"  n  =  3. 

On  a  les  six  types  suivants  : 

(  c- )  X ,  2 X' , ,/;,  -I-  Ao  2 a;,  a?., , 

{d)  X ,  (a.-;  -H  x\ )         +  X,  {x\  +  x\ ) , 

(6>)  X^-^'+J-l)        +Xoa;=, 

(y)  X,  2.x-, a;,.  -f-  \.i{x\  +  .r;;), 

(i'-  )  X,  (2J?,a;o  +  xX)  -H  Xo-r^, 

(A/)  \^{p.x^x.,  +  x-^  -\-  Xj  2a;2a;,, 

d'où  N.,,  =  6. 
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3»  n  =  4- 

On  iuiia  (juatorzc  types  : 

.  A ,  (  j;^  +  .r 3  +  x:  )  'I-  A,  ( x\  -f-  j;-'-'  +  ^x-'  ) , 

A ,  {x]  4-  .ri;  -h  .r  j )  +  'k.,(x\  +  ,r; ), 

A, ( 2.r,  .r-j  4-  a;i;)  +  A. (xl  +  ■'-'';;  +  x]  ), 

A,  (,r'^  +  x\  +  ,/■!; )  +  'k.,x-. , 

A ,  (  j;;  H-  ./;!;  )  -I-  A .  ( x-'"'  -t-  .r ■■;  ) , 

'k^{7.X^X^+  x\)  +'k.,{x\  +  x'\), 

A ,  ( x\  -+-  xl  +  x\  )         4-  Ao  2 .r .,  .r ^ , 
A,  (a.r,  x-o  -f- ./;')  +  A,(2.rj.r,  +  ,//;), 

X,(2a;,a72+ .r^)  +  A^(x'^  -t-  2.r.,x-,), 

X,  (2,r,.x-„  +■  ./;■')  +  A2  2.f..r3, 

X,  (  2X,  .To  4-  .ri;  4-  .z'^  )  4-  A. .X-!; , 
X,(2.r,ic-24-  .//j  4-  .r'j)  4-  'h^-ix.,x.^, 
X ,  (  2  .r ,  Xo  4-  2 .r.,  X;)     4-  X ^  ( ./;^  4-  x'j  ) , 
X,(2.x-,a;24-  2X3X1)     4- X.(2x.jX3  4- x^). 

Donc  No,  =  14. 

On  trouverait  de  même  Nj;;  =  2(),  etc. 

§  II.  —  Réduction  des  réseaux  de  formes  quadratiques  ternaires. 

I  I.  Soit  li  =  X,  0,  4-... 4-  A,„5„,  un  réseau  dérivé  de  //?  formes  ç,,  ..., 
^,„  <les  trois  variables  x,,  x,,  x,.  Nous  avons  trouvé  précédemment 
(n""i  et  10) 

N,„.,  =  0     si     w>6,         N,,j=i,         N,3  =  i,         N,;,  =  6. 

II  ne  reste  donc  à  examiner  cpie  les  trois  cas  suivants  :  m  =  3,  4»  ^- 
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Premier  cas  :  m  =:  3. 
12.  Soit 

Une  substitulion  linéaire  opérée  sur  les  \  revient  évidenim<Mil  k 
remplacer  9,,  o.,  çi^  par  de  nouvelles  formes  génératrices,  combinai- 
sons linéaires  des  précédentes. 

A  chaque  système  de  valeurs  des  X  (ou  plutôt  de  leurs  rapports) 
correspond  une  forme  du  réseau  (définie  à  un  facteur  près),  laquelle, 
égalée  à  zéro,  représentera  une  coni([ue.  Pour  abréger  le  langage  nous 
appellerons  celle-ci  la  conique  du  point  P  =  (XiXoAj). 

Son  déterminant  A  est  homogène  et  du  troisième  degré  en  A, ,  Aj,  A3. 
Le  lieu  des  points  P  dont  la  cùni([ue  estdécomposable  en  deux  droites 
sera  donc  une  cubique  A  =  o.  Si  tous  les  mineurs  de  A  s'annulent,  ces 
deux  droites  se  confondront  et  le  réseau  contiendra  une  droite  double; 
mais  ce  cas  sera  exceptionnel,  car  pour  cju'il  se  présente  il  faut  satis- 
faire à  trois  conditions,  et  Ton  ne  dispose  que  do  deux  indéterminées, 
X,  :  A,:  A,. 

Soient  P,,  Po  deux  points  quelconques  du  plan  des  A;  ]/,,  'j/^  les 
coniques  correspondantes.  Aux  divers  points  de  la  droite  ô)  =  P1P2 
correspondront  évidemment  les  coniques  du  faisceau 

que  nous  appellerons  le  faisceau  de  la  droite  (ô. 

Si  les  dérivées  partielles  ~-,  ■  •  -,  -7^  peuvent  s'exprimer  par  moins 

de  trois  fonctions  des  x  linéairement  distinctes,  les  variables  x  pour- 
ront être  choisies  de  telle  sorte  que  l'une  d'elles  ail  disparu  des  expres- 
sions de  ']^,  et  de  '\i.^.  Le  faisceau  F  sera  donc  réductible  à  lune  des 
deux  formes  (a)  ou  (6)  du  n"  10. 

Si  au  contraire  F  dépend  de  toutes  les  vaiiables  ./;,  il  sera  réductible 
à  l'un  des  six  types  ((•),  . ..,  (//)  du  même  numéro. 

Les  points  d'intersection  de  la  droite  (ii  avec  la  cubi(pic  A  corres- 
pondent à  celles  des  formes  du  faisceau  F  dont  le  (ii'lernniiaiil  est  nul. 
Cette  condition  s'ex|)riuii'  pai'  une  é(pialiiiu  bumogènc  du  li()i>i('iue 
degré  en  A,,  A^. 

Jotini.  de  Mtitlt.  (i.'  scni-),  loiiie  11.  —   l'asc.IN,   ii,,.ii.  J  ( 


4i4  c.   JonnAN. 

Si  F  est  de  l'une  des  formes  (a),  (^),  (c),  le  premier  membre  de 
cette  éqiialion  est  identiquement  nul.  Si  donc  le  réseau  R  contient  un 
faisceau  I''  de  l'une  de  ces  trois  formes,  la  droite  (Q  qu'il  caractérise 
appartiendra  tout  entière  à  la  cubique  A,  qui  sera  déconq)Osable.  (On 
pourra  nirnie  avoir  idenli({ueiuent  1  =  o,  auquel  cas  la  cubique  con- 
lieudra  tous  les  points  et  toutes  les  droites  du  plan.) 

Si  F  est  de  la  forme  (d),  le  premier  membre  de  Tcqualion  se  rrduil 
à  X,Xo(X,  +  Xj);  la  droite  L)  coupera  donc  la  cubi<pic  en  trois  points 
distincts. 

Enfin,  ce  premier  membre  se  réduira  à  Ap^^,  si  F  est  de  Tune  des 
formes  (r),  {/)'•,  -i  X^  s'il  est  de  Tune  des  formes  ("•),  (A);  deux  ou 
trois  des  points  d'intersection  seront  ainsi  confondus  en  un  seul. 

15.  Ces  préliminaires  posés,  pour  opérer  la  réduclioii  du  réseau  \\ 
à  sa  forme  canonique,  nous  prendrons  pour  côtés  X,,  X^,  X.,  du  triangle 
de  référence  (et  spécialement  pour  X.,)  des  droites  ayant  une  relation 
invariante  avec  la  cubique  A. 

1°  Ainsi,  si  A  est  indécomposable,  et  n'a  pas  de  point  de  rebrousse- 
ment,  il  existera  au  moins  trois  points  d'inflexion,  situés  sur  une 
même  droite.  On  la  prendra  pour  X.,;  et  pour  X,  et  X^  les  tangentes  à 
deux  de  ces  points  d'inflexion  ; 

2"  Si  A  est  indécomposable,  mais  a  un  point  de  rebroussement  P, 
elle  aura  un  point  d'inflexion  Q  ;  on  prendra  pour  X.,  la  droite  PQ,  pour 
X,  et  Xo  les  tangentes  à  A  aux  points  Q  et  P  ; 

3"  Si  A  est  décomposablc,  elle  aura  au  moins  un  facteur  linéaire. 
KUe  pourra  en  avoir  plusieurs  distincts  (ou  même  n\w  inllnité,  si  A  est 
identiquement  nul).  Nous  cboisirons  pour  X^  celle  des  droites  repré- 
sentées par  ces  facteurs  dont  le  faisceau  est  le  plus  simple  [en  conve- 
nant de  considérer  un  faisceau  du  type  (a)  comme  plus  simple  qu'un 
faisceau  du  type  (i),  celui-ci  comme  plus  sinq)le  (pi'un  faisceau  du 
type  (c)J. 

Examinons  successivement  ces  divers  cas  : 

1  i.  i"  A  l'sl  indéconiposablc  cl  sans  rebroussement.  —  La  droite  X, 
coupant  A  en  trois  points  distincts,  son  faisceau  sera  du  type  {d) 

F  =  X,(.r;  ■^xD  +  l^^jr.+xi) 
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OU  en  changeant  x._^  en  /.r^,  X.  en  —  A.,  pour  plus  de  symélrie 
F  =  A,(x';  -  cl)  -\-  A,(x;  -  x;)  =  l,z,  4- A.o,. 
Il  contient  trois  formes  à  déterminant  nul 

correspondant  respectivement  au\  trois  points  d"inll('viou  P,,  P.,  P, 
situés  sur  A.,. 
Soit 

9  ;,  =  2  «,A-  -^i-f^k         (aik  =  (iki  ) 

la  troisième  forme  génératrice  du  réseau 

I{  =  A,0,  +  A,cp,  +  X.,9,. 


On  aura 


a,,>-.i+A,      «o.A,  «:,,X3 

«,oA.,  rtooÀ.,—  A^,      «30X3 

a,,,X.,  «,,,X.,  «33X.,  —  X,  +  X, 


Mais,  X,,  Xo  étant  des  tangentes  d'inllexion,  A  doit  se  réduire  à  la 
forme 

Ax;;  +  x,x,(irA,  -t-cx,  -i-dxj, 

et  par  suite  être  privé  des  termes  en  X^Xj,  Xi;X:,,  X,X':;,  X.X,.  Il  en 
résulte  les  équations  de  condition 


puis 


a,,  =  o, 


a^.,a.^^  =  «03  tt;,-  =  a3,«,.j 


Les  coefficients  «,.,  «.3,  «3,  sont  donc  égaux  au  signe  près.  On  |ieut 
d'ailleurs  les  ramener  au  même  signe  (sans  changer  les  expressions 
de  9,,  Y^)  en  changeant 

./•,,  ./.\,  ./v,,  ç-.|      en     £,./;,,  £o.r^.,  £3. AV,,  c'p.T. 


les  £  étant  des  unités  positives  ou  négatives  convenablement  choisies. 
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Soitc/  la  viiIiMii-  coinimmcdo  ccscocfiiciciit?.  EÏ\o  ne  peut  cire  nulle, 
cai"  A  se  léduisaiit  à 

A, A. (A,  —  A.—  «;,/A.,). 

ne  s<'iail  j)as  iiidccoiiijiosahli'. 

(]liaii"eaiit  donc  o.,  en  -  o ,,  on  réduira  ces  trois  coeflicieuts  à  Funité, 

le  dernici'  deviendra  —  •  Désiirnanl  celle  iiuantilé  ijar  t.  nous  aurons 
pour  ç..,  i'e\pi''.'ssi<in  l'éduile  siiivanli'  : 

?n=  2(.i',./-,,-4-.r„.r;, +  .r,.r,)  +  a.r;. 

Les  réseaux  où  A  esl  indéconi[)osaljlc  se  ramènent  donc  à  un  type 
unique 

(I)      'A|(.r;  —  -''l  )  -\-'^'2(-''l  —■vt)  +  '^3{'2X,j;.,-h  2.^2^3+  2.t\jC,  -hax'^) 

conlenanl  un  invariant  a. 

lit.  (le  même  type  renferme  également  d'autres  réseaux  ;  car  on  a 

=  (2  -  <y)ll  -  A,  \,('7l,  -  X,  4-  K) 


A,  A,  A, 

A    =      I        A3  —    A,  A;, 

l'A.,  A,       rrA^_A,  +  A^ 


et,  ])Our  la  valeur  parlicidiéie  n  =^  ■?.,  c(.'lte  cuhiijuc  devicnl  le  produit 
des  trois  droites  non  concourantes  A,,  Xj,  aX.,  —  A,  ■+■  X^. 

Ces  trois  droites  sont  d'ailleurs  de  l'espèce  (c).  Considérons,   en 
clVel,  la  troisième,  par  exemple;  elle  aura  pour  faisceau 

(2X,  -t-  X,)9,  +  X,o,  +  X.-p^  =  X,(9j+  9,)  4-  X,(  9,  +  29,  ). 

Or  les  dérivées  partielles 

\).r,  —  2^n  ^^  —-2.C,,  ^^  —■2X,-h2X.,+  2X; 

sont  linéaircmenl  tlislincles. 
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Or,  nous  verrons  plus  loin  que  tous  les  réseaux  où  \  est  formé  de 
trois  droites  non  concourantes  de  l'espèce  (c)  sont  réductibles  à  une 
même  expression  canonique,  qui  pourra  réciproquement  être  trans- 
formée dans  la  précédente  (pour  la  valeur  particulière  a-  =  2). 

Le  nouveau  type  que  nous  trouverons  rentre  donc  comme  cas  par- 
ticulier dans  le  type  à  invariant  que  nous  venons  de  trouver.  Mais  il 
est  beaucoup  plus  simple,  et  correspond  d'ailleurs  à  une  propriété 
invariante  du  réseau.  .Nous  le  conserverons  donc  dans  notre  énuméra- 
tion,  en  introduisant  dans  la  définition  du  type  actuel  la  restriction 


16.  Quelques  autres  cas  particuliers  méritent  d'être  signalés  : 

1°  Si  (T  ^o,  les  trois  tangentes  d'inflexion  sont  concourantes; 

1°  Le  réseau  contiendra  une  conique  dégénérée  en  une  droite 
double,  si  l'on  peut  déterminer  les  rapports  A,  :  )u  :  A;,  de  telle  sorte 
que  les  mineurs  de  A  soient  tous  nuls. 

Cela  donne  entre  autres  équations  de  condition  les  suivantes  : 

A3  (A3  -4-  A,  )  =  o,  A,  A,  -1-  Af,  =  o. 

Mais  X3  ne  peut  être  nul,  car  on  aurait  dans  cette  hypothèse 
1,1^  =  0,  A,(—  A,  +  Ao)  =0,  X,(— A, -+- A.)  =  o; 

d'où  A,  =  Ao  =  "A3  =  o,  solution  inacceptable. 

Donc 

A3  =  —  A2=  A,. 

Les  équations  de  condition  se  rédun-ont  alors  à  une  seule 
A,  A3 

=  o ,  1 1  o  U  (7  =  J . 

A3       (7  — 2 /A, 

3"  A  aura  un  point  (luublc,  si  Ton  peut  satisfaire  aux  relations 
^  =.  -  A.  (^  CTA^  —  2  A ,  +     Aj )  =  o, 
^  =  -  A,  (ta,—     a,  4-  2  Aj)  =  o, 
^  =3(ii  — <7)A|;  — aA,A,  =0. 
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NiX,  ni  Xo  ne  peuvent  èlic  nuls,  car  on  en  drduiraitX,  =  X^  =  Xj  =  o. 
Il  faut  donc  supposer 

aXj  —  aX,  4-  Xo  =  7X3  —  X,  4-2X2  =  o, 
d'où 

A„  =  —  A,  =  —  o  X,. 
Suhsiiluant  ces  valem's  dans  la  dernière  équation,  il  vient 
0-^  4-  27(2  —  (t)  =  o, 
d'où  7  =  3  ou  T  =  —  6. 

17.  La  réduction  du  réseau  à  sa  forme  canonique  pourra  s'opérer 
d'autant  de  manières  dilïérentes  qu'il  y  a  de  couples  de  points  d'in- 
flexion, soit  ^^-  =  36  dans  le  cas  général,  soit  -^  ==  3  si  A  a  un  point 

double.  On  devrait  donc  s'attendre  à  trouver  autant  de  valeurs  diffé- 
rentes de  l'invariant  o-cju'il  existe  de  couples  de  points  d'inflexion. 

Mais  on  voit  aisément  cjue  cet  invariant  conserve  sa  valeur  pour  les 
trois  couples  qu'on  peut  former  avec  trois  points  d'inflexion  P,,  P^,.  P^ 
situés  sur  une  même  droite. 

Changeons,  en  effet,  le  rôle  des  deux  points  P..  P, .  A  l'aucien 
triangle  de  référence  X^,  X^,  X,,  nous  en  substituons  un  nouveau, 
formé  de  la  droite  X„  et  des  tangentes  X^  et  (7X3  — X, h- X»  aux 
points  P,  et  P3.  Les  formes  du  réseau  correspondant  aux  nouveaux 
sommets  seront  respectivement 

?'<    =   9>    =  -^'l    —   -''l^  ?2   =  ?•   ■+-  ?-'  =  ^1   —  ^2' 

?:i  =  ?3  +  ^?i   ^=  2(,l,",  j;,  +  X.J..I-3  -+-  X'jXf  )  +  (JX''^. 

Or,  si  nous  échangeons  x,,  x.j,  et  si  nous  changeons  en  même 
temps  le  signe  de  ç,,  nous  retrouvons  les  expressions  qu'avaient  ç,, 
O2,  ^:,,  l'invariant  t  restant  le  même. 

Cet  invariant  n"a  donc  (pi'unc  valeur  unique  si  A  a  un  point  double. 
Il  peut  l'ii  a\oii'  diMiz."  si  A  es|  une  cubique  générale. 

18.  2"  A  r.s/  indccoDipusablc,  mais  possède  un  puiiU  de  r(d)rouS' 
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semrnt  P  cl  un  point  cVinjh'xion  Q.   —  Les  droites  A,,  A.  élanl  res- 
pectivement les  tangentes  à  A  aux  points  O  et  P,  A  sera  de  la  forme 

(•)  Aa^  +  DÀ;A,         (AelB^o). 

D'autre  part,  A^  rencontrant  A  en  deux  points  confondus  en 
P  =  (Ào  A3)  et  au  point  Q  ==  (X.Xs).  son  faisceau  F  appartiendra  à 
l'un  des  deux  types  {<•)  ou  (/).  Examinons  successivement  ces  deux 
hypothèses  : 

Si  F  est  de  l'espèce  {c),  il  sera  réductible  à  la  forme 

F  =  A,(x-; +x'^) -f-XjXj, 

ou,  en  prenant  pour  variables  indépendantes  a;,  +  ix^  et  -  (a:,  —  ix.^) 
au  heu  de  a-,,  .t,,  à  la  forme  équivalente 

F  =  A,  2.r,j;o -h  )wx-i;. 
Soit 

la  troisième  forme  génératrice  du  réseau  II.  On  aura 
a,,  A.,  ^/,^A^-|_A,      0,3X3 

«^'31X3  a3,X3  «33X3  + X, 

expression  à  identifier  avec  AX'  +  HXpw. 

La  comparaison  des  termes  en  X^*X3  et  en  Xo  donnera 


o, 


d'où  «12  ==  a i\ 


(hifi 


Mais  on  peut,  sans  altérer  F,  permuterai,  avec  x.,^  ce  qui  échangea, , 
et  «22-  On  peut  donc  admettre  que  a.,^  est  nul. 

La  comparaison  des  autres  termes  donnera  ensuite 


«23«3I  +  «32«.3   =   2a„3a, 


«M«23«32   =  «na23<0- 


420  C.     JOKDAN. 

Donc  a, 3  =  a.j,  sera  nul  ;  r/, ,  cl  a.^,  =  a^.j  seront  'o.  Par  suite,  9,  se 
réduira  à  la  forme 

a,,  et  «23  n'étant  pas  nuls. 

On  pourra  les  réduire  à  l'unilé  en  changeant  x\,  x,,  X,  en  — =!=>  —  > 
a23y'a,,"A,.  On  ()l)tii'nl  ainsi  le  tyjic  nkluit 
(II)  R  =  A|  2.v,.i\  +  X.,xl -h\i(x'-, -h  aa^-.j.f,). 

Toutes  les  coni(iues  de  ce  réseau  ont  un  point  coniniun  x,  =  0-3  =0. 
L'une  d'elles  se  réduit  à  une  droite  double  :  c'est  celle  du  point 
A,  =  X.,  =  o. 

11).   Supposons  luainlcnant  (pie  V  soit  de  l'espèce  {/ ) 

F  =  A,  'AXfX.,  -\-  Ao(a'i;  +  x^) 
et  soit 

5.,  ^  \  aji^XiXi;. 
rt,,A.,  «,/A.,  H-A|       «1:1  A3 

a^,A.^+A,     a^.A., +  A.J     003X3 

«a./^a  ".v/^^i  (hÀ3  +  \ 

L'identification  avec  A  A'  +  B  A^  A^  donnera  successivement 
o„=:o,  «,1^0,  a,2+rto,  =  o, 

d'où  a,i^  a.,,^  o, 

«3.a,3  +  «3,('/,3=  O,  «:n«i;,«-<0, 

d'où 

«3.  =  «i3<o,  <i,-2^:0,  a,.,  =  a.,3  =  o. 

Donc  9 3  se  réduit  à 

2(i,,x,Xj  +  a.,.^x'i. 


On  aura 
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En  chani;:cant  x,,  A,,  A,  en  —  x,,  —  X,,  —  A,,  on  lùdiiira  les  coef- 
ficients  a,,,  a^.,  à  l'unité,  el  Ton  aura 

(III)  H  =  À,  2x,x.,-\-\.,(x:-j-  x'I)  -i-l,('2x,x,-hxl). 

Ici  >?ncorc  toutes  les  coni(|U('s  du  réseau  oui  un  point  conimun 
x^  =  .r,,  =  G.  Mais  aucune  d'elles  ne  se  réduit  à  une  druilr  double. 

20.  3"  A  t'.st  déco/nposah/c  (ou  nul)  cl  admet  au  moins  un  fac- 
teur linéaire  de  l'espèce  (a).  —  On  aura 

F  =  Xi-p,  +  A^^2=  A,a;';;-l- Ao*-':;. 

Si  toutes  les  coniques  du  réseau  R  n'ont  pas  de  point  commun, 
Ç3  contiendra  un  terme  en  x'I,  et  par  le  changement  de  la  variable  x^ 
pourra  être  ramenée  à  la  forme 

x\  -\-  ax\  +  2 hx^  X.2  -+-  cxl. 

On  peut  remplacer  o,  comme  forme  génératrice  par 

9^  —  ao,  —  c^o  =^  ■^a  ■+"  '^If-JC^x.,. 

Si  b  n'est  pas  nul,  ou  pourra  le  rendre  égal  à  i  en  changeant  x^,  X, 
en  y,  b'^\^.  Il  viendra 


(IV) 
Ici 


R  =:  X,x'';î  -i-'k.,xl-\-  X-^i^x'^-h  2x,  X2). 


A  = 


X,  X.,  o 
X^  Xo  o 
o      o     X, 


=  X,(X,X,-X;) 


représente  une  droite  et  une  conique  cjui  se  coupent. 

Ses  mineurs  ne  sannulent  (pie  si  X^  ^=  o  et  X,Xo  =  o.  Le  réseau  ne 
contient  donc  de  formes  (pii  soient  des  carrés  parfaits  <pie  les  deu\  qui 
sont  en  évidence. 


Journ.  de  Malli.  ('i'   série),  lonie  II.  —   Kasc.  IV,   ir|o6. 
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Si  h  est  iiiiK  on  a  une  autie  expression  réduite 


(V) 


K  =  X|  j:'|  +  \.,xl-^  ^3^^».; 


A  =  \^\.,'k.J  représenle  trois  droites  de  l'espèce  (a)  non  concourantes. 
R  contient  trois  formes  x\^xl,  x\  qui  sont  des  carrés  parfaits. 

21.  Si  toutes  les  coniques  du  réseau  ont  un  point  commun 
a:,  z=  ajo  =  o,  ©3  se  réduit  à  la  forme 

^.i^ax^Xf  +  hx^x.j-h-  cx,x.,)  +  dx'^  -+-  cx',. 

Les  coefficients  a  et  h  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  car  r.,  doit  figurer 
dans  l'expression  de  R.  D'ailleurs,  en  permutant  X,,  a-,  avec  Xj,  x^, 
a  et  l>  s'échangent  entre  eux;  on  peut  donc  supposer  ct^o. 

Nous  ferons  alors  disparaître  le  terme  en  x^x^  en  changeant  x^  en 

x-, X,,  nuis  les  termes  en  x',,  x't  en  chanijeant  la  troisième  forme 

çénéralrice.  (  Ihaimeanl  enfin  X,,  .t-,  en  c/'A,.  —,  on  rendra  ti  èiial  à  i  ; 
et  de  même  pour  h,  s'il  n'est  pas  nul. 

Nous  obtenons  ainsi  deux  nouveaux  types  réduits  : 


(VI) 
(VU) 

Dan^ 


R  :=  'A,.rJ  +  k.,x't  -+-  A.,  2(x,  -+-  X.^)X3, 
R  =  A,  x-';;  +  'A.,x'i  -h  X,  2x,  x\. 


un  et  f autre 
A. 


()         A.        //A,, 
A.,      //a.,         o 


=  — a;;(  A. +  //-A,) 


est  formé  d'une  droite  double  et  dune  droite  simple.  Cette  dernière 
est  de  fespèce  (c)  pour  le  type  (VI)  et  de  l'espèce  (h)  pour  le 
type  (VII). 

Un  autre  caractère  in\arianl  distingue  ces  (ieu\  types.  Lrs  coniques 
du  réseau  (NI)  ont  entre  elles,  au  point  x,  =  x.^=^  o,  un  contact  du 
premier  ordre.  Dans  le  type  (VII),  le  contact  est  du  second  ordre. 
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22.  4°  A  est  décomposable  (ou  nul).  Son  fadeur  linéaire  le  plus 
simple  est  de  l'espèce  (h).  —  On  aiiiii 

F  =  A,  ■2XfX.^  -+-  A^xl- 

Si  O;,  contient  un  terme  en  xij,  on  pourra,  par  le  changement  de  la 
variable  .r.,,  la  réduire  à  la  forme 

x'I  -+-  ax\  +  9.  hx^  x.^  +  ex'', . 

Par  le  changement  fie  forme  génératrice,  on  fera  disparaître  les 
termes  en  .r^,  x^x.,\  il  restera 

'^■i^  J-1  +  ax\. 

Le  coefficient  a  n'est  pas  nul;  car  le  réseau  contiendrait  la  droite  A, 
dont  le  faisceau 

étant  de  l'espèce  (a),  serait  plus  simple  que  celui  de  la  droite  X,,. 
Changeant  d'ailleurs  *■,,  A,,  en -4>  \/«A|,  on  réduira  ce  coefficient  à 
l'unité  ;  d'où  le  nouveau  type 

( YIII )  R  =  A,  2x-, X.,  +  \xl  +  X,,(x-':;  +  x'I ). 

Ici 


X.,  A,  o 
À,  \..  o 
o       o      A., 


=  A,  (À,  À,— Aï) 


représente  une  droite  et  une  conique  tangentes  entre  elles. 

Les  diverses  coniques  du  réseau  R  ont  en  commun  les  deu\  points 


25.   Si  Çi  ne  contient  pas  x\^  elle  sera  de  la  forme 

2  j;.,  (ax,  +  bx.,)  ->r  cx\  -+-  ^dx\  Xj  +  ex\. 


42/, 
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Supposons  d'abord  que  a  soil  :^o.  Par  le  chaugemenl  de  .<•,,  \.,  en 

X, '-  X.,,  À.,  +  ^— A,,  on  fera  disparaître  le  coefficient  />;  i)uis    iiar  le 

changement  de  la  variable  X;,,  on  réduira  'i.aXtX^-^-  cx\  à  2X1X3; 
enfin,  par  le  changement  de  la  dernière  forme  génératrice,  on  fera 
disparaître  d  cte.  On  aura  finalement 

(IX)  R  =  A,  2.x^x.,+  'k.,.i:'i-\-  A.,  2.r,.r3. 

o      A,      A.| 

A=     À,      Ao       o     =  — À.,À: 
A.|       o        o 

représoule  une  droite  double  A3  et  une  droite  simple  Xj,  cette  dernière 
du  type  (c). 

Les  coniques  de  ce  réseau  ont  deux  points  communs  x.,  =  x,  =  o 
et  X.,  =  X3  =  o. 

Soit  enfin  «  =  o;  b  ne  sera  pas  nul,  car  tpj  doit  contenir  X3.  Chan- 
geant cette  forme  génératrice,  on  réduira  son  expression  à 

ibx.x.,  +  ex'.. 


Par  le  changement  de  x.^  en  -t^>  ou  réduira  h  à  l'unité.  Si  c  n'est  pas 
nul,  on  le  réduira  aussi  à  l'unité  eu  changeant  x,,  A,  en  -p>  y't'A,. 

Pour  c=  I,  on  aura  le  réseau-type 
( X )  A,  2 X,  Xo  -h  \.>x'i  +  A3 ( 2 X., .c-i  -t-  x^ ) 

pour  lequel 


A  = 


X3     X,      o 

A,      X,      \ 
O      X,       o 


=  — X:' 


représente  une  droite  triple. 

Les  coniques  de  ce  réseau  sont  toutes  tangentes  entre  elles  au  point 
X,  =  X.,  =  o. 
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Pour  c=  o,  on  aura  un  autre  type 


^25 


(XI) 

pour  lequel 


A,  ■>.x^^■.,  -+-  h.,.ci  -H  Aj  ix.,x.i 


\  = 


o  A,  o 
A,  A,  A, 
O       A.,        O 


est  identiquement  nul.  Toutes  ses  coniques  sont  décomposables  et  ont 
une  droite  commune  x.,  =  o. 

Chacun  des  réseaux  (VIII)  à  (XI)  contient  d'ailleurs  parmi  ses 
coniques  une  droite  double  x\  ^  o. 

24.  5"  A  esl  décoinposable ;  ses  fadeurs  linéaites  son/  tous  de 
l'espèce  (c).  —  On  peut,  sans  altérer  l'expression 

F  =  A,  IX,  X.2  H-  A^  ix^x.,, 

opérer  une  substitution  linéaire  arbiti'aire  surx,,  x^,  à  la  condition 
d'effectuer  en  même  temps  la  substitution  inverse  sur  À,,  A3. 
Ceci  permettra,  dans  l'expression  de  o.,,  qui  peut  s'écrire 

O3  =y(x,,  .Xj)  -+-  iaXtX,-i-  "xbxj^x.,-^  cx\, 

de  ramener  la  forme  binairey(x,,  ./,.,),  si  elle  n'est  pas  nulle,  à  ux,Xj 
ou  à  a;J.  En  changeant  la  dernière  forme  génératrice,  on  peut  faire 
disparaître  a  et  b.  Enfin,  si  c  n'est  pas  nul,  on  le  ramène  à  l'unité  en 

changeant  x„,  )^,,  Aj  en  -p,  y/c^n  v^cAo. 

Mais,  parmi  les  six  expressions  réduites  ainsi  obtenues  pour  o,,  on 
doit  rejeter  toutes  celles  où  x^  ne  figure  pas;  car  cette  variable  ne 
figurerait  pas  dans  le  faisceau  AiS.  +  AjO^  et  la  droite  correspon- 
dante \  serait  donc  un  faclmr  de  i,  de  l'espèce  («)  ou  (//). 

Restent  donc  deux  solutions  seulement  : 


•mi  ;(     2  vt    I    -^    ;t         l~     *^  .1  î 


?:r 
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Pour  la  première, 

(XII)  R  =  A,  2x,x.2  +  Ao  2.T.J.C3  -H  À3(2.z-,  .r^  +  a'."'). 
0       A,       A., 

A,       A,       A,     =A,(2A,A,— A^) 
A.,      À.       o 

représente  une  droite  et  une  conique  qui  se  coupent.  Les  coniques  du 
réseau  ont  deux  points  communs  : 

X.,^  X,  =  o,  Xn^  x^^^  o. 

Pour  la  seconde, 

(XIII)  R  =  X,  2x-,  x„  -+-  Xo  2x.,x,  +  X3  2  .r,  a?j. 


A  = 


0 

A, 

A, 

X, 

0 

>- 

A;. 

l. 

0 

=  2A,  A.>X, 


représente  trois  droites  non  concourantes,  d'espèce  (c). 

Ce  dernier  type  pourrait  être  ramené  à  un  cas  particulier  du  type  I, 
comme  il  a  été  dit  au  n°  liî. 

2î>.  Le  Tableau  suivant  résume  les  résultats  de  la  discussion  précé- 
dente : 


HÉDUCTION    1)  UN     ItÉSEAU     DE    FORMES    QUADRATIQUES.  4^7 


a  -  & 
'5  ■=  1 

in 

- 

= 

^ 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

-- 

^ 

3 
C 

C 

C 

CL 

c 

^^ 

■^  -a 

s   ,/ 

ç    ^ 

a.   r; 

3 
X 

c 

3 

S  3 
i- 1 

c 
'3 

u 
-o 

5 

3 
O 

'S 

3 

o 

a* 

t- 

i  i 

CL     ^ 

^ 

c 

c 

o 

3 

^ 

^ 

,^ 

^ 

- 

C 

0 

c 

O      5J 

II 

B   £ 

o  -a 

•o 

"    1 

fl 

3 
O 

e 

'S 

■p 
— 

'p 

3  "3. 

3     C 
_o   .= 

P     P 

5  a 

II 

?   ? 

5- 

'ë 
o 

p 

4»      c 

3  "c. 

-Z,    "m 

p    ? 

Q 

z 

3 

p 

'3 

a 

"p 

c 
t. 

h" 

T 

+  ■':, 
+ 

H 
+ 

h' 

+ 

h" 

-s' 
h" 

,1 

"if 

+ 

if 

"h 
+ 

h" 

'h' 

+ 

h' 

'if 

+ 

h"' 

h" 

>> 

1 

'iT 

\ 

"h 

h" 

¥ 

h' 

'iT 

¥ 

'fj' 

h" 

*^" 

.> 

Si" 

'h" 

¥ 

'h 

V 

h'      h         h 

h" 

h' 

_; 

= 

^ 

s 

>■ 

> 

= 

=  1   ; 
>  1  i 

■À 

p! 

"y. 

5 

/,28 


C.     JOnOAN. 


hcii.rii'iiir  eau  :  m  =^  !\. 

'i(».    I\ii mi  les  coniques  du  réseau 

R  =  A.O,  +  À,9,+  A.tÇ-;,  +  A.,S,, 

il  en  est  une  au  moins  dégénérée  eu  droite  double.  Car  celle  condition 
s'exprime  par  trois  équations  homogènes  entre  les  quatre  inconnues 

A,,      À^,      A.|,      X,,. 

Nous  classerons  les  réseaux  à  éludier  d'après  le  nondjre  de  leurs 
droites  doubles. 

27.   Première  Iiypollicsc  :  R  conlicnl  (au  /nains)  trois  droites 
doubles  non  concourantes 


Soit  ■\i  une  quatrième  forme  de  R;  en  la  couibinanl  linéairement 
avec  les  précédentes,  on  obliendra  une  nouvelle  forme  o^  débarrassée 
des  carrés  des  variables 

Çi  =  2(ax-,  x.^  -+-  hx^x^  +  cx^x^  ). 

Changeons  a-,,  x.,,  x„  9,,  9,,  9.,,  9,  en  /,.r,,  t,x„  l,x„'^,,  J-;,  ||, 

.  .' .  •  Les  coefficients  a,  h,  c  seront  chanués  en  — >  — >  —  et  en  clioisis- 
t,t,j,  '    '  »  t,    t,    I, 

sanl  convenablement  les  facteurs  /,,  t^,  t,  on  pourra  rendre  égaux  à  i 

ceux  de  ces  coefficients  qui  ne  sont  pas  nuls. 

D'ailleurs,  94  n'étant  pas  identiquement  nul,  a,  h,  c  ne  sont  pas 

nuls  à  la  fois.  Enfin,  l'échange  des  variables  x,,  x.,,  .r.,,  les  permute 

entre  eux.  1\  ne  reste  donc  (pie  trois  hypothèses  réelli'niriil  disiinctes 

/  A  =  I ,  c  =  I , 

a  =  I  '  />  =  I ,         f  =  0, 

'  h  =0,  0  =;o: 
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d'où  trois  types  do  roseaux  l'éduils  : 

(I)  A,./;^  H- A^x'^  +  AjX'ij  4- A, .  2(à;, a;,  +  .r^.f.,  +  .r^x', ), 

(II)  A,  :c'^  ■+-  A.^x'^  -+-  A^x-'l  -+-  Ai .  2(x,.z\  -+-  .r^Xj), 

(III)  A,  J?J  ■+-  XoX'"^  4-  Aii^!;  ~h  /v, .  IX,  X.,. 

Les  types  (I)  et  (II)  ne  contiennent  que  les  trois  droites  dou- 
bles X-,,  x't,  x^.  Mais  le  type  (III)  en  contient  une  infinité  de  la  forme 

(oLx,  -+-  '^x.,)-,  outre  la  droite  x'^. 

28.  Dcuririnc  hypollièsc  :  li  cuiiUciil  Irois  (Ji-oilr.s  dutihlcs  coii- 
couranles,  .i:\,  x'i^  {(li\  -\-  hr..  )- . 

De  la  combinaison  de  ces  trois  formes,  on  déduit  b's  formes  généra- 
trices 

et  R  contiendra  uni'  iulinité  de  droites  doui)les.  de  la  forme  générale 

(a.r,  -h  J^J-'i)-. 

1°  Supposons  que,  parmi  les  fomn^s  de  R,  il  l'u  exislr  une  '\i  ipii 
contienne  un  terme  en  x\.  Par  le  cliangemciil  di-  la  varialiK"  ./•,,  on 
pourra  la  réduire  à  la  foririe 

x'I  +  ax\  -+-  i//x,  X.,  -\-  cxf, 

et  R  contiendra  la  nouvelle  droilc  ilouble 

■\>  —  azi,  —  bOf—  co.,  =  xl 

qui  n'est  pas  concourante  avec  .r'^,  x:.  On  retond)c  ainsi  sur  e  type  11! 
déjà  trouvé. 

2°  Si  'I  ne  contient  pas  ./,:;,  elle  sera  de  la  forme 

r/./r;  -f-  ■ibx,x.,-\-  ex",  ■+-  ■2(dx,  +  cx.,)x3 
et  R  contiendra  la  forme 

o,  =  '1  —  rto,  —  AS;,  —  coo  =  -lidx^  -r-  f'/;.).r.,. 

.I,n,rn.  ,lv    Malh.   (  H- sr,-..- ).   l...nû  II.  -     K.i-r.  IV.   u,,,''.  »<' 
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Mais  oM  [iriil  ùiiéi'or  sur./;,,  ./.,  tiiic  sulisliliiliou  liui'airc  (|ii(Mcnii(|iie 
sans  allérer  l'expression  du  réseau  dérive  de  .r^,  xt,  ■2x,x...  On  pourra 
ainsi  réduire  d.v,  -+-  ex.,  à  ,r,  ;  d'où  le  type  réduit 


(IN)  A,  X-';;  +  'k.,x'i  +  A^ .  ix\  x.,  4-  A,, .  1x^  x^. 

Toutes  les  coniques  de  ce  réseau  ont  un  point  commun  x,  ^x.,  ^  o, 
et  ont  même  langcnte  en  ce  poiiil. 

29.    TroisicDJc  hypoUicsc  :  ïi  ne  conticnl  que  les  Jeux  droiles 
doubles 

1°  Si  R  couliont  une  forme  ■y,  où  figure  un  terme  en  x'^,  on  pourra 
ramener  son  expression  à 

'^ig  =  x'î  +  OT'^  -4-  '2  bx,x.,  -+-  cx\ 

et,  en  la  combiaanl  avec  ^,,  Ço,  on  aura  la  forme  plus  simple 

©:,  =  x\  4-  ■ihx,r.^. 

Soit  vj/.,  uni;  dernière  forme  de  R  ;  en  la  coud)iiiaul  aux  précédentes, 
on  obtiendra  une  forme 

cp,,  =  OLXfX.,  +  'ftx.^Xf  -\-  yx'oX'j. 
Considérons  la  forme 

9.,  +  «i^i  +  <p,  +  u^.,  =  tx]  +  ux\,-\-  x'I  +  :>.(/>  +  SOL)x^X., 

+  sfl.r.,jr,  -h  s^(x.,X:i. 

Ce  sera  une  droite  double,  si  l'on  a  les  trois  écpuitions 
{b  +  .sa)-=:  /«, 

•S'Y  =  '/, 
dont  les  deux  dernières  déterminent  t.  1/.  pourvu  que  s  le  soil   par 
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l'équation 

(/>-+- sa)'- =  ^Y-s-. 

Mais,  R  ne  contenant  par  hypollièse  que  deux  droites  doubles, 
cette  dernière  équation  doit  être  impossible;  d'où  l'on  déduit 

ft^o,  a  =  o,  ^Y  =^  o. 

D'ailleurs  p  et  y  s'échangent  entre  eux.  par  récliange  de  .r,  avec  x.^. 
On  peut  donc  supposer  ^  =  o  ;  quant  à  y  il  ne  peut  être  nul  en  même 
temps,  car  o,  serait  identiquement  nul.  On  aura  donc 


xl  -h  a6.r,.fo, 


Changeant  enfin  ./■,,  z,,  ç..,  en  ^j;,,  b-z,,  '^,  on  réduira  0  et  y  à 
l'unité  ;  d'où  le  type  réduit 

(V)  h,x'-,  -+-  \.,xl  +  '^3{x';  -+-  ajy.Jîo)  +  A,.  2x^X3. 

50.  2°  Si  aucune  des  formes  de  R  ne  contient  de  terme  en  x,,  R  sera 
dérivé  de  9,,  9^  et  de  deux  nouvelles  formes  génératrices 

■]/.,=  ■2{b3X,x.,-{-  C3X,.z-3  +  d^x-^Xj), 
^|/,  =  ■A(b;X,x.,-ir  c",.r,.r.,  -+-  d^x.^x^). 

Si  c^d,  —  c,</3^o,  on  pourra,  en  changeant  x^  en  x^-htx,  +  ux.,, 
faire  disparaître  les  termes  en  x^x..  Puis  la  combinaison  linéaire 
de  la  et  1,,  donnera  les  nouvelles  formes 

9.,  =  2a;,iC3,         (f^^^  2X2X3-, 

d'où  résulte  le  type  canonique 

(VI)  A,  x'  4-  A,X.]  +  A-, .  IX,  X.,  -+-  X, .  2x^X3 

dont  toutes  les  coniques  ont  un  point  commun  x,  =  x..  —  o. 

Si  c^d,—  c,d.,  était  nul,  on  pourrait,  en  combinant  '^^  et  '1^,  éli- 
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miner  x,Xj  et  x.,x.j  et  ol^tenir  ainsi  la  forme 


Le  réseau  R  conlicndrail  une  inlinilé  de  droites  doubles,  ayant  pour 
expression  générale  (ax',  -+-  '{i-i'.^)-.  On  retombe  sur  le  type  (IV). 

31.    Quutricmc  hypothèse  :  R  ne  cordient  qu'une  droite  double 

9  =  <- 

Il  dérive  de  la  combinaison  de  ^,  avec  trois  autres  formes  '\i.,^  '\i.^,  '-}>, 
quon  peut  supposer  privées  de  termes  en  x\.  Ou  pourra,  par  la  combi- 
naison de  ces  trois  dernières  formes,  en  déduire  une  d'où  x\,  x'I,  x-.x^ 
aient  également  disparu. 

En  effet,  s'il  en  était  autrement,  ou  pourrait  remplacer  'j/,,  'j/j,  j/., 
par  trois  de  leurs  combinaisons  : 

y.,  =  h., .  2x,  X.,  -h  c, .  ix^  Xj  -+-  xl, 

y.|  =  /;.,  .  2X,.r^  -f-  C.J  .  2.XtX.^  +  2X.,X3, 
1  ,  ^  b,,  .2X,  X2  +  t'i  .  2X',  X'3  +  X3, 

ne  contenant  cbacune  cju'un  des  produits  précédents;  et  l'on  verrait 
aisément  que  R  contient  contre  l'bypotbèse  une  seconde  droite  double. 
Considérons,  en  effet,  la  forme 

/ o , -h y .  +  2 5 y.:i  +  *' 7, '.  =  '"^'i  ■+{b.,  +  ib.^s  +  b,s-)-ix^x., 

+  (c,  +  2C3S  +  c,s-)ix,x.,  +{x.,  +  sx.i)-. 

En  cbangeant  x.,  en  x.,  —  sx.,,  elle  devient 

tx'^  +  X',  -^  2  iil.  x'i  X.,  -h  2  G  a',  X3 
où 

1)!,  =  ^2  +  2  b^  .S'  +  />  i  .s* , 

S  =  C;,  +  2r,.v  -I-  c,.y-  —  .s'(Ao  -H  2^3*-  +  b^s') 
etsera  un  carré  paitailel  représentera  une  liroile  double,  si  l'on  déter- 
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mine  .y  et  /  par  les  rclalioiis 

e  =  o,  11'..-  =  /, 

ce  qui  si'ra  loiijoui  s  possihle  si  £  contient  .y;  et  notaniiurnl  si  //(  ^o. 
Mais,  (l'aiitrr  part,  si  h.  =  o,  considéions  la  l'oiinc 

/o,  -r  ■/_.,  =  /r'^  -+-  C; .  2x',  x'j  +  x':^. 

Elle  représentera  une  droite  double  si  /  =  Cj. 

Le  réseau  contient  donc  nécessairement  une  forme  se  réduisant  à 

-p^  =  -lî  h.r.,  +  ex.,)./;,. 

Par  un  changement  de  variables  eileclué  surx^,  x\,  on  lui  donnera 
l'expression  plus  simple 

^.j  ^  2. Vf  X.,. 

Le  réseau  R  résulte  de  la  combinaison  de  o,,  o..  avec  deu.v  autres 
formes  génératrices  'j»,,  l.. 

32.   Si  l'une  de  ces  dernières,  telle  que'j/3,  contient  un  terme  en  xj, 
on  pourra,  en  cliangeanl  la  variable  x,,,  ramener  son  expression  à 

•ji.,  =  x'I  -+-  ax'-^  -+-  ihff.r.^  +  ex'-, 
et,  en  la  combinant  avec  9,,  (pj,  on  ol)tient  la  nouvclli'  l'orme 

■^  j  —  OC ..   ~r"  COL  .>  ■ 

Ce  n'est  pas  une  dioile  double;  donc  c  n'est  pas  nul,  et  en  reu)pla- 

çant  X2,  <f2  P^r  -7='  v'ccpo  on  le  réduira  à  l'unité. 
y  c 

On  aura  donc 

<P3  =  -^'a  -^  ^'i- 

Considérons  la  dernière  forme  génératrice.  En  la  combinant  avec 
Oi,  02,  9:,,  on  pourra  en  faire  disparaître  les  termes  en  x'\,  x^x.,,  x',;. 
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Elle  aura  donc  pour  expression 

o,  =  ax\  +  ?.  b.c^  x^  +  2  ca7j  x^ . 
Mais  la  conique 

/•p,  +  WÇi^-hPOa  +  0:,=  tx]  +  1UXtX.^->rVxl-[-  {a-^v)x\ 

-+-  2.bx,X3  +  acx.jjj 

serait  une  droite  double  Ccontro  riiypotlièse)  si  Ton  pouvait  satisfaire 
aux  relations 

a-=tv,         b'-  =  t(a  -hv),         c=  =  (--(a  +  <-); 

or,  ce  serait  toujours  possible  si  Ton  n'avait  pas  a  =  o,  c  =  o. 

Donc  ^4  doit  se  réduire  au  ternie  ihx,x,.  On  peut  évidemment 
supposer  b  ^  i.  On  obtient  ainsi  le  type 

(VII)  À,.r;  -+-  Ao.2x,a-2-l-  X:,(x-j  ■+-  a,-^)  + A,.2x,x-3, 

dont  toutes  les  coniques  ont  deux  points  communs,  x,  =  x^  ±  ix\  =  o. 

35.  Supposons  en  dernier  lieu  (ju'aucune  des  formes  de  R  ne  con- 
tienne xl  ;  'j/3  et  ']^4  auront  les  expressions  suivantes  : 

'la  =  2.(a^x,  +  b.,x.,)x.,-hf,(x,,x.,), 
•| ,,  =  2  (  a .,  X ,  4-  *  -,  X..  )  .r .,  +  /j  (  X-, ,  X.,  ) , 

où  Z^:,  et  i.,  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois.  Car,  en  combinant  i/;,  et  •]/,,, 
on  obtiendrait  la  nouvelle  forme 

■|  =  «-,/:,(■*•,,  ■'t'j)  —  a.,/,(x,,x.,), 

et  R  contenant  ainsi  trois  formes  0,,  Oo,  '|  où  ne  figurent  que  x\,  x.^ 
contiendrait  toutes  les  droites  doubles  (ax-,  +  '^x.,)-. 

Soit  donc  b:,^^o.  On  peut  le  supposer  égal  à  i.  Cliangeons  x.,  en 
x.,—  a^x,,  A,  en  A,  +  ■2a^A.2,  ce  qui  n'altère  pas  l'expression  du  fais- 
ceau A, a;'  -+-  A..'.x-,.r.  ;  '^s  sera  changé  en 

ax^Xj  -\-  cx'-^  ■+■  idXfX.j  +  ex'i. 
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On  fera  disparaîlre  le   leriue  en  .1;'-,  par  le  eliaii^einenl  de  x,  en 

X3 x.y,  puis  ceux  en  .r^  x,.r._.  [v.iv  souslracliou  de  r;^,  +  dz>.,.  On 

obtiendra  ainsi  une  troisième  forme  j;énératrice 

Par  combinaison  de  ç/,,  (^.,,  9;,  avec  '\/,.,  on  en  fera  disparaître  les 
termes  en  x'-,,  x,x.i,  x^X3  et  l'on  obtiendra  la  dernière  forme  généra- 
trice 

ç,  =  2ax,x.f-+-  bxl, 

a  n'est  pas  nul,  Çj  ne  représentant  pas  une  droite  double.  On  peut  le 
supposer  égal  à  i  ;  et  si  b^o,  on  le  réduira  aussi  à  l'unité  en  changeant 

•^2)  935  "?3  en  -^y  v^^f'2)  V^?:!-  On  aura  donc  les  deux  solutions 

La  première  donne  le  type  réduit 
(YIIl)       X,,f^  +  Ào  .2.r,.r2-l-  X,.2.i'..r.,  -l-  \^{1x^XJ-\-  x",) 

dont  toutes  les  coniques  ont  nu  point  commun  a-,  =  x.,=  o. 
La  seconde  donnerait  le  type  suivant  : 

'k^x\  +  Xj .  2  ./• ,  ./.'o  -+-  X:, .  2  x%  ^3  -f-  A , .  2  .r ,  x'j , 

dont  les  coniques  ont  deux  points  communs 

Xf  =  X.,  =  o,  ,r,  =  x.^  =  o. 

Mais  ce  type  est  à  rcjeler.  Il  ronncrait  double  euqtloi  avec  le 
type  (VII),  dans  lequel  il  se  transturme  si  l'on  change 

en 

x.^  -+-  ixi,         x.  —  1x3,         ^(Xo  —  /X.),         K^2+  '^i)- 

Nous  aurons  donc  en  tout  /mi/  tyiics  réduils  cssculicllemenl  dis- 
tincts. Donc  N,3  =  8. 
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Troisième  cas  :  /??  =  5. 
54.    Le  réseau  R  contient  tout  dahord  une  droite  double 


D"aulr(ï  part,  les  cinq  coni{|iies  i;énératiices  ne  contenant  j;,  que 
dans  les  (rois  combinaisons  x\,  x\x.,,  x^  x.^,  deux  d'entre  elles  se  rédui- 
ront à  des  formes  binaires  /"(.rj,  x^),  /,(x.j,  x.^).  Parmi  les  combinai- 
sons de  ces  deux  formes  il  en  est  an  moins  une,  et  en  général  deux, 
qui  sont  des  carrés  parfaits.  R  contiendra  donc  au  moins  deux  droites 
doubles,  et  en  général  trois  droites  doubles  non  concourantes. 

Traitons  d'abord  ce  cas  général. 

ôii.   On  aura 

r<  =  -^U        9-2  = -i'I,        ?:.  =  <"3- 

Les  deux  autres  coniques  génératrices  pourront  être  supposées 
réduites  à  la  forme 

a  X ,  Xn  +  h  X.,  X .,  +  fx\  X I . 

En  les  couibinaut  linéairement,  on  obtiendra  les  ex[)rossions  plus 
simples 

9.-,  =  2.r,  ./■.,  +  c/;.A  ...r.,. 

Cllianueaul  .r,,  x...  Oo,  z...  c.,  On  en  /./•..  //./■,.  ~y  =4>  — >  — .  on  clian- 

géra  (/.,,  d-  en  iid^,  id-.  On  peut  donc  rendre  égaux  à  i  ceux  de  ces 
cocfiicienls  qui  ne  sont  pas  nuls.  D'aillcms  récbange  de  .r.,  avec  Xj  les 
periniilr  cntri'  eux.  On  n"a  donc  (pu;  trois  cas  distincts  à  consid(''rer  : 

(L,  =  i,  (/  .=  i  ^ 

(I  ^^  r ,  (I  ^  =  o, 

f/,  =  o,  d^  =  0. 


IIKDUCTION    d'i  N     IIKSEAU     DE     lOHMICS    nLADHAÏIOUK?.  4^7 

d'où  trois  lypes  de  réseau.v  : 

(  I )        À I  x\  -h  X.  .r\  -\-  X.|  -ri  4-  A ,  'i  (.r ,  r.  +  -C, ./;.,)  +  A ■  2  (.r,  .f.,  -1-  .-fo x^), 

(II)  X I  j:\  +  A.,  x\  +  X,  ./•!;  -1-  X .,  ■>.  (./■ ,  .r,  +  .r,  .r., )  +  X5  2 ./• ,  .iv, , 

(III)  X,.//';  +  X../;;;  +  X.,j/;;  +  X.  2.r,./;.  +  X.  2./-,. /.■;,. 

Le  premier  n'a  que  (rois  droites  doubles  x\^  x\,  x\.  Le  second  a 
pour  droites  doidjles  .ri;  et  toutes  les  droites  (pii  passent  par  le 
point  x^^=  x^=  o.  Le  dernier,  toutes  celles  qui  passent  par  un  des 
deux  points  x^  =  x.,  =  o,  ou  x,  =  x^  =  o. 

Ces  trois  types  sont  donc  nettement  distincts. 

56.   Passons  au  cas  où  louli's  les  droites  doubles  sont  courouranlcs. 
On  a  vu  (pi'il  eu  existe  au  moins  deux  : 

^1  =  X',  ,  Çtj  :=  X^. 

Les  trois  autres  coniques  génératrices  peuvent  être  supposées  ré- 
duites à  la  forme 


2f/.r,  j;„ 


2[>x.,x.f  +  a(\i\^x,  +  dx^. 


En  les  combinant  entre  elles,  on  en  obtient   une  nouvelle,   de   la 

forme 

o,  =  2 c' x.,.i\  -+-  d'x'.. 


I     -I-    l^     .X,  .,  . 


Mais,  si  d  n'était  pas  nul,  Il  contiendrait  une  nouxelle  droite  double 
^^  +  /ç,,  =  /./vj  -+-  :?c'.r :,.'-•,  -f-  d'x'l, 

en  posant  ^  =  -^  • 

Il  faut  donc  admcUre  <pie  ^/' =  o.  <^)Lianl  à  c',  on  peut  le  supposer 
égal  à  I .  Ou  aiiia  donc 

?3=2.f,,r:,. 

On  verra  de  même  (jue  R  contient  la  conique 

9i  =^  IX.^Xj. 
Journ.  de  Miilh.  ((i,   série),  icniie  II.    -  Vixic.  IV,   ujoG.  ^7 
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La  dernière  conique  génératrice  sps  peut  être  supposée  réduite  à  la 
forme 

2.ax,x.,-\-  h.v\. 

Ce  n'est  pas  une  droite  double;  donc  a  n'est  pas  nul;  on  peut  le  sup- 
poser égal  à  I .  Si  h  n'est  pas  nul,  on  le  réduira  aussi  à  Funité  en  chan- 
geant ./.,,  o.,,  -p,  en  ~^,  yjbo^,  \  ho^.  On  aura  donc  en  posant  Z*  =  i , 
b  =  o  deux  nouveaux  types  : 

(IV)      A,.r^  +  A../•^^-  Xg  a-x-iX-j  ■+■  X,  2,2-. ,r.,  4-  'k^{2..r^x„-h  x'i), 
(  V )       A ,  ./-^  +  A.  .r^  +  A-,  2 Xf  *•.)  +  X_5  2  x.^ ./'a  +  X5  2  ,r ,  x., . 

Dans  le  type  (IV)  il  n'y  a  cjue  deux  droites  doubles,  ./•,  et  x't  ;  dans  le 
type  (V  )  on  a  toutes  celles  cpii  se  croisent  au  point  .r,  =  j-.^  =  o. 
Nous  avons  trouvé  en  tout  cinq  types  dislincls  :  doue 
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